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 المقدمة  

يعتبر الجبر الخطي أحد أهم المواضيع الأساسية في كثير من مجالات العلوم، 

 من بينها بحوث العمليات والمعلوماتية والاتصالات، وعلوم التسيير وغيرها.

وتمارين مقترحة في مقياس  تحتوي هذه المطبوعة على دروس وأمثلة

، موجهة بالدرجة الأولى لطلبة السنة الأولى جذع مشترك علوم 2رياضيات

 اقتصادية وتجارية وعلوم التسيير.

، 2يمكن استخدام هذه المطبوعة كمقرر منهجي للطلبة لدراسة مقياس رياضيات

تواضع للإسهام بهذا الجهد الم وكمصدر مهم للعلوم الأخرى، من هنا كان التوجه

 .جديدة نضعه بين أيدي طلبتنا الأعزاء واثراء للمكتبة الجامعية بإضافة

تتكون هذه المطبوعة من خمسة فصول يشمل كل فصل على الدرس وأمثلة 

 مختلفة محلولة، وتمارين مقترحة مع الحل.

 .التفاضلية المعادلات الأول:الفصل 

 .الفصل الثاني: الدوال ذات متغيرين

 .المصفوفات والعمليات عليها: الفصل الثالث 

 ومقلوب مصفوفة. محدد  والفصل الرابع:

 والفصل الخامس: حل جملة المعادلات الخطية. 
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  :التفاضلية المعادلةتعريف 

مرة نسمي معادلة تفاضلية   nقابلة للاشتقاق  𝑥دالة للمتغير الحقيقي  𝑦لتكن 

 كل معادلة من الشكل:  nمن الرتبة

𝑓 (𝑥, 𝑦(𝑥),𝑦′(𝑥), 𝑦′′(𝑥),………𝑦(𝑛)(𝑥)) = 0…………… . . (1) 

 .𝑦هي المشتقة النونية ل 𝑦(𝑛)حيث 

بالحل العام للمعادلة التفاضلية، و نسمي حل  (1)الذي يحقق المعادلة  𝑦(𝑥)الشكل العام ل  يسمى

الخاصة و تسمى هذه الشروط بالشروط خاص للمعادلة التفاضلية كل حل يحقق بعض الشروط 

 .الابتدائية

 و توجد سبعة أنواع من المعادلات التفاضلية لكننا سنكتفي بالأنواع الاتية:

 : تعريف المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى

 وتكون من  𝑥للمتغير ومشتقتها الأولىYهي علاقة تربط بين الدالة 

,𝑭(𝒙الشكل:  𝒚, 𝒚′) = 𝟎 

′𝑦مثلا  + 2𝑦 = 3𝑥 +  وهناك عدة أنواع نخص بالذكر:    1

  :وطرق حلها للفصلوالقابلة من الرتبة الأولى المعادلات التفاضلية  .1

 تكون هذه المعادلات من الشكل: 

  𝐴(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝐵(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 =  0       

𝑓(𝑥)𝑑𝑥يجب كتابة المعادلة التفاضلية كما يلي:   = 𝑔(𝑦)𝑑𝑦 

 ثم نكامل الطرفين، أي: 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =  ∫𝑔(𝑦)𝑑𝑦   

 .وهو الحل العام للمعادلة التفاضلية 𝑥بدلالة 𝑦 ونجد

من هنا يتضح أنه يمكن تقسيم هذا النوع من المعادلات التفاضلية إلى   -

 أشكال: 3

 كل:لما يكون فصل المتغيرات فيها بهذا الش الأول: الشكل

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥) 𝑑𝑦 = 𝑓(𝑥)𝑑𝑥  ∫ 𝑑𝑦 = ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 
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  ومنه يكون الحل العام هو:

𝑦 = 𝑔(𝑥) + 𝑐  /𝑐 ∈ 𝑅 

 𝑓 الأصلية للدالةهي الدالة 𝑔حيث

 :: حل المعادلة التفاضلية التالية1مثال  

𝑥2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1 + 𝑥 



𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
1 + 𝑥

𝑥2
  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
1

𝑥2
+
1

𝑥
  𝑑𝑦 = (

1

𝑥2
+
1

𝑥
)𝑑𝑥 

  

∫𝑑𝑦 = ∫(
1

𝑥2
+
1

𝑥
)𝑑𝑥

 
 

𝒚 :الحل = −
𝟏

𝒙
+ 𝒍𝒏|𝒙| + 𝒄          

 

𝑥    من أجلالسابقة الحل الخاص للمعادلة اوجد  = 1  ;    𝑦 = 2 

𝑥 بالتعويض في الحل العام   = 1 ,   𝑦 =   :نجد 2

2 = −1 + ln(1) + 𝑐  2 = −1 + 𝑐  

𝑐 = 3 

 : للمعادلة هوإذا الحل الخاص  

𝒚 = −
𝟏

𝒙
+ 𝒍𝒏|𝒙| + 𝟑 

 

 :لما يكون فصل المتغيرات فيها بهذا الشكل الثاني: الشك

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑦) 

=  dx      فإن
𝒅𝒚

𝒇(𝒚)
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 ∫
𝑑𝑦

𝑓(𝑦)
= ∫𝑑𝑥 

 

 :ومنه نجد الحل العام يكون على الصورة

∫
𝑑𝑦

𝑓(𝑦)
= 𝑥 + 𝑐          𝑐 ∈ ℝ    

 

  :حل المعادلة التفاضلية مثال:

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎𝑦 + 𝑏 = 0…1 

 :الشكل المعادلة علىالحل: يمكن كتابة 

𝑑𝑦

𝑎𝑦 + 𝑏
= −𝑑𝑥 

∫
𝑑𝑦

𝑎𝑦 + 𝑏
= −∫𝑑𝑥 

 :الحل العام للمعادلة 

𝟏

𝒂
𝒍𝒏|𝒂𝒚 + 𝒃| = −𝒙 + 𝒄 

 

 :عندما يكون فصل المتغيرات فيها بالشكل الثالث: شكلال 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑔(𝑥)

𝑓(𝑦)
  𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑦)𝑑𝑦 

 :ومنه يكون الحل العام على الصورة 

∫𝑓(𝑦)𝑑𝑦 = ∫𝑔(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑐 

 .واحد فقط c نلاحظ أننا نحتاج إلى ثابتيجب أن  

  :1 مثال 
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 :حل المعادلة التفاضلية التالية -أ
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒2𝑥+3𝑦 

الحل: هذه المعادلة كما هي مكتوبة تظهر أنها صعبة ولكننا يمكن أن نغير  

 :كتابتها فتصبح على الصورة الآتية

𝑒−3𝑦𝑑𝑦 = 𝑒2𝑥𝑑𝑥 

 :ثم نكامل الطرفين 

∫𝑒−3𝑦𝑑𝑦 = ∫𝑒2𝑥𝑑𝑥 

  :الحل العام للمعادلة التفاضلية 

 −
𝟏

𝟑
𝒆−𝟑𝒚 =

𝟏

𝟐
𝒆𝟐𝒙 + 𝒄 

 

𝑥 :نأوجد الحل الخاص لما يكو -ب = 𝑦و  0 = 0  

 : c الحل: بالتعويض في الحل العام نجد قيمة 

−
1

3
𝑒−3(0) =

1

2
𝑒2(0) + 𝑐 

−
1

3
=
1

2
+ 𝑐  𝑐 = −

1

3
−
1

2
    𝑐 = −

5

6
 

 :ومنه الحل الخاص للمعادلة هو 

−
𝟏

𝟑
𝒆−𝟑𝒚 =

𝟏

𝟐
𝒆𝟐𝒙 −

𝟓

𝟔
 

 

 :حل المعادلة التفاضلية التالية :2مثال  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦2𝑒𝑥 = 𝑦2 

 :يمكن كتابة المعادلة التفاضلية على الشكل الحل: 
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦2(1 − 𝑒𝑥) 

𝑑𝑦

𝑦2
= (1 − 𝑒𝑥)𝑑𝑥 

 :ثم نكامل الطرفين نجد 

∫
𝑑𝑦

𝑦2
= ∫(1 − 𝑒𝑥)𝑑𝑥 

  :الحل العام للمعادلة 

−
𝟏

𝒚
= 𝒙 − 𝒆𝒙 + 𝒄 

  

 من الرتبة الثانية: الخطيةالمعادلات التفاضلية .2

خطية من الرتبة الثانية ذات معاملات ثابتة  معادلةتسمى  :تعريف

 :كل معادلة من الشكل

𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 𝑓(𝑥)… (∗) 

,𝑎 حيث   𝑏, 𝑐 ∈ ℝ وa ≠  دالة. 𝑓و  0

خطية من  معادلة تفاضلية المعادلة )*(تسمىفإن 𝑓(𝑥)      0=إذا كانت  -

′′𝑎𝑦      متجانسة: الرتبة الثانية + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0 

f(x)أما إذا كانت   ≠  غير متجانسة (∗)فإن المعادلة  0

 بالنسبة لنا، سنهتم بالمعادلة التفاضلية المتجانسة.

 من الرتبة الثانية: المتجانسة  الخطيةالتفاضلية  المعادلة  -

ومشتقاتها المتعاقبة )المشتقة  𝑦تكون عبارة عن علاقة تربط بين الدالة

 الأولى والمشتقة الثانية(، وتكون من الشكل:

𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0…(1) 

,𝑎حيث  𝑏, 𝑐 ∈∈ ℝ 𝑎 ≠ 0   

 (: 1كيفية حل المعادلة )
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 نستعمل تحويل المتغير كما يلي: 

{
𝑟2 = 𝑦′′

𝑟 = 𝑦′
1 = 𝑦

 

 نتحصل على معادلة من الدرجة الثانية: 

𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0… (2) 

للحل:  Δنستعمل المميز   

∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐  

 

 نظرية: 

<∆ -أ  المعادلة تقبل حلان متمايزان هما:   0

𝑟2 =
−𝑏 − √∆

2𝑎
                 𝑟1 =

−𝑏 + √∆

2𝑎
 

 ( هي: 1ومنه حلول المعادلة )

𝜶,𝜷 ∈ 𝑹  حيث  𝒚 = 𝜶𝒓𝟏𝒙 + 𝜷𝒆𝒓𝟐𝒙   →   الحل العام

 

=∆ -ب  ( هي جذر مضاعف: 2حلول المعادلة ) 0

𝑟0 = −
𝑏

2𝑎
 

 ( هي: 1وحلول المعادلة )

  𝛂, 𝜷 ∈ 𝑹 حيث 𝒚 = (𝜶 + 𝜷𝒙)𝒆𝒓𝟎𝒙 

 

 أمثلة: 

′′𝑦حل المعادلة التفاضلية:  :1مثال + 3𝑦′ + 2𝑦 = 0 

 الحل:

𝑜𝑛 𝑝𝑜𝑠𝑒: 𝑦′′ = 𝑟2, 𝑦′ = 𝑟 , 𝑦 = 1 

 نجد:

𝑟2المعادلة المميزة:  + 3𝑟 + 2 = 0…(1) 
∆= 32 − 4(1)(2) = 1 > 0 

 ( تقبل جذران متمايزان هما: 1المعادلة )
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𝑟1 =
−3 − 1

2
= −

4

2
= −2 

𝑟2 =
−3 + 1

2
= −

2

2
= −1 

 الحل العام للمعادلة التفاضلية هو: 

𝒚 = 𝜶𝒆−𝟐𝒙 + 𝜷𝒆−𝒙   /    𝜶, 𝜷 ∈ 𝑹 

′′𝑦حل المعادلة التفاضلية: : 2مثال + 3𝑦′ − 4𝑦 = 0…(1)  

𝑦(0)ثم أوجد الحل الخاص لما يتحقق الشرطين:  = 𝑦′(0) و 2 = 1 

 ( هي: 1المعادلة المميزة ل) الحل:

𝑟2 + 3𝑟 − 4 = 0 

∆= 25    , {
𝑟1 = 1
𝑟2 = −4

 

 الحل العام للمعادلة التفاضلية هو: 

𝒚 = 𝜶𝒆𝒙 + 𝜷𝒆−𝟒𝒙        𝜶, 𝜷 ∈ 𝑹 

+y(0) =2 :αمن أجل  - β = 1        

 : y’ (0) =1من أجل  -

-   𝑦′ = 𝛼𝑒𝑥 − 4𝛽𝑒−4𝑥       𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅 
𝑦′(0) =  𝛼 − 4𝛽 = −1 

 نحل جملة المعادلتين: 

{
𝛼 + 𝛽 = 1
𝛼 − 4𝛽 = −1

 

 نجد:

 α =
7

5
    ،     𝛽 =

3

5
 

 للمعادلة التفاضلية هو:  في هذه الحالة الحل الخاصومنه 

𝒚 =
𝟕

𝟓
𝒆𝒙 +

𝟑

𝟓
𝒆−𝟒𝒙 

 

′′𝑦حل المعادلة التفاضلية التالية:  :3 مثال − 6𝑦′ + 9𝑦 = 0 

  الحل:
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𝑟2نضع:  = 𝑦′′   ,     𝑟 = 𝑦′    ,    1 = 𝑦 

𝑟2نجد المعادلة المميزة:  − 6𝑟 + 9 = 0 

∆= (−6)2 − 4(9) = 36 − 36 = 0 

𝑟0إذا المعادلة المميزة تقبل جذرا مضاعفا هو:  =
6

2
= 3 

 ومنه الحل العام للمعادلة التفاضلية هو: 

𝒚 = (𝜶 + 𝜷𝒙)𝒆𝟑𝒙         𝜶, 𝜷 ∈ 𝑹 

 

′′𝑦حل المعادلة التفاضلية: : 4مثال − 4𝑦′ + 4𝑦 = 0 

 ثم أوجد الحل الخاص لما يتحقق الشرطين: 

𝑦′(0) = 2 , 𝑦(0) = 1 

 الحل: 

𝑟2المعادلة المميزة:  − 4𝑟 + 4 = 0 

∆= (−4)2 − (4 × 4) = 16 − 16 = 0 

𝑟0المعادلة المميزة تقبل جذر مضاعف هو:  =
4

2
= 2 

 الحل العام للمعادلة التفاضلية هو: 

𝒚 = (𝜶 + 𝜷𝒙)𝒆𝟐𝒙 

𝛼)لما:  + 𝛽(0))𝑒0 = 1   , 𝑦(0) = 1 

 𝛼 = 1 

𝑦′(𝑥) =  𝛽𝑒2𝑥 + 2[𝛼 + 𝛽(𝑥)]𝑒2𝑥 ,             𝑦′(0) = 2 

𝑦′(0) =  𝛽 + 2𝛼    , 𝛼 = 1  𝛽 + 2 = 2  𝛽 = 0 

𝒚            هو:  إذا الحل الخاص للمعادلة التفاضلية  = 𝒆𝟐𝒙 
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  :تمارين مقترحة للفصل الأول .3

 

 حل المعادلات التفاضلية التالية:  التمرين الأول:

1)               𝑥 + 𝑦𝑦′ = 0 

2)                          𝑦′ =
𝑦

𝑥
 

3)      𝑦′ + 𝑒𝑥𝑦 = 𝑒𝑥𝑦2 

 

 أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:  التمرين الثاني:

𝑦′ =
−𝑦

𝑥 − 3
 

𝑥ثم الحل الخاص لما يكون:  = 4 , 𝑦 = 1 

 

 حل المعادلات التفاضلية التالية:  التمرين الثالث:

1)      𝑦′′ + 𝑦′ − 2𝑦 = 0 

2)   4𝑦′′ + 4𝑦′ + 𝑦 = 0 

3)               4𝑦′′ + 𝑦 = 0 

 

 أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:  التمرين الرابع:

𝑦′′ − 4𝑦′ + 4𝑦 = 0 

𝑦(0)ثم الحل الخاص لما يكون:  = 3 , 𝑦′(0) = 1 
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  :حلول التمارين المقترحة .4

 حل التمرين الأول: 

1)    𝑥 + 𝑦𝑦′ = 0 

𝑦𝑦′ = −𝑥       𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝑥      𝑦𝑑𝑦 = −𝑥𝑑𝑥 

∫𝑦𝑑𝑦 = −∫𝑥𝑑𝑥 

1

2
𝑦2 = −

1

2
𝑥2 + 𝑐 

𝑦2 = −𝑥2 +
1

2
𝑐      ,     

1

2
𝑐 = 𝛼 

 : 1الحل العام للمعادلة 

𝒚𝟐 = −𝒙𝟐 + 𝜶 

2)    𝑦′ =
𝑦

𝑥
 

  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑦

𝑥
   

𝑑𝑦

𝑦
=
𝑑𝑥

𝑥
    ∫

1

𝑦
𝑑𝑦 = ∫

1

𝑥
𝑑𝑥  

 الحل العام:

𝑙𝑛|𝑦| = 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑐    𝑒𝑙𝑛|𝑦| = 𝑒𝑙𝑛|𝑥|+𝑐      

   |𝑦| = 𝑒𝑙𝑛|𝑥|. 𝑒𝑐     |𝑦| = |𝑥|. 𝑒𝑐 

{
𝒚 = |𝒙|. 𝒆𝒄

𝒚 = −|𝒙|. 𝒆𝒄
 

 

3)     𝑦′ + 𝑒𝑥𝑦 = 𝑒𝑥𝑦2 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒𝑥𝑦2 − 𝑒𝑥. 𝑦  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒𝑥(𝑦2 − 𝑦)   

𝑑𝑦

𝑦2 − 𝑦
= 𝑒𝑥𝑑𝑥  

∫
𝑑𝑦

𝑦2 − 𝑦
= ∫𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝑐 
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لإيجاد تكامل 
𝒅𝒚

𝒚𝟐−𝒚
 يجب أن نفرق الكسر:   

1

𝑦2 − 𝑦
=

1

𝑦(𝑦 − 1)
 

1

𝑦(𝑦 − 1)
=
𝛼

𝑦
+

𝛽

𝑦 − 1
 

  𝛼(𝑦 − 1) +
𝛽𝑦

𝑦(𝑦 − 1)
=

1

𝑦(𝑦 − 1)
 

 
(𝛼 + 𝛽)𝑦 − 𝛼

𝑦(𝑦 − 1)
=

1

𝑦(𝑦 − 1)
  

 بالمطابقة نجد:

{
𝛼 + 𝛽 = 0
−𝛼 = 1 

   {
𝛽 = 1
𝛼 = −1

 

 بالتعويض نجد: 

1

𝑦(𝑦 − 1)
= −

1

𝑦
+

1

𝑦 − 1
 

 ومنه يصبح التكامل: 

∫
1

𝑦2 − 𝑦
𝑑𝑦 = ∫(−

1

𝑦
+

1

𝑦 − 1
)𝑑𝑦 =  ∫−

1

𝑦
𝑑𝑦 + ∫

1

𝑦 − 1
𝑑𝑦  

 

 −𝒍𝒏|𝒚| + 𝒍𝒏|𝒚 − 𝟏| = 𝒆𝒙 + 𝒄 

 

 حل التمرين الثاني: 

𝑦′ = −
𝑦

𝑥 − 3
…(1) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝑦

𝑥 − 3 
   

𝑑𝑦

𝑦
= −

1

𝑥 − 3
𝑑𝑥 

∫𝑑𝑦
1

𝑦
= −∫

1

𝑥 − 3
𝑑𝑥 

 

لحل العام للمعادلة التفاضليةا  
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هو: (1الحل العام للمعادلة )  

𝒍𝒏|𝒚| = −𝒍𝒏|𝒙 − 𝟑| + 𝒄 

 

 الحل الخاص:

X=4 و y=1 نعوض في الحل العام نجد  : 

𝑙𝑛|1| = −𝑙𝑛|4 − 3| + 𝑐 

𝑙𝑛1 = −𝑙𝑛1 + 𝑐    𝑙𝑛1 + 𝑙𝑛1 = 𝑐    2𝑙𝑛1 = 𝑐 

𝑙𝑛1لدينا:  = 𝑐ومنه:     0 =  الحل الخاص هو:أي    0

𝑙𝑛|𝑦| = −𝑙𝑛|𝑥 − 3| + 0 

𝒍𝒏|𝒚| = −𝒍𝒏|𝒙 − 𝟑| 

 نضع: حل التمرين الثالث: 

1)    𝑦′′ + 𝑦′ − 2𝑦 = 0 ∶    𝑦′′ = 𝑟2, 𝑦′ = 𝑟, 𝑦 = 1 

 نجد المعادلة المميزة هي: 

𝑟2 + 𝑟 − 2 = 0 ∶     ∆= (1)2 − 4(1)(−2) = 9 > 0 

𝑟1 =
−1 + √9

2
=
−1 + 3

2
=
2

2
= 1 

𝑟2 =
−1 − √9

2
= −

4

2
= −2  

 (: 1الحل العام للمعادلة )

𝒚 = 𝜶𝒆𝒙 + 𝜷𝒆−𝟐𝒙  , 𝜶, 𝜷 ∈ 𝑹 

 

2)       4𝑦′′ + 4𝑦′ + 𝑦 = 0 

 المعادلة المميزة هي: 

4𝑟2 + 4𝑟 + 1 = 0 ∶       ∆= 42 − 4(4)(1) = 16 − 16 = 0  

𝑟0     المعادلة المميزة تقبل جذر مضاعف هو:  = −
4

2
= −2 
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 ( هو: 2الحل العام للمعادلة )

𝒚 = (𝜶 + 𝜷𝒙)𝒆−𝟐𝒙 

 

3)      4𝑦′′ + 𝑦 = 0 

 

 المعادلة المميزة: 

4r2 + 1 = 0 ∶       ∆= 0  ⇒ 𝑟0 = 0 

 ( هو: 3الحل العام للمعادلة التفاضلية )

𝑦 = (𝛼 + 𝛽𝑥)𝑒0 ,      𝑒0 = 1  

𝒚ومنه:      = 𝜶 + 𝜷𝒙 ,       𝜶, 𝜷 ∈ 𝑹 

 حل التمرين الرابع: 

3)      𝑦′′ − 4𝑦′ + 4𝑦 = 0 

 المعادلة المميزة هي: 

𝑟2 − 4𝑟 + 4 = 0  ,       ∆= (−4)2 − 4(1)(4) = 0 

𝑟0ومنه المعادلة المميزة تقبل حل مضاعف هو:  =
4

2
= 2      

 ( هو: 1والحل العام للمعادلة )

𝒚 = (𝜶 + 𝜷𝒙)𝒆𝟐𝒙 ,          𝜶, 𝜷 ∈ 𝑹 

𝑦(0)الحل الخاص لما:     = 3  ,   𝑦′(0) = 1 

𝑦(0) = 3    (𝛼 + 𝛽(0))𝑒0 = 3       𝛼 = 3 

𝑦′(𝑥) = 2(𝛼 + 𝛽𝑥)𝑒2𝑥 + 𝛽𝑒2𝑥 

𝑦′(0) = 1     2(𝛼 + 0)𝑒0 + 𝛽𝑒0 = 1     2𝛼 + 𝛽 = 1 

αولدينا سابقا:  =  نعوض:  3

2(3) + 𝛽 = 1     𝛽 = 1 − 6 = −5 

 ومنه الحل الخاص للمعادلة التفاضلية هو: 

𝒚 = (𝟑 − 𝟓𝒙)𝒆𝟐𝒙 
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 الفصل الثاني:

 الدوال ذات متغيرين
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 :تعريف .1

,𝒙)نسمي دالة ذات متغيرين كل دالة ترفق بالثنائية   𝒚)   من𝑹 × 𝑹 

𝒁بحيث:    Rمن   Zحقيقيا على الأكثر  عددا = 𝒇(𝒙, 𝒚)   :ونكتب 

𝑓: 𝑅 × 𝑅 → 𝑅 

(𝑥, 𝑦) ⟼ 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

 أمثلة: 

𝑓1(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 + 3𝑦 − 4 

𝑓2(𝑥, 𝑦) = 𝑥
2 + 3𝑥𝑦3 − 2𝑦  

 منطقة تعريف الدالة ذات متغيرين: .2

مجموعة البدء كل العناصر  المعرفة من 𝑓نسمي مجال تعريف الدالة 

وهي مجموعة  𝐷𝑓التي لها صور في مجموعة الوصول و نرمز لها ب

 جزئية من المستوي.

𝐷𝑓 = {(𝑥; 𝑦) ∈ ℝ × ℝ  |      𝑍 = 𝑓(𝑥, 𝑦)} 

 أمثلة: 

1)     𝑓1(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 + 3𝑦 − 4                𝐷𝑓1 = ℝ ×ℝ 

2)     𝑓2(𝑥, 𝑦) =
3𝑥𝑦 − 5

𝑥 − 𝑦
                                           

𝐷𝑓1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅
2/  𝑥 − 𝑦 ≠ 0} 

𝐷𝑓2 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅
2/  𝑥 ≠ 𝑦}         

3)   𝑓3(𝑥, 𝑦) =
1

𝑥2 + 𝑦2
                                                      

𝐷𝑓3 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅
2/  𝑥2 + 𝑦2 ≠ 0} 

𝑥2 + 𝑦2 ≠ 0   (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0)            

 

4)  𝑓4(𝑥, 𝑦)  =
1

𝑥2 + 𝑦2 − 4
                                            

𝐷𝑓4 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅
2/  𝑥2 + 𝑦2 ≠ 4}            
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𝑫𝒇 0)هو المستوي المنزوع منه الدائرة التي مركزها النقطة; ونصف (0

   2رهاقط

 

 

 

 

 

 

 

5)      𝑓5(𝑥, 𝑦) =
1

𝑥 + 𝑦 − 1
    

𝐷𝑓5 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅
2/𝑥 + 𝑦 − 1 ≠ 0} 

D𝑓5  هو المستوي من دون المستقيم ذو المعادلة𝑦 = −𝑥 + 1 

 الإشتقاق الجزئي للدالة ذات متغيرين من الرتبة الأولى:  .3

,𝑓(𝑥تعريف: لتكن  𝑦)  :الدالة المعرفة ب 

𝑓: 𝑅 × 𝑅 → 𝑅 

ب 𝑥ر   ن الرتبة الأولى بالنسبة للمتغيم fنسمي المشتق الجزئي ل 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
والمشتق  

  ب yللمتغير  بالنسبة  fالجزئي ل
𝜕𝑓

𝜕𝑦
′𝑓ويمكن أن نرمز لهما ب:    

𝑦
   ,  𝑓′𝑥  على

 ب.الترتي

 أمثلة: 

    𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 3𝑦                                  

متغيرا  𝒙 باعتبار 𝒇هي: اشتقاق الدالة  𝐱 بالنسبة ل 𝐟 المشتقة الجزئية الأولى ل

 ثابتا:   𝑦و

y 

x 
0 

2 
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𝑓′
𝑥
=
𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 1 

متغيرا  yباعتبار  fهي: اشتقاق الدالة  yبالنسبة ل  f والمشتقة الجزئية الأولى ل

 ثابتا: xو

𝑓̀𝑦 =
𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= −3 

 

2)        𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 

𝑓′𝑥 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 4𝑥 − 𝑦 

𝑓′𝑦 =
𝜕𝑓

𝜕𝑦
= −𝑥 + 2𝑦 

 

3)          𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 sin 𝑦  

𝑓′𝑥 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 2𝑥 sin 𝑦 

𝑓′𝑦 =
𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 𝑥2 cos 𝑦 

 : من الرتبة الثانية للدالة ذات متغيرين ةالجزئي المشتفات .4

يمكن الحصول على المشتقات الجزئية من الرتبة الثانية باشتقاق 

 المشتقات الجزئية من الرتبة الأولى وتنتج لنا أربع مشتقات: 

هو مشتق الدالة  xبالنسبة للمتغير  fالمشتق الجزئي من الرتبة الثانية ل  -

𝜕𝑓

𝜕𝑥
ونرمز له ب xبالنسبة للمتغير   

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
  

هو مشتق الدالة  𝑥 بالنسبة للمتغير 𝑓 المشتق الجزئي من الرتبة الثانية ل -

𝜕𝑓

𝜕𝑦
ونرمز له ب:  𝒚 بالنسبة للمتغير  

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
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الجزئيين المزدوجين من الرتبة الثانية مشتق الدالة  𝑓ونسمي مشتقي   -

𝜕𝑓

𝜕𝑥
ومشتق الدالة  𝑦بالنسبة للمتغير   

𝜕𝑓

𝜕𝑦
ونرمز لهذين  𝑥بالنسبة للمتغير   

المشتقين ب: 
𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
و   

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

 

 نقوم باستعراض الأمثلة السابقة:: أمثلة

  :1مثال

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 3𝑦 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 1    

{
 
 

 
 𝜕

2𝑓

𝜕𝑥2
= 0

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
= 0

  

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 3    

{
 
 

 
 𝜕2𝑓

𝜕𝑦
= 0

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0 

 

 : 2مثال

𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 4𝑥 − 𝑦   

{
 
 

 
 𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
= 4

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
= −1 

 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= −𝑥 + 2𝑦    

{
 
 

 
 𝜕2𝑓

𝜕𝑦
= 2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
= −1

  

 

 : 3مثال

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑠𝑖𝑛𝑦  
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𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 2𝑥𝑠𝑖𝑛𝑦    

{
 
 

 
 𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
= 2 sin 𝑦

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
= 2 cos 𝑦

 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 𝑥2 cos 𝑦    

{
 
 

 
 𝜕

2𝑓

𝜕𝑦2
= −𝑥2 sin 𝑦

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 2𝑥 cos 𝑦 
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 : تمارين مقترحة للفصل الثاني .5
 

 :عين مجال تعريف الدالتين الاتيتين:  التمرين الأول 

𝑓1(𝑥, 𝑦) = ln(𝑥𝑦) 

𝑓2(𝑥, 𝑦) = ln(3𝑥 − 5𝑦) 

 

 :أوجد المشتقين الجزئيين من الرتبة الأولى لكل واحدة من  التمرين الثاني

 الدوال التالية: 

𝑓1(𝑥, 𝑦) = 1 + 2𝑥
2 − 𝑦2 

𝑓2(𝑥, 𝑦) = 𝑒
sin 𝑥+𝑦 cos 𝑦    

𝑓3(𝑥, 𝑦) = 𝑒
𝑥 cos 𝑦  

 

 :أوجد المشتقات الجزئية من الرتبة الثانية للدوال التالية:  التمرين الثالث 

𝑓1(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 + 4𝑥
2 

𝑓2(𝑥, 𝑦) = 𝑥
2 + 𝑦2 

𝑓3(𝑥, 𝑦) =  cos(𝑥 − 2𝑦) 
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  :حلول التمارين المقترحة .6
 

 :تعيين مجال التعريف:  حل التمرين الأول 

𝑓1(𝑥, 𝑦) = ln(3𝑥 − 5𝑦) 

𝐷𝑓 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅
2 /3𝑥 − 5𝑦 > 0} 

3𝑥 − 5𝑦 > 0    3𝑥 > 5𝑦   𝑥 >
5

3
𝑦 

 

𝑓2(𝑥, 𝑦) = ln(𝑥𝑦) 

𝐷𝑓 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅
2   /𝑥𝑦 > 0 } 

 

 موجبان معا أو سالبان معا، أي يجب أن يكونا من نفس الإشارة.  yو 𝑥إما 

 

 :إيجاد المشتقات الجزئية الأولى:  حل التمرين الثاني 

𝑓1(𝑥, 𝑦) = 1 + 2𝑥2 − 𝑦2 

𝜕𝑓1(𝑥; 𝑦)

𝜕𝑥
= 4𝑥     ,        

𝜕𝑓1(𝑥; 𝑦)

𝜕𝑦
= −2𝑦  

 

𝑓2(𝑥, 𝑦) = 𝑒
sin𝑥+𝑦 cos𝑦  

𝜕𝑓2(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= cos 𝑥 𝑒sin𝑥+𝑦 cos𝑦 

𝜕𝑓2(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= (cos 𝑦 − 𝑦 sin 𝑦)𝑒sin 𝑥+𝑦 cos𝑦 

 

𝑓3(𝑥, 𝑦) = 𝑒
𝑥 cos 𝑦 

𝜕𝑓3(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 𝑒𝑥 cos 𝑦          ,           

𝜕𝑓3(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= −𝑒𝑥 sin 𝑦 
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 :إيجاد المشتقات الجزئية من الرتبة الثانية. حل التمرين الثالث 

لإيجاد المشتقات الجزئية من الرتبة الثانية، يجب المرور بالمشتقات الجزئية من 

 الرتبة الأولى.

𝑓1(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 + 4𝑥
2 

 

 

𝜕𝑓1(𝑥;𝑦)

𝜕𝑥
= 𝑦 + 8𝑥    

 

 

 

 

𝜕𝑓1(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 𝑥  

 

 

𝑓2(𝑥, 𝑦) = 𝑥
2 + 𝑦2 

 

 

𝜕𝑓2(𝑥; 𝑦)

𝜕𝑥
= 2𝑥 

 

 

𝜕2𝑓1(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2

= 8 

𝜕2𝑓1(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦𝜕𝑥

= 1 

𝜕2𝑓1(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2
= 0 

𝜕2𝑓1(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 1 

𝜕𝑓2(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2

= 2 

𝜕2𝑓1(𝑥; 𝑦)

𝜕𝑦𝜕𝑥

= 1 
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𝜕𝑓2(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 2𝑦 

 

 

𝑓3(𝑥, 𝑦) = cos(𝑥 − 2𝑦) 

 

 

𝜕𝑓3(𝑥; 𝑦)

𝜕𝑥
= −sin(𝑥 − 2𝑦) 

 

 

 

 

𝜕𝑓3(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 2 sin(𝑥 − 2𝑦) 

  

𝜕2𝑓2(𝑥; 𝑦)

𝜕𝑦2
= 2 

𝜕2𝑓2(𝑥; 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦

= 0 

 

𝜕𝑓3(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
= −cos(𝑥 − 2𝑦) 

𝜕2𝑓3(𝑥; 𝑦)

𝜕𝑦𝜕𝑥
= 2 cos(𝑥 − 2𝑦) 

 

𝜕𝑓3(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2
= −4 cos(𝑥 − 2𝑦) 

𝜕2𝑓3(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 2 cos(𝑥

− 2𝑦) 
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 الفصل الثالث: 

 المصفوفات والعمليات عليها.
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 المصفوفة:  تعريف .1

وأعمدة  𝐦المصفوفة هي مجموعة من العناصر مرتبة في أسطر عددها 

طبيعيان غير عددان  𝐦,𝒏، وتحاط هذه الأسطر بقوسين حيث nعددها 

𝑚,𝑛معدومان أي  ∈ ℕ∗. 

, 𝑨ويرمز عادة للمصفوفات بالأحرف الكبيرة  𝑩, 𝑪…  والعناصر بأحرف

,𝐚صغيرة  𝐛,c…  وترفق العناصر الصغيرة بدليل𝐢   و𝑗 حيث يدل ،(i)  على

 على رقم العمود. (j)رقم السطر و 

;𝒂𝒊𝒋ومنه فإن العناصر تكتب  𝒃𝒊𝒋; 𝒄𝒊𝒋…  :حيث 

𝑖 = 1,2,3…𝑚 
𝑗 = 1,2,3…𝑛 

 والشكل العام للمصفوفة هو: 

𝐴 = [

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

] 

 

𝐴اختصار لكتابة المصفوفة   = [𝑎𝑖𝑗]1≤𝑖≤𝑚
1≤𝑗≤𝑛

 

  𝒋 والعمود 𝒊 والذي يقع في السطر 𝑨هو العنصر العام في المصفوفة 𝑎𝑖𝑗ث حي

 مثال: 

𝑨𝟐×𝟑 = [
𝒂𝟏𝟏 𝒂𝟏𝟐 𝒂𝟏𝟑
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟐 𝒂𝟐𝟑

] 

 

𝐴إذا كانت لدينا : درجة مصفوفة -2 = [𝑎𝑖𝑗](𝑚,𝑛)    حيث 𝑚 ≠ 𝑛درجة  فإن

𝑚) هي  Aمصفوفةال × 𝑛) .و تسمى مصفوفة مستطيلة 

وتسمى  mأو  nفإن درجة المصفوفة هي واحدة منهما  m=nإذا كان  -

 المصفوفة المربعة.
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 لدينا:  مثال:

𝐴 = [
2 −2
1 0

]               ,          𝐵 = [
3 4 5
−3 1 2

  
−6
0
] 

 

 أنواع المصفوفات:  -3

مربعة وعناصر قطرها الرئيسي هو مصفوفة هي  صفوفة الوحدة:م -3-1

 ونكتب: 𝐼𝑛ويرمز لها بالرمز  والباقي أصفار  1

𝒂𝒊𝒋 = {
𝟏       𝒔𝒊      𝒊 = 𝒋
𝟎        𝒔𝒊       𝒊 ≠ 𝒋

 

 مثال:

 

هي مصفوفة مربعة جميع عناصرها  المصفوفة القطرية: -3-2

 ليست كلها معدومة معدومة ما عدا عناصر القطر الرئيسي

∀𝑖 ≠ 𝑗, 𝑎𝑖𝑗 = ,𝑖∃و 0 𝑎𝑖𝑖 ≠ 0 

 مثال   

A= [
𝟐 𝟎 𝟎
𝟎 −𝟑 𝟎
𝟎 𝟎 𝟓

] 

 

هي مصفوفة مربعة المصفوفة المثلثية من الأعلى )علوية(:  -3-3

 تكون فيها جميع العناصر الواقعة تحت القطر الرئيسي معدومة.

∀𝑖 > 𝑗 , 𝑎𝑖𝑗 = 0 

 

]     مثال:
−𝟒 𝟏 𝟐
𝟎 𝟑 −𝟏
𝟎 𝟎 𝟓

  مثلثية من الأعلى [

2الدرجة  𝟐الدرجة   × 𝟒 

 𝐼3 = [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] 
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هي مصفوفة مربعة المصفوفة المثلثية من الأسفل )سفلية(:  -3-4

  ي معدومةلواقعة تحت القطر الرئيستكون فيها جميع العناصر ا

∀𝒊 < 𝒋  , 𝒂𝒊𝒋 = 𝟎 

]مثال:    
𝟏 𝟎 𝟎
𝟑 𝟒 𝟎
𝟏 −𝟑 𝟓

 مثلثية من الأسفل   [

العناصر المتناظرة  مربعةهي مصفوفة  المتناظرة:المصفوفة  -3-5

,𝑖∀ا بالنسبة للقطر الرئيسي متساويةفيه 𝑗    , 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖     ∶  

]مثال:    
𝟏 −𝟏 𝟒
−𝟏 −𝟐 𝟎
𝟒 𝟎 𝟓

 مصفوفة متناظرة  [

هي مصفوفة مربعة العناصر المصفوفة المتناظرة عكسيا:  -3-6

 المطلقةمتناظرة بالنسبة للقطر الرئيسي متساوية بالقيمة 

 ومتعاكسة في الإشارة وعناصر القطر الرئيسي فيها معدومة.

{
𝑎𝑖𝑗 = −𝑎𝑖𝑗          𝑠𝑖     𝑖 ≠ 𝑗
𝑎𝑖𝑗 = 0           𝑠𝑖      𝑖 = 𝑗

  

]مثال:   
𝟎 −𝟏 𝟓
𝟏 𝟎 −𝟑
−𝟓 𝟑 𝟎

 متناظرة عكسيا   [

 

 جميع عناصرها معدومة.المصفوفة الصفرية:  -3-7

] مثال:
0 0
0 0

]           ، [ 
0 0 0
0 0 0

]…  
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إذا احتوت المصفوفة على  مصفوفة السطر ومصفوفة العمود: -3-8

سطر فقط نقول عنها أنها مصفوفة سطر، أما إذا احتوت على 

 عمود واحد نقول عنها مصفوفة عمود. 

1]  مثال: 2  مصفوفة سطر [1

[
1
3
−5
 مصفوفة عمود [

 

 ثر المصفوفة: أ - 4  

 : m=nإذا كانت لدينا المصفوفة المربعة التالية 

𝐴 = [

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

] 

,𝑎11)العناصر:  𝑎22, … 𝑎𝑛𝑛)المصفوفة صر القطر الرئيسي تسمى بعناA   و أثرها

𝑎11)هو  + 𝑎22 +⋯𝑎𝑛𝑛)  :ويكتب باختصار 

𝑡𝑟𝐴 = ∑ 𝑎𝑖𝑗

𝑛

𝑖=𝑗=1

 

 مثال: لدينا المصفوفة التالية: 

  𝐴 = [
1 3 0
5 7 −5
3 2 1

] 

 

  m=n: يمكن تحديد أثر للمصفوفة المربعة فقط، أي لما يكون: ملاحظة

𝑡𝑟𝐴 = 1 + 7 + 1 = 9 
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 منقول مصفوفة: -4

 أسطر  Aعمدةأأعمدة و Aهي المصفوفة التي نتحصل عليها بجعل أسطر 

 𝐴𝑇يرمز لمنقول مصفوفة ب: و 

 مثال: 

A = [
1 2 5
0 2 −2
6 −1 4

] ⟹ 𝐴𝑡 = [
1 0 6
2 2 −1
5 −2 4

] 

 : 2مثال

𝑩 = [
0
1
2
]  ⟹  𝐵𝑡 = [0 1 2] 

 خواص منقول مصفوفة: 

(𝐴𝑡)𝑡 = 𝐴 

(𝐴 + 𝐵)𝑡 = 𝐴𝑡 + 𝐵𝑡 

(𝐴. 𝐵)𝑡 = 𝐵𝑡 . 𝐴𝑡 

(𝐴. 𝐵. 𝐶)𝑡 = 𝐶𝑡 . 𝐵𝑡 . 𝐴𝑡 

 عمليات جبرية على المصفوفات:  -5

 تساوي مصفوفتان:  -أ

 تتساوى مصفوفتان إذا تحقق فيهما الشرطان: 

 أن تكونا من نفس الدرجة. -

 العناصر متساوية.  -

𝐴أي إذا كانت:    = [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛     ,     𝐵 = [𝑏𝑖𝑗]𝑘×𝑙  

 

𝐴 = 𝐵  {
𝑎𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗

𝑚 = 𝑘  ,   𝑛 = 𝑙
     ∀𝑖 = 1…… . ,𝑚 و ∀𝑗 = 1…… . . , 𝑛 

 مثال: 

𝐴 = [
𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23

]
2×3

    ,     𝐵 = [
3 2 7
1 10 2

]
2×3
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 من نفس الدرجة. وكي تكون:  Bو Aلدينا 

𝐴 = 𝐵  {
𝑎11 = 3 , 𝑎12 = 2 , 𝑎13 = 7
𝑎21 = 1 , 𝑎22 = 10 , 𝑎23 = 2

 

 

 العمليات على المصفوفات: -6

 جمع المصفوفات وخصائصه:  -6-1

𝐴إذا كانت لدينا:  = [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛     ,     𝐵 = [𝑏𝑖𝑗]𝑘×𝑙 

)لكي نستطيع إجراء الجمع عنصر بعنصر موافق  L=nو k=mشرط الجمع هو: 

 له في نفس المكان(.

𝐴 + 𝐵 = [𝑎𝑖𝑗] + [𝑏𝑖𝑗] = [𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗] 

𝑗 = 1,2,3…𝑛      ,      𝑖 = 1,2,3…𝑚 

 .Bو Aوالمصفوفة الناتجة تكون من نفس درجة 

  مثال:

𝐴 = [
1 2 3
0 −2 4

]
2×3

   , 𝐵 = [
3 2
1 −1
5 0

]

3×2

   ,          𝐶 = [
3 5 −1
3 1 −2

]
2×3

 

 لا يمكن. (B+C)لا يمكن حسابه لأنهما ليستا من نفس الدرجة،  (A+B)نلاحظ أن: 

 لهما نفس الدرجة:  (A+C)لكن يمكن حساب: 

𝐴 + 𝐶 = [
1 2 3
0 −2 4

] + [
3 5 −1
3 1 −2

] = [
4 7 2
3 −1 2

] 
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 خصائص عملية جمع المصفوفات: 

 عند توفر شرط الدرجة. A+B = B+Aالجمع تبديلي حيث:  -

 C = A+(B+C)+(A+B)أالجمع تجميعي:  -

 طرح المصفوفات: -6-2

 يكون معرفا فقط إذا وفقط إذا كانت:  (A-B)مصفوفتان فإن:  Bو Aإذا كانت 

𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛     ,     𝐵 = [𝑏𝑖𝑗]𝑘×𝑙 

 ونكتب:  m=kو n=lيجب أن يكون: 

𝐴 − 𝐵 = [𝑎𝑖𝑗] − [𝑏𝑖𝑗] = [𝑎𝑖𝑗 − 𝑏𝑖𝑗] 

 .Bو Aوالمصفوفة الناتجة تكون من نفس درجة المصفوفتان 

 مثال: 

𝐴 = [
1 2 3
0 −2 4

]
2×3

   ,   𝐵 = [
7 2
1 −1
5 0

]    ,   𝐶 = [
3 5 −1
3 1 −2

] 

 مكن حسابهما لأنهما مختلفان في الدرجة.مغير  (B-C)و (A-B)نلاحظ أن: 

 ممكن:  A-Cأما 

𝐴 − 𝐶 = [
1 2 3
0 −2 4

] − [
3 5 −1
3 1 −2

] = [
−2 −3 4
−3 −3 6

]  

 ضرب مصفوفة في عدد حقيقي:  -7

هو عبارة عن  k.Aعدد حقيقي فإن الجداء  kو 𝐴(𝑚×𝑛)إذا كانت: 

 ، لدينا: kفي العدد  Aمن المصفوفة  aijضرب كل عنصر 

𝑘. 𝐴 = 𝐴. 𝑘 = [𝑘. 𝑎𝑖𝑗] 
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 مثال: 

𝐴 = [
5 −5 0
3 1 2

]    ,   𝑘 = 5  

𝑘. 𝐴 = 5 [
5 −5 0
3 1 2

] = [
25 −25 0
15 5 10

] 

 

 جداء مصفوفتان:  -8

.A  لا نستطيع إجراء الجداء  B إلا إذا كان عدد أعمدة المصفوفةA 

 .Bمساويا لعدد أسطر المصفوفة 

 أي: 

𝐴(𝑚×𝑛) × 𝐵(𝑝×𝑞) = 𝐶(𝑚×𝑞) 

 n=p            :الشرط

 : 1مثال

𝐴 × 𝐵 = [
2 1
−1 3
1 −1

]

(3,2)

× [
2 1 −1
3 −1 1

]
(2,3)

 

3المصفوفة الناتجة ستكون من الدرجة  × 3. 

𝐶 = [

(2 × 2) + (1 × 3) (2 × 1) + (1 × −1) (2 × 1) + (1 × 1)
(−1 × 2) + (3 × 3) (−1 × 1) + (3 × −1) (−1 × −1) + (3 × 1)

(1 × 2) + (−1 × 3) (1 × 1) + (−1 × −1) (1 × −1) + (−1 × 1)

] 

𝐶 = [
7 1 −1
7 −4 4
−1 2 −2

] 

 : 2مثال

𝐴 = [
2 4
3 1

]    ,   𝐵 = [
5 3
4 2

] 
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𝐴 × 𝐵 = [
26 14
19 11

]    ,   𝐵 × 𝐴 = [
19 23
14 18

] 

 

 

 حسابها.وفي بعض الأحيان يمكن حساب أحدهما والأخرى لا يمكن 

 مثال: 

𝐴 = [
4 1
2 3
0 2

]  , 𝐵 = [
0 5
1 3

] 

𝐴(3,2) × 𝐵(2,2) = [
1 23
3 19
2 6

]

(3,2)

 

𝐵(2,2)لا يمكن حسابه لأن:   × 𝐴(3,2) → 2 ≠ 3  

 

 

𝑨 × 𝑰𝒏 + 𝑰𝒏 × 𝑨 = 𝑨 

(𝐼𝑛)المصفوفات، والمصفوفة الصفرية هي العنصر  في : هي العنصر الحيادي

 جمع المصفوفات.في الحيادي 

 

 

 

 

 

𝐴أي:   ضرب المصفوفات ليس تبديلي :1ملاحظة  × 𝐵 ≠ 𝐵 × 𝐴  

 

جداء مصفوفة مع مصفوفة الوحدة يساوي نفس المصفوفة. :2ملاحظة   



 د. دحموني خليجة   2اس رياضيات محاضرات وتطبيقات في مقي

37 | P a g e  
 

 

 الأسس في المصفوفات: 

في نفسها عدة مرات كيفما نريد ولكن  Aيمكن ضرب المصفوفة 

 مصفوفة مربعة ليتحقق شرط الضرب.  Aيجب أن تكون 

𝐴2 = 𝐴 × 𝐴  

𝐴3 = 𝐴 × 𝐴 × 𝐴 

𝐴4 = 𝐴 × 𝐴 × 𝐴 × 𝐴 

𝑨      مثال: = [
1 −1
−2 2

] 

𝐴2 = [
1 −1
−2 2

] . [
1 −1
−2 2

] = [
3 −3
−6 6

] 

𝐴3 = [
3 −3
−6 6

] . [
1 −1
−2 2

] = [
9 −9
−18 18

] 

𝐴4 = [
9 −9
−18 18

] . [
1 −1
−2 2

] = [
27 −27
−54 54

] 
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 تمارين مقترحة للفصل الثالث: -7

 

 اكتب المصفوفات التالية:  التمرين الأول:

𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)(3×4)      𝑒𝑡      𝑎𝑖𝑗 = 𝑖 + 𝑗 − 1 

𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)(2×5)       𝑒𝑡      𝑏𝑖𝑗 = {
𝑜   𝑠𝑖   𝑖 > 𝑗

𝑖𝑗2 − 2𝑗   𝑠𝑖   𝑖 ≤ 𝑗
 

 

 حيث:  w,z,y,xأوجد الأعداد الحقيقية  التمرين الثاني:

3 (
𝑥 𝑦
𝑧 𝑤

)
(2×2)

= (
𝑥 6
−1 2𝑤

)
(2×2)

+ (
4 𝑥 + 𝑦

𝑧 + 𝑤 3
)
(2×2)

 

 

 لتكن المصفوفات التالية:  التمرين الثالث:

𝐴 = (

1 2 3
4 5 0
6
7

−2
0

1
4

) , 𝐵 = (
1 2 −1
0 1 2
2 0 5

)  , 𝐶 = (
2 4 3
0 1 1
2 2 −1

)  ,

𝐷 = (
1
1
0
)  , 𝑉 = (

1
−1
2
3

)  

 إن أمكن:  A, B, Dأحسب أثر المصفوفات  -

 أحسب إن أمكن ما يلي:  -

𝐴 + 𝐵 , 𝐵𝑡 + 𝐶 , 2𝐵 − 3𝐶𝑡 , 𝐴𝐵, 𝐴𝐷, 𝐵𝑉,

𝐷𝑡𝐵, 𝐷𝑡𝐵𝐷, 𝐵2, 𝑉2 
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  :حلول التمارين المقترحة -8

 حل التمرين الأول:

𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)3×4 = [
1 2 3 4
2 3 4 5
3 4 5 6

] 

𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)2×5 = [
−1 0 3 8 15
0 4 12 24 40

] 

 

  w, z, y, xإيجاد قيم  حل التمرين الثاني:

3 (
𝑥 𝑦
𝑧 𝑤

) = (
𝑥 6
−1 2𝑤

) + (
4 𝑥 + 𝑦

𝑧 + 𝑤 3
) 

  (
3𝑥 3𝑦
3𝑧 3𝑤

) = (
𝑥 + 4 6 + 𝑥 + 𝑦

−1 + 𝑧 + 𝑤 2𝑤 + 3
) 

 

 {

3𝑥 = 𝑥 + 4 2𝑥 = 4  𝑥 = 2
3𝑦 = 6 + 𝑥 + 𝑦  3𝑦 − 𝑦 = 6 + 2  𝑦 = 4

3𝑧 = −1 + 𝑧 + 𝑤 =  3𝑧 − 𝑧 = −1 + 3  2𝑧 = 2  𝑧 = 1
3𝑤 = 2𝑤 + 3 3𝑤 − 2𝑤 = 3  𝑤 = 3

 

𝑥     الحلول هي: = 2, 𝑦 = 4, 𝑧 = 1, 𝑤 = 3 

 

  حل التمرين الثالث:

 ليس لها أثر لأنها ليست مربعة:  Aالمصفوفة 

𝑡𝑟𝐵 = 1 + 1 + 5 = 7 

D.ليست مصفوفة مربعة لا يمكن حساب أثرها : 

(A+B) لا يمكن حسابه لأن :A وB ليستا من نفس الدرجة 

𝐴(4,3) + 𝐵(3,3) 
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𝐵𝑡(3,3) + 𝐶(3,3) →   ممكن حسابه

𝐵𝑡 + 𝐶 = (
1 0 2
2 1 0
−1 2 5

) + (
2 4 3
0 1 1
2 2 −1

) = (
3 4 5
2 2 1
1 4 4

) 

 

2𝐵(3,3) + 3𝐶
𝑡
(3,3) →   ممكن

2(
1 2 −1
0 1 2
−1 2 5

) + 3(
2 0 2
4 1 2
3 1 −1

) = (
2 4 −2
0 2 4
4 0 10

) + (
6 0 6
12 3 6
9 3 −3

) 

= (
8 4 4
12 5 10
13 3 7

) 

 

𝐴(4,3) × 𝐵(3,3) →   الشرط محقق ممكن حسابه

(

1 2 3
4 5 0
6
7

−2
0

1
4

)

(4,3)

× (
1 2 −1
0 1 2
2 0 5

)

(3,3)

= (

7 4 18
4 13 6
8
15

10
14

−5
13

)

(4,3)

 

 

𝐴(4,3). 𝐷(3,1) →   ممكن حسابه

(

1 2 3
4 5 0
6
7

−2
0

1
4

)

(4,3)

(
1
1
0
)

(3,1)

= (

3
9
4
7

)

(4,1)

 

 

𝐵(3,3). 𝑉(4,1) →  لا يمكن حسابه

3 ≠ ≠ الأعمدة       4     الأسطر
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𝐷𝑡(1,3) × 𝐵(3,3) →   يمكن حسابه

(1 1 3)(1,3) (
1 2 −1
0 1 2
2 0 5

)

(3,3)

= (6 3 16)(1,3) 

 

𝐷𝑡(1,3)𝐵(3,3)𝐷(3,1) 

(6 3 16)(1,3) (
1
1
0
)

(3,1)

= 9 

𝐵2 = 𝐵(3,3) × 𝐵(3,3) 

(
1 2 −1
0 1 2
2 0 5

)

(3,3)

. (
1 2 −1
0 1 2
2 0 5

)

(3,3)

= (
−1 4 −2
4 1 12
12 4 23

)

(3,3)

 

 

𝑉2 = 𝑉(4,1) × 𝑉(4,1) →   لا يمكن حسابه

4 ≠ 1 
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 الفصل الرابع:

محدد ومقلوب مصفوفة   



 د. دحموني خليجة   2اس رياضيات محاضرات وتطبيقات في مقي

43 | P a g e  
 

 : تعريف المحدد .1

يمكن أن تشارك بعدد حقيقي يسمى بمحدد  A مربعة  كل مصفوفة

 |𝑀|أو  𝑑𝑒𝑡𝐴ويرمز له ب:  Aالمصفوفة 

 

 :2الدرجةمحدد مصفوفة من ا .2

 𝐴(2,2) 

𝐴(2,2) = [𝑎𝑖𝑗](2,2) = [
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

] 

|𝐴| = 𝑎11. 𝑎22 − 𝑎12. 𝑎21 

 مثال:

       𝐴 = [
2 4
6 8

]  ⟹ |𝐴| = (2 × 8) − (4 × 6) = −8 

𝐵 = [
2 −3
1 4

] ⟹ |𝐵| = (2 × 4) − 1 × −3) = 11 

 :3الدرجةمحدد مصفوفة من  .3

𝐴(3,3) 

𝐴(3,3) = [

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

] 

 .3 صالحة لحساب محدد مصفوفة مربعة  من الدرجة طريقة ساريس: -أ

|𝐴| = |

𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22 𝑎23 𝑎21 𝑎22

𝑎31 𝑎32 𝑎33 𝑎31 𝑎32

| 

(     +      +      ) – (     +     +    ) 

|A| =  [(𝑎11. 𝑎22. 𝑎33) + (𝑎12. 𝑎23. 𝑎31) + (𝑎13. 𝑎21. 𝑎32)]

− [(𝑎13. 𝑎22. 𝑎31) + (𝑎11. 𝑎23. 𝑎32) + (𝑎12. 𝑎21. 𝑎33)] 
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 مثال: 

𝐴 = [
2 3 4
5 6 7
8 9 1

] 

|𝑨| = [(𝟐 × 𝟔 × 𝟏) + (𝟑 × 𝟕 × 𝟖) + (𝟒 × 𝟓 × 𝟗)]

− [(𝟒 × 𝟔 × 𝟖) + (𝟐 × 𝟕 × 𝟗) + (𝟑 × 𝟓 × 𝟏)] = 𝟐𝟕 

|𝑨| = 𝟐𝟕 

  : 2طريقة 

على + ب نضع إشارات وهمية متناوبة بداية: الصغرىطريقة المحددات 

العنصر الأول من السطر الأول فيكون محدد المصفوفة هو مجموع الجداءات 

2الناتجة من الإشارة الوهمية في العدد اسفلها في المحدد  × الناتج بحذف  𝟐

 سطر و عمود هذا العنصر.

 مثال: 

|𝑨| = |

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

|           ،     |
+ − +
− + −
+ − −

| 

  مثلا: 1السطر حسب  -1

|𝑨| = +𝒂𝟏𝟏 |
𝒂𝟐𝟐 𝒂𝟐𝟑
𝒂𝟑𝟐 𝒂𝟑𝟑

| −  𝒂𝟏𝟐 |
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟑
𝒂𝟑𝟏 𝒂𝟑𝟑

| + 𝒂𝟏𝟑 |
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟐
𝒂𝟑𝟏 𝒂𝟑𝟐

|  

 

|𝑨| = 𝒂𝟏𝟏(𝒂𝟐𝟐𝒂𝟑𝟑 − 𝒂𝟑𝟐𝒂𝟐𝟑)  −  𝒂𝟏𝟐(𝒂𝟐𝟏𝒂𝟑𝟑 − 𝒂𝟑𝟏𝒂𝟐𝟑)

+ 𝒂𝟏𝟑(𝒂𝟐𝟏𝒂𝟑𝟐 − 𝒂𝟐𝟐𝒂𝟑𝟏) 
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 مثلا: 2العمود حسب  -2

|𝑨| = −𝒂𝟏𝟐 |
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟑
𝒂𝟑𝟐 𝒂𝟑𝟑

| +  𝒂𝟐𝟐 |
𝒂𝟏𝟏 𝒂𝟏𝟑
𝒂𝟑𝟏 𝒂𝟑𝟑

| − 𝒂𝟑𝟐 |
𝒂𝟏𝟏 𝒂𝟏𝟑
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟑

|  

|𝑨| = −𝒂𝟏𝟐(𝒂𝟐𝟏𝒂𝟑𝟑 − 𝒂𝟐𝟑𝒂𝟑𝟐) +  𝒂𝟐𝟐(𝒂𝟏𝟏𝒂𝟑𝟑 − 𝒂𝟏𝟑𝒂𝟑𝟏)

− 𝒂𝟑𝟐(𝒂𝟏𝟏𝒂𝟐𝟑 − 𝒂𝟏𝟑𝒂𝟐𝟏) 

 ة: بصفة عام

𝑛من أجل مصفوفة من الدرجة ≥ 𝑛،  خاصة من أجل      1 ≥ يمكن أن   4

 نحسب المحدد  وفق الاسطر أو وفق الأعمدة: 

 :   لتكنوفق العمود

(

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

)      = (𝑎𝑖𝑗)𝑖𝑗 = ⋯𝑛 

    ∀𝑗 = 1…… . . 𝑛,    𝑑𝑒𝑡𝐴 =  ∑ 𝑎𝑖𝑗(−1)
𝑖+𝑗𝑛

𝑖=1  𝐷𝑖𝑗        

𝐷𝑖𝑗حيث 𝑛)محدد المصفوفة الجزئيةمن الدرجة هو        −  الناتجة   (1

و   𝑛إلى   1يختار من بين القيم من    𝑖و 𝐴من   𝑗 والعمود𝑖من حذف السطر    

 من الأفضل اختيار العمود الذي يحوي  أكبر عدد من الأصفار.

 : وفق السطر

∀𝑖 = 1……n ,           detA =  ∑𝑎𝑖𝑗(−1)
𝑖+𝑗

𝑛

𝑗=1

𝐷𝑖𝑗  

 مثال:

|𝐴| = |
1 2 3
4 5 6
5 8 0

| = 1. (−1)1+1𝐷11 + 2. (−1)
1+2𝐷12 + 3. (−1)

1+3𝐷13 

|𝐴| = 1 |
5 6
8 0

| − 2 |
4 6
5 0

|  + 3 |
4 5
5 8

|  
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|𝐴| = −48 − 2(−30) + 3(32 − 25) = 33 

 خواص المحددات: بعض   .4

 A وB  مصفوفتان مربعتان من الدرجةn  :على الترتيب لدينا 

|𝐴. 𝐵| = |𝐴|. |𝐵| = |𝐵. 𝐴|  

  امعدوميكون متساويان  وعمودانمحدد مصفوفة فيها سطران. 

|
1 1 2
2 2 1
3 3 1

| = 0          ,       |
1 1 2
1 1 2
4 4 2

| = 0 

 

  مصفوفة فيها أسطر مرتبطة خطيا أو أعمدة مرتبطة خطيا، محدد

 ، معدوم

|
1 2 −1
2 4 −2
3 6 0

| = 0 

𝐶2:1مرتبط خطيا مع العمود  2العمود لأن  = 2𝐶1       

 محدد مصفوفة في سطر أو عمود معدوم، معدوم 

|
0 1 −1
0 2 −3
0 3 −4

| = 0 

 

 .محدد مصفوفة مثلثية = جداء عناصر القطر الرئيسي 

 

|
1 2 3
0 2 3
0 0 0

   
4
4
4
| = 1 × 2 × 3 × 4 
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|
1 0 0
0 2 0
0 0 3

| = 1 × 2 × 3  

o :العمليات الأساسية 

يتبادل  Aمصفوفة ناتجة عن  Bمصفوفة مربعة و Aإذا كانت  :1نظرية  -

 : فإن سطرين

|𝐴| = −|𝐵|. 

 نفس الشيء بالنسبة لتبادل عمودين

|
1 3 4
2 4 1
3 5 1

| = − |
2 4 1
1 3 4
3 5 1

| = |
2 4 1
3 5 1
1 3 4

| 

 

 إذا ضربنا عمود )سطر( في عدد فالمحدد يضرب في هذا العدد. :2نظرية  -

2 |
1 3 4
2 4 1
3 5 1

| = |
2 × 1 3 4
2 × 2 4 1
2 × 3 5 1

| 

 أي لدينا: 

|

𝑎11 𝑘𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑘𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑘𝑎32 𝑎33

| = 𝑘 |

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

| = |

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑘𝑎31 𝑘𝑎32 𝑘𝑎33

| 

 

وأضفناه إلى عمود آخر )أو  kإذا ضربنا سطر أو عمود في عدد  :3نظرية  -

 سطر آخر( يبقى المحدد ثابت.

|

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

| = |

𝑎11 + 𝑘𝑎13 𝑎12 𝑎13
𝑎21 + 𝑘𝑎23 𝑎22 𝑎23
𝑎31 + 𝑘𝑎33 𝑎32 𝑎33

| 
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= |

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 + 𝑘𝑎21 𝑎32 + 𝑘𝑎22 𝑎33 + 𝑘𝑎23
| 

 

 : 1مثال 

𝐴 = |
1 4 5
2 4 1
3 2 2

| → 

𝑙1 → 𝑙1 + 2𝑙3 

|
7 8 9
2 4 1
3 2 2

| → |
7 8 9
2 4 1
7 10 4

| 

 

 

 : 2مثال 

|
1 0 2
2 −1 3
4 1 8

| = |
1 0 2
0 −1 −1
0 1 0

| = |
1 0 2
0 −1 −1
0 0 −1

| 

 

1)وهو جداء القطر الرئيسي     × −1 × −1) = 1 

 حساب مقلوب مصفوفة مربعة: 

 عريف مقلوب أو معكوس مصفوفة:ت .5

و تقبل معكوس إذا  A، نقول أن nمصفوفة مربعة من الدرجة  Aلتكن  

|𝐴| :   فقط إذا كان ≠ 0 

.𝐴ومعكوس المصفوفة يحقق العلاقة:  𝐴−1 = 𝐴−1. 𝐴 = 𝐼𝑛 

𝑙3 → 2𝑙2 + 𝑙3 

 

𝑙2 → −2𝑙1 + 𝑙2       𝑙3 = 𝑙2 + 𝑙3 
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 حساب مقلوب مصفوفة بطريقة المصفوفة المساعدة )المرافقة(:  .6

 𝐴−1نرمز له  Aمعكوس 

𝑨−𝟏 =
𝟏

|𝑨|
. (𝐜𝐨𝐦𝐀)𝐭 

𝐶𝑜𝑚𝐴 = (𝐶𝑜𝑓𝑎𝑖𝑗)1≤𝑖.𝑗≤𝑛 =
(−1)𝑖+𝑗|∆𝑖𝑗| 

|∆𝑖𝑗|:  هو محدد المصفوفة الناتجة بعد حذف السطرi  والعمودj   من

 .Aالمصفوفة 

(𝒄𝒐𝒎𝑨)𝒕: .تسمى المصفوفة المساعدة أو المرافقة 

 : 1مثال 

A = (
1 1 0
1 0 1
1 −1 −1

) 

|𝐴| = |
0 1
−1 −1

| − |
1 1
1 −1

| + 0 | | = 1 + 2 = 3 ≠ 0 

 موجودة  𝐴−1 نإذ

𝐴−1 =
1

|A|
. (𝑐𝑜𝑚𝐴)𝑡 

𝐶𝑜𝑚𝐴 =

[
 
 
 
 
 + |

0 1
−1 −1

| − |
1 1
1 −1

| + |
1 0
1 −1

|

− |
1 0
−1 −1

| + |
1 0
1 −1

| − |
1 1
1 −1

|

+ |
1 0
0 1

| − |
1 0
1 1

| + |
1 1
1 0

| ]
 
 
 
 
 

 

= [
1 2 −1
1 −1 2
1 −1 −1

] 

(𝑐𝑜𝑚𝐴)𝑡 = (
1 1 1
2 −1 −1
−1 2 −1

) 
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𝐴−1 =
1

3
(
1 1 1
2 −1 −1
−1 2 −1

) =

(

 
 
 

1

3

1

3

1

3
2

3
−
1

3
−
1

3

−
1

3

2

3
−
1

3)

 
 
 

 

 حيث:  Bأوجد معكوس : 2مثال 

𝐵 = [
2 3
1 2

] 

|𝐵| = (2 × 2) − (3 × 1) = 1 ≠ 0 

 موجودة 𝐵−1إذا 

𝐵−1 =
1

|𝐵|
(𝑐𝑜𝑚𝐵)𝑡 

𝐶𝑜𝑚𝐵 = [
+2 −1
−3 +2

]       ,   (𝑐𝑜𝑚𝐵)𝑡  = [
2 −3
−1 2

] 

𝐵−1 =
1

1
[
2 −3
−1 2

] = [
2 −3
−1 2

] 

 

 :Gaussإيجاد مقلوب مصفوفة بطريقة  .7

 التحويلات الأساسية على الأسطر: أولا:

1)   𝑙𝑖 → 𝜆𝑙𝑖      / λ≠ 0 

2)   𝑙𝑖 → 𝑙𝑖 + 𝜆𝑙𝑗      / λ ≠ 0 

3) 𝑙𝑖 → 𝑙𝑗 

 طريقة غوس تعتمد على هذه التحويلات، حيث يكون لدينا:  -

(𝐴/𝐼) → (𝐼/𝐴−1) 
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  : 𝐴(2,2)المصفوفة  :1مثال 

 𝑙2و السطر الثاني  𝑙1نرمز للسطر الأول ب 

𝐴 = [
1 4
−1 −3

] 

(𝐴/𝐼) = (
1 4
−1 −3

|
1 0
0 1

) 𝑙2 → 𝑙1 + 𝑙2 

→ (
1 4
0 1

|
1 0
1 1

) ∶ 𝑙1 → −4𝑙2 + 𝑙1 

→ (
1 0
0 1

|
−3 −4
1 1

) => 𝐴−1 = (
−3 −4
1 1

) 

 :2مثال 

𝐴 = (
1 2 1
4 0 −1
−1 2 2

) 

 

(  𝐴|𝐼3) = (
1 2 1
4 0 −1
−1 2 2

|
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) 

𝑙2 ⟶ 𝑙2 − 4𝑙1 

= (
1 2 1
0 −8 −5
−1 2 2

|
1 0 0
−4 1 0
0 0 1

) 

𝑙3 ⟶ 𝑙3 + 𝑙1 

 

→ (
1 2 1
0 −8 −5
0 4 3

|
1 0 0
−4 1 0
0 0 1

)  

 

→ (

1 2 1

0 1
5
8

0 4 3

|

1 1 0
1
2

−
1
8

0

1 0 1

) 

 

𝒍𝟏 

𝒍𝟐 

𝒍𝟑 

𝑙2 → −
1

8
𝑙2 

𝑙3 → 𝑙3 − 4𝑙2 
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→

(

 

1 2 1

0 1
5
8

0 0
1
2

||

1 0 0
1
2

−
1
8

0

−1
1
2

1)

  

 

→ (

1 2 1

0 1
5
8

0 0 1

|

1 1 0
1
2

−
1
8

0

−2 −2 2

) 

 

→ (
1 2 1
0 1 0
0 0 1

|

1 0 0
7
4

−3
4

−5
4

−2 1 2

) 

 

→

(

 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

||

−1
2

1
2

1
2

7
4

−3
4

−
5
4

−2 1 2 )

 →   (𝐼3|𝐴
−1) 

 

𝐴−1 =

(

 
 
−
1

2

1

2

1

2
7

4
−
3

4
−
5

4
−2 1 2 )

 
 
=
1

4
(
−2 2 2
7 −3 −5
−8 4 8

) 

 

 :3مثال 

𝐴 = (
1 2 0
3 −1 2
−2 3 −2

) 

(𝑨|𝑰) ⟶ (𝐈|𝐀−𝟏) 

(𝑨|𝑰) = (
1 2 0
3 −1 2
−2 3 −2

|
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) 

 

𝑙3 → 2𝑙3 

𝑙2 → 𝑙2 −
5

8
𝑙3 

𝑙1 → 𝑙1 − 2𝑙2 − 𝑙3 

 

𝑙3 

 

𝑙2 → 𝑙2 − 3𝑙1 
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→ (
2 2 0
0 −7 2
−2 3 −2

|
1 0 0
−3 1 0
0 0 1

) 

 

→ (
1 2 0
0 −7 2
0 7 −2

|
1 0 0
−3 1 0
2 0 1

) 

 

→ (
1 2 0
0 −7 2
0 0 0

|
1 0 0
−3 1 0
−1 1 1

) 

 

 لا تقبل معكوس. Aالمصفوفة  فإن بما أننا تحصلنا على سطر صفري

 خصائص مقلوب مصفوفة:  .8

 

 (𝐴−1)−1 = 𝐴 

 

 (𝐴. 𝐵)−1 = 𝐵−1. 𝐴−1 

 

 (𝐴. 𝐵. 𝐶)−1 = 𝐶−1. 𝐵−1. 𝐴−1 

 

 (𝐴. 𝐴−1) = (𝐴−1. 𝐴) = 𝐼𝑛,  مصفوفة الوحدة  𝐼 𝑛 

 

 |𝐴||𝐴−1| = 1 |𝐴−1| =
1

|𝐴|
 

 

 

 

 

 

 

𝑙3 → 𝑙3 + 2𝑙1 

𝑙3 → 𝑙3 + 𝑙2 
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 :تمارين مقترحة للفصل الرابع

  التمرين الأول:

 أحسب محددات المصفوفات التالية: 

𝑨 = (
−2 3
1 1

) ,    𝑩 = (
2 3 −4
5 −1 6
3 −6 7

) ,    𝑪 = (

0 0 0
1 2 0
0 4 3
1 2 3

    

0
0
0
8

)   

𝑫 = (
𝑥 0 𝑐
−1 𝑥 𝑏
0 −1 𝑎

) ,    𝑬 = (
−4 0 6
0 1 −5

) ,    𝑭 = (

1 2 3
0 3 5
0 0 6
0 0 0

    

4
7
8
5

) 

 

 التمرين الثاني:

أوجد معكوس المصفوفات التالية إن وجد بإستعمال طريقة المصفوفة  

 المساعدة )المرافقة(: 

𝑨 = (
2 3
1 2

) ,   𝑩 = (
1 2 −3
0 4 5
−2 −1 3

) ,

𝑪 = (
1 2 3
2 4 6
4 8 12

) ,     𝑫 = (
1 2 1
0 2 3
0 0 4

) 

 التمرين الثالث:

 : gauss التالية إن وجد باستعمال طريقة أوجد معكوس المصفوفات  

 

𝐴 = (
1 4
−1 −3

) ,   𝐵 = (
1 3
2 5

) ,   𝐶 = (
1 −1 0
1 0 −1
−6 2 3

) ,   𝐷 = (
1 0 1
0 2 1
1 1 1

) 
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 :حلول التمارين المقترحة .9

 

 حل التمرين الأول: 

|𝑨| = |
−2 3
1 1

| = (−2)(1) − (1)(3) = −5 

 

|𝑩| = |
2 3 −4
5 −1 6
3 −6 7

| = 2 |
−1 6
−6 7

| − 3 |
5 6
3 7

| − 4 |
5 −1
3 −6

| 

|𝑩| = 2(−7 + 36) − 3(35 − 18) − 4(−30 + 3) = 115 

 

يساوي جداء عناصر القطر الرئيسي لأنها مصفوفة  Cمحدد المصفوفة  -

 مثلثية من الأسفل.

 

|𝑪| = 0(2)(3)(8) = 0 

 

|𝑫| = |
𝑥 0 𝑐
1 𝑥 𝑏
0 −1 𝑎

| = 𝑥 |
𝑥 𝑏
−1 𝑎

| − 1 |
0 𝑐
−1 𝑎

| + 0 | | 

|𝑫| = 𝑥(𝑥𝑎 + 𝑏) − 𝑐 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 − 𝑐 

 

 ليست مصفوفة مربعة. Eلأن  Eلا يمكن حساب محدد المصفوفة  -

 

يساوي جداء عناصر قطرها الرئيسي لأنها مصفوفة  Fمحدد المصفوفة  -

 مثلثية من الأعلى: 

|𝐹| = (1)(3)(6)(5) = 90 

 

 حل التمرين الثاني: 

 :Aإيجاد معكوس المصفوفة  -أ
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  Aأولا: إيجاد محدد  -

|𝐴| = |
2 3
1 2

| = 4 − 3 = 1 ≠ 0 ⟹  ∃𝐴−1 

 إيجاد المصفوفة المساعدة:  -

𝐶𝑜𝑚𝐴 = [
+2 −1
−3 +2

]
(2×2)

 ,     (𝑐𝑜𝑚𝐴)𝑡 = (
2 −3
−1 2

) 

 بتطبيق العلاقة:  Aإيجاد معكوس  -

𝐴−1 =
1

|𝐴|
. (𝑐𝑜𝑚𝐴)𝑡 

 

𝐴−1 = (
2 −3
−1 2

) 

 

 :Bإيجاد معكوس  -ب

  Bأولا: حساب محدد  -

|𝐵| = |
1 2 −3
0 4 5
−2 −1 3

| = 1 |
4 5
−1 3

| − 0 | | − 2 |
2 −3
4 5

| 

 

|𝐵| = (12 + 5) − 2(10 + 12) = 17 − 44 = −27 ≠ 0 → ∃𝐵−1 

 

 

 إيجاد المصفوفة المساعدة:  -

𝐶𝑜𝑚𝐵 =

[
 
 
 
 
 + |

4 5
−1 3

| − |
0 5
−2 3

| + |
0 4
−2 −1

|

− |
2 −3
−1 3

| + |
1 −3
−2 3

| − |
1 2
−2 −1

|

+ |
2 −3
4 5

| − |
1 −3
0 5

| + |
1 2
0 4

| ]
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𝐶𝑜𝑚𝐵 = [
17 −10 8
−3 −3 −3
22 −5 4

] ⟹   (𝑐𝑜𝑚𝐵)𝑡 = [
17 −3 22
−10 −3 −5
8 −3 4

] 

 

 حساب المعكوس:  -

 

𝐵−1 =
1

27
[
17 −3 22
−10 −3 −5
8 −3 4

] 

 

 

 

 : 𝑫حساب معكوس المصفوفة  -ت
|𝐷| = 1 × 2 × 4 = 8 ≠ 0 → ∃𝐷−1 

 

  المصفوفة المساعدة: -

𝐶𝑜𝑚𝐷 =

[
 
 
 
 
 + |

2 3
0 4

| − |
0 3
0 4

| + |
0 2
0 0

|

− |
2 1
0 4

| + |
1 1
0 4

| − |
1 2
0 0

|

+ |
2 1
2 3

| − |
1 1
0 3

| + |
1 2
0 2

|]
 
 
 
 
 

 

 

𝐶𝑜𝑚𝐷 = [
8 0 0
−8 4 0
4 −3 2

] →   (𝑐𝑜𝑚𝐷)𝑡 = [
8 −8 4
0 4 −3
0 0 2

] 

 

 :Dحساب معكوس  -

𝐷−1 =
1

|𝐷|
(𝑐𝑜𝑚𝐷)𝑡 

𝐷−1 =
1

8
[
8 −8 4
0 4 −3
0 0 2

] =

[
 
 
 
 
 1 −1

1

2

0
1

2
−
3

8

0 0
1

4 ]
 
 
 
 
 

 

 : 𝐂حساب معكوس المصفوفة  -
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 :𝑪أولا: حساب محدد المصفوفة 

، أن السطر الثاني ضعف السطر الأول وبالتالي 𝑪المصفوفة  في  نلاحظ

 محددها معدوم.

|𝐶| = 0 

  𝑪ومنه لا يمكن حساب معكوس 

 حل التمرين الثالث: 

 : gaussبطريقة  Aإيجاد معكوس  .1

(𝐴/𝐼) = (
1 4
−1 3

|
1 0
0 1

) : 𝑙2 ⟶ 𝑙1 + 𝑙2 

 

→ (
1 4
0 1

|
−3 4
1 1

):  𝑙1 ⟶−4𝑙2 + 𝑙1  

 

(
1 0
0 1

|
−3 −4
1 1

) 

 
(𝐴/𝐼) → (𝐼/𝐴−1) 

 ومنه: 

𝐴−1 = (
−3 4
1 1

) 

 

 : gaussبطريقة  Bإيجاد معكوس  .2

 

(𝐵/𝐼) = (
1 3
2 5

|
1 0
0 1

): 𝑙2 ⟶−2𝑙1 + 𝑙2 

 

→ (
1 3
0 −1

|
1 0
−2 1

) ∶  𝑙1 ⟶ 3𝑙2 + 𝑙1 

 

→ (
1 0
0 −1

|
−5 3
−2 1

): 𝑙2 ⟶−𝑙2 
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→ (
1 0
0 1

|
−5 3
2 1

) 

(𝐵/𝐼) → (𝐼\𝐵−1) 

𝐵−1 = (
−5 3
2 −1

) 

 : gaussبطريقة  𝑪إيجاد معكوس المصفوفة  .3

(𝐶/𝐼) = (
1 −1 0
1 0 −1
−6 2 3

|
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) 

𝑙2 ⟶ 𝑙2 − 𝑙1 

𝑙3 ⟶ 6𝑙1 + 𝑙3 

→ (
1 −1 0
0 1 −1
0 −4 3

|
1 0 0
−1 1 0
6 0 1

) 

𝑙1 ⟶ 𝑙1 + 𝑙2 

𝑙3 ⟶ 4𝑙2 + 𝑙3 

→ (
1 0 −1
0 1 −1
0 0 −1

|
0 1 0
−1 1 0
2 4 1

) 

𝑙3 ⟶−𝑙3 

→ (
1 0 −1
0 1 −1
0 0 1

|
0 1 0
−1 1 0
−2 −4 −1

) 

 

𝑙1 ⟶ 𝑙1 + 𝑙3 

𝑙2 ⟶ 𝑙2 + 𝑙3 

→ (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

|
−2 −3 −1
−3 −3 −1
−2 −4 −1

) 

(𝐶/𝐼)   → (𝐼/𝐶−1) 

𝐶−1 = (
−2 −3 −1
−3 −3 −1
−2 −4 −1

) 
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 : gaussبطريقة  𝑫 إيجاد معكوس .4

(𝐷/𝐼) = (
1 0 1
0 2 1
1 1 1

|
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) 

𝑙3 ⟶ 𝑙3 − 𝑙1 

→ (
1 0 1
0 2 1
0 1 0

|
1 0 0
0 1 0
−1 0 1

) 

- 𝑙2 ⟶ 𝑙3                                                                                                                  

→ (
1 0 1
0 1 0
0 2 1

|
1 0 0
−1 0 1
0 1 0

) 

𝑙3 ⟶ 𝑙3 − 2𝑙2 

→ (
1 0 1
0 1 0
0 0 1

|
1 0 0
−1 0 1
2 1 −2

) 

𝑙1 ⟶ 𝑙1 − 𝑙3 

→ (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

|
−1 −1 2
−1 0 1
2 1 −2

) 

(𝐷/𝐼) → (𝐼/𝐷−1) 

 

𝐷−1 = (
−1 −1 2
−1 0 1
2 1 −2

) 
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 الفصل الخامس: 

 حل جملة المعادلات الخطية.



 د. دحموني خليجة   2اس رياضيات محاضرات وتطبيقات في مقي

62 | P a g e  
 

 :تعريف .1

,𝑥1 : مجهول 𝒑معادلة خطية ذات  𝒏نسمي جملة   𝑥2, … , 𝑥𝑝 :الجملة 

{
 
 

 
 
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑝𝑥𝑝 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑝𝑥𝑝 = 𝑏2

.

.

.
𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑝𝑥𝑝 = 𝑏𝑛

 

- 𝐴 = [ 𝑎𝑖𝑗]1≤𝑗≤𝑝
1≤𝑖≤𝑛

تسمى مصفوفة الجملة ورتبتها تسمى رتبة  𝑀𝑛,𝑝(𝑘)من  

𝐵الجملة، ويسمى الشعاع  = (𝑏𝑖)1≤𝑖≤𝑛  .الطرف الثاني للجملة 

عندما يكون الطرف الثاني معدوما نقول أن الجملة متجانسة وهي تقبل  -

…,0,0)على الأقل الحل   المسمى بالحل الصفري أو الحل التافه. (0,

 

 صفوفية للجملة: الكتابة الم .2

𝑋لنعتبر الشعاعين  = (

𝑥1
⋮
𝑥𝑝
𝐵و  ( = (

𝑏1
⋮
𝑏𝑛

 ( بالشكل: 1عندئذ نكتب الجملة ) (

𝐴𝑋 = 𝐵…(2) 

𝐴                              حيث:          = (

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑝
⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑝

) 

 ان وجد..(2) حل المعادلة 𝐗يؤول إلى إيجاد الشعاع  (1) وبالتالي حل الجملة

 جملة المعادلات الخطية:طرق حل  -3

 طريقة كرامر:  -3-1

𝑛إذا كان    أنها جملة كرامر  (1) نقول عن الجملةتعريف:  = 𝑝  وكان

   𝑑𝑒𝑡𝐴 ≠  قابلة للقلب. Aالمصفوفة  أي0

  حل جملة معادلات خطية بطريقة كرامر:

 

(1)……… 
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 لتكن الجملة: 

{
 
 

 
 
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2

.

.

.
𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛

 

.𝐴نقوم بكتابة الجملة على الشكل المصفوفي   𝑋 = 𝐵 

𝐴ب: إذا رمزنا   = ⌈𝑎𝑖𝑗⌉ 𝐴1 فإن , 𝑗 = 1,… , 𝑛 و 𝑖 = 1,… , 𝑛,  هي

 𝐴2، و ب: 𝑩بتبديل عمودها الأول بالشعاع  Aالمصفوفة الناتجة عن 

 وهكذا.  𝐁بتبديل عمودها الثاني بالشعاع  Aالمصفوفة الناتجة عن 

 اذن: 

𝐴 = (

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑛1   ⋯ 𝑎𝑛𝑛
)   ,   𝐴1 = (

𝑏1 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
𝑏𝑛 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

) 

 

𝐴𝑛 = (
𝑎11 ⋯ 𝑏1
⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 ⋯ .   𝑏𝑛

) 

𝑑𝑒𝑡𝐴إذا كان  - ≠  يكون للجملة حل وحيد يعطى بالعلاقة:     0

𝑥1 =
𝑑𝑒𝑡𝐴1
𝑑𝑒𝑡𝐴

,    𝑥2 =
𝑑𝑒𝑡𝐴2
𝑑𝑒𝑡𝐴

, …   ,   𝑥𝑛 =
𝑑𝑒𝑡𝐴𝑛
𝑑𝑒𝑡𝐴

 

 

 وبصفة عامة حل كرامر هو: 

𝒙𝒋 =
|𝐀𝒋|

|𝑨|
 

𝑑𝑒𝑡𝐴 أما إذا كان - ≠  فإن الجملة لا تقبل حلولا أو تقبل مالا نهاية من 0

 .الحلول

 لتكن الجملة:  :1مثال

{
2𝑥1 + 3𝑥2 = 8
3𝑥1 − 4𝑥2 = −5
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 لدينا: 

𝐴 = (
2 3
3 −4

),   𝐴1 = (
8 3
−5 −4

),   𝐴2 = (
2 8
3 −5

) 

𝑑𝑒𝑡𝐴 = −17 ≠  ، ومنه للجملة حل وحيد يعطى بالشكل:  0

𝑥1 =
𝑑𝑒𝑡𝐴1
𝑑𝑒𝑡𝐴

= 1,    𝑥2 =
𝑑𝑒𝑡𝐴2
𝑑𝑒𝑡𝐴

= 2 

 

 حل جملة المعادلات التالية بطريقة كرامر.: 2مثال 

 (𝐼)   {

2𝑥 + 𝑦 − 3𝑧 = 5
3𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 = 5
5𝑥 − 3𝑦 − 𝑧 = 16

 

 

 : (I)الشكل المصفوفي للجملة   

(
2 1 −3
3 −2 2
5 −3 −1

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

5
5
16
) 

    

 مصفوفة مربعة. Aبما أن عدد المعادلات = عدد المجاهيل يعني أن 

|𝐴| = 2 |
−2 2
−3 −1

| − 1 |
3 2
−5 −1

| + 3 = 2(8) − (−13) + 3(1) = 26 ≠ 0 

|𝐴| ≠   ( هي جملة كرامر تقبل حلا وحيدا هو:Iإذا الجملة )  0

𝑥 =

|
5 1 −3
5 −2 2
16 −3 −1

|

26
=
26

26
= 1  

𝑦 =

|
2 5 −3
3 5 2
5 16 −1

|

26
= −

78

26
= −3 

A      .          X       =     B 
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𝑧 =

|
2 1 5
3 −2 5
5 −3 16

|

26
= −

52

26
= −2  

,𝑥)الجملة هي:                  حل 𝑦, 𝑧) = (1,−3 − 2) 

 : (المعكوس) بطريقة المقلوب الخطية حل جملة المعادلات -2 .3

 الشكل المصفوفي للجملة هو: 

𝐴. 𝑋 = 𝐵…(1) 

 |𝐴| ≠ 0 

 

 نجد: 𝐴−1في  (1)موجودة يمكن ضرب طرفي المعادلة  𝐴−1 ن اذ

  

𝐴−1. (𝐴𝑋) = 𝐴−1. 𝐵 
(𝐴. 𝐴−1). 𝑋 = 𝐴−1. 𝐵 
𝐼𝑛. 𝑋 = 𝐴

−1. 𝐵 
𝑋 = 𝐴−1. 𝐵 

 : وهتقبل حلا وحيدا  أي الجملة

𝑋 = 𝐴−1. 𝐵 

𝑨−𝟏 =
𝟏

|𝑨|
. (𝑪𝒐𝒎𝑨)𝒕 

 

 حل الجملة التالية بطريقة المعكوس:  مثال:

(𝐼)  {

7𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥3 = 0
10𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑥3 = 8
6𝑥1 + 3𝑥2 − 2𝑥3 = 7

 

 الكتابة المصفوفية للجملة:

(
7 −1 −1
10 −2 1
6 3 −2

)(

𝑥1
𝑥2
𝑥3
) = (

0
8
7
) 

 

|𝐴| = 7 |
−2 1
3 −2

| + 1 |
10 1
6 2

| − 1 |
10 −2
6 3

| = −61 ≠ 0 

A      .          X     =     B 
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 موجودة  𝐴−1 نإذ

𝐴−1 =
1

|𝐴|
. (𝑐𝑜𝑚𝐴)𝑡 

𝐶𝑜𝑚𝐴 =

[
 
 
 
 
 + |

−2 1
3 −2

| − |
10 1
6 −2

| + |
10 −2
6 3

|

− |
−1 −1
3 −2

| + |
7 −1
6 −2

| − |
7 −1
6 3

|

+ |
−1 −1
−2 1

| − |
7 −1
10 1

| + |
7 −1

10 − 2
|]
 
 
 
 
 

 

 

𝐶𝑜𝑚𝐴 = [
1 26 42
−5 −8 −27
−3 −17 −4

] 

(𝑐𝑜𝑚𝐴)𝑡 = [
1 −5 −3
26 −8 −17
42 −27 −4

] 

𝐴−1 =
1

−61
[
1 −5 −3
26 −8 −17
42 −27 −4

] 

𝑋 = 𝐴−1. 𝐵 

(

𝑥1
𝑥2
𝑥3
) = −

1

61
[
1 −5 −3
26 −8 −17
42 −17 −4

](
0
7
8
) 

(

𝑥1
𝑥2
𝑥3
) = −

1

61
[
−61
−183
−244

] → (

𝑥1
𝑥2
𝑥3
) = (

1
3
4
) 

 

 :gaussحل جملة المعادلات الخطية بطريقة غوص  -3-3

 

 الخطوات: 

 نكتب الجملة الخطية على الشكل المصفوفي:  -

𝐴𝑋 = 𝐵  … (1)            

 على اليمين بهذا الشكل: Bعلى اليسار والمصفوفة  A نضع المصفوفة -
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(𝐴/𝐵) = (

𝑎11 … 𝑎1𝑛  
⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 …  .   𝑎𝑛𝑛  

|
𝑏1
⋮
𝑏𝑛

) 

 وهي: سطرأنقوم بعمليات أولية على ال -

𝐿𝑖تغيير ترتيب سطرين                              -1 ⟶ 𝐿𝑗           , 𝑖 ≠ 𝑗 

𝜆)          ضرب سطر بعدد غير معدوم    -2 - ≠ 0)        /    𝐿𝑖 ⟶ λ𝐿𝑖        

𝐿𝑖      ضرب سطر في عدد غير معدوم و إضافته إلى سطر -3 - ⟶ 𝐿𝑗 + 𝐿𝑖 

في حالة  حتى نتوصل إلى جملة مكافئة على شكل مدرج لها نفس الحلول

 الجملة تقبل حلا وحيدا:

 نحولها إلى:  (𝑠)الكتابة 

(𝑠1)     

{
 
 

 
 
𝑐11𝑥1 + 𝑐12𝑥2…+ 𝑐1𝑛𝑥𝑛 = 𝑑1
0   +     𝑐22𝑥2…+ 𝑐2𝑛𝑥𝑛 = 𝑑2

.

.

.
0       +       0…+ 𝑐𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑑𝑛

 

من المعادلة الأخيرة  ونعوضها في المعادلة   𝑥𝑛نقوم بإيجاد قيمة المجهول  -

 .𝑥1ما قبل الأخيرة وهكذا صعود و بالتتالي حتى نحصل على 

 

 حل الجملة أدناه بطريقة غوص. :1مثال 

(𝑆1) = {

2𝑥 + 𝑦 = 0
𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 = −6
−𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 7

 

(𝐴\𝐵) = (
2 1 0
1 −1 3
−1 2 −2

|
0
−6
7
)  

𝑙1
𝑙2
𝑙3

 

 نقوم بالتحويل: 

𝑙2 → 𝑙2 −
1

2
𝑙1 
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 نتحصل على: 

→ (

2 1 0

0 −
3
2

3

−1 2 −2

|
0
−6
7
) 

 نقوم بالتحويل: 

𝑙3 → 𝑙3 −
1

2
𝑙1 

 

 

→          نتحصل على (

2 1 0

0
−3

2
3

0
5

2
−2

|
0
−6
7
) 

 نقوم بالتحويل: 

𝑙3 → 𝑙3 − (
5

2
/(−

3

2
))𝑙2 

 نتحصل على: 

→ (

2 1 0

0 −
3
2

3

0 0 3

|
0
−6
−3
) 

 

(𝑆1
′): {

2𝑥 + 𝑦 + 0𝑧 = 0…(1)

−
3

2
𝑦 + 3𝑧 = −6… (2)

3𝑧 = −3               … (3)

 

 

𝑧( نجد: 3من ) =  −
3

3
= 𝑧اذا   1− = −1  

 ( نجد: 2بقيمته في المعادلة ) zنعوض 

−
3

2
𝑦 − 3 = −6 ↔ 𝑦 = 2 
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 نجد:  (1)في المعادلة  yو zنعوض 

2𝑥 = −2 ↔ 𝑥 = −1 

 حلول الجملة هي: 

𝑥 = −1
𝑦 = 2
𝑧 = −1

 

 : gaussحل الجملة بطريقة  :2مثال 

(𝑆2) = {

𝑥 + 5𝑦 + 3𝑧 = 1
−2𝑥 + 𝑦 + 4𝑧 = 2
4𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 3

 

 

 الكتابة المصفوفية للجملة: 

(
1 5 3
−2 1 4
4 1 −1

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

1
2
3
) 

       𝐴       ×         𝑋  =    𝐵 

𝐴\𝐵 = (
1 5 3
−2 1 4
4 1 −1

|
1
2
3
):  

𝑙2 → 𝑙2 + 2𝑙1
𝑙3 → 𝑙3 − 4𝑙1

 

→ (
1 5 3
0 10 10
0 −19 −19

|
1
4
−1
): 𝑙3 → 𝑙3 +

19

10
𝑙2 

→ (
1 5 3
0 10 10
0 0 0

|

1
4
33
5

) 

 

(𝑆2
′) = {

𝑥 + 5𝑦 + 𝑧𝑧 = 1
10𝑦 + 10𝑧 = 4

0 =
33

5
(تناقض) 
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لا تقبل حلولا ومنه مجموعة  (𝑆2)الأخيرة مستحيلة أن الجملة  المعادلةومنه 

 .∅الحلول هي: 

 كيفية تحديد مجموعة الحلول:

 خلال وضع الجملة على الشكل المدرج قد نصادف نوعين من المعادلات:

0𝑥1إذا ظهرت معادلة من النوع  - + 0𝑥2 +⋯+ 0𝑥𝑛 = 𝑏    في هذه

  الحالةالجملة لا تقبل حلولا.

 

 وإذا لم تظهر معادلة من النوع السابق، بل ظهرت معادلة من النوع  -

  0𝑥1 + 0𝑥2 +⋯+ 0𝑥3 = إلى جملة من نتوصل  ونتابع حتىنحذفها  0

    الشكل:

 

 

{
 
 

 
 
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1
⋱              ⋮                      ⋮                      

𝑎𝑖𝑟𝑥𝑟 +⋯+ 𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑖
⋱                               ⋮            
  𝑎𝑚𝑠𝑥𝑠 +⋯𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚

 

 

حيث أن المعاملات الموجودة في بداية جميع الأسطر ليست كلها معدومة 

 المتغيرات إن وجدتأما بقية  ،الموالية لها متغيرات أساسية وتسمي المتغيرات

 فتسمى متغيرات ثانوية.

 نميز حالتين:

عدم وجود متغيرات ثانوية الجملة تقبل حلا وحيدا، يتم تعيينه في حالة  -1

من السطر الأخير ثم بالتعويض بالقيم المحسوبة صعودا حتى  ابتداء

 السطر الأول.

وجود متغيرات ثانوية يتم تحويلها إلى الطرف الثاني حتى و في حالة  -2

 نحصل على جملة من الشكل:
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{
 
 

 
 

       

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑠𝑥𝑠 = 𝑏1 − 𝑎1(𝑠+1)𝑥𝑠+1 −⋯−𝑎1𝑛𝑥𝑛                               

 ⋱                            ⋮                                                     
𝑎𝑖𝑟𝑥𝑟 +⋯+ 𝑎𝑖𝑠𝑥𝑠 = 𝑏𝑖 − 𝑎𝑖(𝑠+1)𝑥𝑠+1 −⋯−𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛

⋱                      ⋮                                              
                               𝑎𝑚𝑠𝑥𝑠 = 𝑏𝑚 − 𝑎𝑚(𝑠−1)𝑥𝑠+1 −⋯− 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 

 

 

 

لكن هذه المرة بدلالة ورأينا سبق  نحلها صعودا من المعادلة الأخيرة كما

المتغيرات الثانوية. بما أن المتغيرات الثانوية كيفية نستنتج أنه من أجل كل 

اختيار لقيم المتغيرات الثانوية نحصل على قيم جديدة للمتغيرات الأساسية 

  ومنه فالجملة تقبل مالا نهاية من الحلول. 
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 للفصل الخامس: تمارين مقترحة .4

 

 (:1التمرين )

 المعرفة كما يلي:  (S)الجملة لتكن  

(𝑆) = {

2𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 = 1
𝑚𝑥 − 𝑦 − 𝑧 = 0
3𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = −1

 

 على الشكل المصفوفي. (s)أكتب  -

 جملة كرامر. (s)حتى تكون الجملة  m عين قيم -

mلما يكون:  (𝑠)حل الجملة  - =  بطريقة كرامر. 0

 (:2التمرين )

 بطريقة المقلوب. (I)أوجد حلا للجملة  

(𝐼): {
5𝑥1 + 3𝑥2 + 4𝑥3 = −18

3𝑥1 + 𝑥3 = −7
6𝑥1 + 3𝑥2 + 6𝑥3 = −27

 

 (:3التمرين )

 لتكن جملة المعادلات الخطية التالية:  

(𝑆): {

𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 = 2
𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = 0
2𝑥1 + 3𝑥2 + 𝑥3 = 3

 

 على الشكل المصفوفي. (𝑠)أكتب  -

 .gaussبطريقة  (𝑠)حل الجملة  -
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 :حلول التمارين المقترحة .5

 (:1حل التمرين )

 هو:  (s)الشكل المصفوفي للجملة 

(
2 −1 3
𝑚 −1 −1
3 −1 1

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

1
0
−1
) 

𝐴         ×           𝑋    =    𝐵 

 لكرامر:   (s)حتى تكون  m تعيين قيم ل 

|𝐴𝑚| ≠ 0 ↔  (𝑠) لكرامر

 : |𝐴𝑚|حساب 

|𝐴𝑚| = |
2 −1 3
𝑚 −1 −1
3 −1 1

| = 2 |
−1 −1
−1 1

| + |
𝑚 −1
3 1

| + 3 |
𝑚 −1
3 −1

|

= 2(−1 − 1) + (𝑚 + 3) + 3(−𝑚 + 3) = −2𝑚 + 8 

 

|𝐴𝑚| ≠ 0 ↔ −2𝑚 + 8 ≠ 0 ↔ 𝑚 ≠ 4 

 لكرامر إذا كان: (𝑠) ومن

𝑚 ∈ 𝑅 − {4} 

𝑚 بطريقة كرامر من أجل(𝑠) حل الجملة = 0  

𝐴0 = (
2 −1 3
0 −1 −1
3 −1 1

) 

 الجملة تقبل حلا هو: 

𝑥𝑗 =
|𝐴𝑗|

|𝐴|
 

 بالتعويض: 

|𝐴0| = 8 

𝑥 =
|𝐴1|

|𝐴0|
=

|
1 −1 3
0 −1 −1
−1 −1 1

|

8
= −

6

8
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𝑦 =
|𝐴2|

|𝐴0|
=

|
2 1 3
0 0 −1
3 −1 1

|

8
= −

5

8
 

𝑧 =
|𝐴3|

|𝐴0|
=

|
2 −1 1
0 −1 0
3 −1 −1

|

8
=
5

8
 

 هو:  ومنه حل الجملة

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (−
6

8
,     −

5

8
,

5

8
 ) 

 

 (:2)حل التمرين 

 :(I)الشكل المصفوفي للجملة  

(
5 3 4
3 0 1
6 3 6

)(

𝑥1
𝑥2
𝑥3
) = (

−18
−7
−27

) 

     A       .    X =            B 

 

|𝐴| = |
5 3 4
3 0 1
6 3 6

| = −15 ≠ 0 

 موجودة  𝐴−1 ن إذ

𝐴−1 =
1

|𝐴|
. (𝑐𝑜𝑚𝐴)𝑡 

𝐶𝑜𝑚𝐴 = [

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

] 

 حيث: 

𝑎𝑖𝑗 = (−1)
𝑖+𝑗|𝐴𝑖𝑗| 

𝐶𝑜𝑚𝐴 = [
−3 −12 9
−6 6 3
3 7 −9

] 
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(𝑐𝑜𝑚𝐴)𝑡 = [
−3 −6 3
−12 6 7
9 3 −9

] 

𝐴−1 =

[
 
 
 
 
 
3

15

6

15
−
3

15
12

15
−
6

15
−
7

15

−
9

15

3

15

9

15 ]
 
 
 
 
 

 

𝑋 = 𝐴−1. 𝐵 ↔ 𝑋 =

[
 
 
 
 
 
3

15

6

15
−
3

15
12

15
−
6

15
−
7

15

−
9

15

3

15

9

15 ]
 
 
 
 
 

[
−18
−7
−27

] 

𝑋 = [
−1
1
−4
]  

 : ول الجملة هح

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (−1,1,−4) 

 (: 3حل التمرين )

 :[𝑠]الشكل المصفوفي للجملة

[
1 2 1
1 1 −1
2 3 1

] [

𝑥1
𝑥2
𝑥3
] = [

2
0
3
] 

 

 الحل بطريقة غوص: 

(𝐴\𝐵) = (
1 2 1
1 1 −1
2 3 1

|
2
0
3
) 

 

الأعلى )ما تحت القطر  مثلثية مننقوم بتحويل المصفوفة إلى مصفوفة 

 أصفار(.

A      .     X       =     B 
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 التحويل:

𝑙2 = 𝑙2 − 𝑙1 

𝑙3 = 𝑙3 − 2𝑙1 

   ينتج:

→ (
1 2 1
0 −1 −2
0 −1 −1

|
2
−2
−1
) 

 

𝑙3 → 𝑙3 − 𝑙2 

  ينتج:

→ (
1 2 1
0 −1 −2
0 0 1

|
2
−2
−1
) 

 

 كما يلي:(𝑠) تصبح الجملة

(𝑠) {

𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 = 2…(1)
−𝑥2 − 2𝑥3 = −1 … (2)
𝑥3 = 1          …          (3)

 

𝑥3( ينتج 3من ) = 1 

𝑥2−نجد:  (2)نعوض في  = −2 + 2 ↔ 𝑥2 = 0 

 نجد (1)في المعادلة   𝑥3و   𝑥2نعوض 

𝑥1 = +2(0) + 1 = 2 ↔ 𝑥1 = 1 

 ومنه حل الجملة هو: 

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (1,0,1) 
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