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Introduction générale 

     Les modèles mathématiques constituent un pilier incontournable de la finance de 

marché moderne. 

     Avec le développement des marchée financier, l’étude des actifs financiers devient un 

véritable enjeu et n’a pas cessé de prendre de l’importance au cours des dernières 

années. 

     L’observation empirique du cours des actifs financiers montre que ceux-ci ne sont pas 

déterminer de façon certaine par leur histoire. En effet, les nombreuses opérations 

d’achat ou de vente ne sont pas prévisible, font souvent intervenir des éléments 

n’appartenant pas a l’histoire et modifiant la cour de l’actif. 

     Pour bien comprendre ces modèles de plus en plus complexent, les spécialistes de la 

finance utilisent des outils mathématiques. 

     Le concept de la volatilité est probablement un des sujets qui soutient le plus des 

recherche dans le domaine de la finance mathématique, cette intérêt de la volatilité est 

de mesurer de l’instabilité du cours d’un actif financier, elle mesure l’amplitude des 

variations d’une action, d’un produit dérivée ou d’un marchée, il s’agit d’un paramètre 

de quantification du risque de rendement  et de prix.  

     Le prix juste d’une option est déterminé  par certain nombre de facteur dont la 

volatilité de l’actif sous-jacent. Tout ces facteur sont directement observable sur le 

marchée mis à part la volatilité. 

     La théorie traditionnelle des séries temporelles n’est pas suffisante pour décrire les 

mouvements à court terme des prix d’un actif, car on peut constater des périodes de stabilité et 

des périodes de troubles en regardant la volatilité et les distributions non conditionnelles 

luptokurtique, Mussa (1979) et Friedman et Vandersteel (1982). A cet effet, nous nous 

proposons, de modéliser la volatilité à l’aide d’un processus ARCH dont nous appliquons aux 

données des prix d’un actif. 
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      Depuis leur introduction par Engle (1982), les modèles ARCH connaissent de plus en plus 

de développements et des applications, notamment dans l’économétrie de la finance 

Bollerslev (1986), Bollerslev et al (1992) et Kroner et al (1993). 

     En dehors des motivations probabilistes, la classe des modèles ARCH est parfaitement 

adaptée pour décrire ce type de comportement, tandis que les rendements présentaient certains 

degrés d’asymétrie dans leur variance conditionnelle, la nature même des prix d’un actif qui 

sont par définition bilatéraux rend de telles asymétries peu probables. L’analogie entre les 

modèles ARCH en temps discret et les modèles de diffusion en temps continu ont été établis 

par Nelson (1990). Cette analogie a permis en particulier le développement des modèles à 

volatilité stochastique. En effet, un des apports des modèles ARCH était de mieux s’ajuster 

aux données (en particulier aux données de prix d’un actif) que ne le faisant les modèles 

ARMA. 

      Dans ce mémoire, nous nous intéressons, à la modélisation de la variance conditionnelle 

selon les modèles linéaires ARCH, GARCH et GARCH-M et les modèles non linéaire 

EGARCH, TGARCH et APARCH.    

     Dans le premier chapitre, au début nous rappelons les concepts de base de prix d’actif 

financier (instrument financiers) et après nous présentant le modèle de black Scholes, ensuite 

nous analysons les méthodes d’estimation de la volatilité dans le cas où elle est constante 

(volatilité historique et volatilité implicite), les principales propriétés des séries  financières et 

les tests  statistiques des séries de rendements (skewness, kurtosis et test de jarque-Bera). 

 

     Le deuxième chapitre est consacré aux modelés conditionnelle hétéroscédastique ainsi leur 

propriétés et l’estimation de leurs paramètres. 

Au cours de troisième chapitre nous présentons une application numérique sur le rendement 

de prix de Diesel nous nous basons sur la méthode de Box-Jenkins pour modéliser la série, 

nous présentons les différentes  équations de la variance conditionnelle de ce prix et on 

termine avec des prévisions 
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1.1 Introduction 

   Les actifs financiers sont gérés par des comportements aléatoires qui traduisent la 

complexité du monde économique et politique. L’évolution de ceux-ci est devenue un enjeu 

major pour les opérateurs des marchés financiers. 

     Ce chapitre comporte deux parties, nous allons présentes les définitions des instruments 

financiers ainsi la notion de la volatilité et ces propriété. 

1.2 Instruments financières 

        Un actif ou instrument financier est un contrat entre deux parties, un créditeur et un 

débiteur. Un actif financier est donc fondamentalement une convention entre deux agents 

économiques par les quelles s'échange, dans certaine proportion.  

1.2.1 Produit primaires 

  Les principaux produits financiers sur le marché des capitaux : 

 Les actions : Une action est un titre sous la forme d'un certificat de participation dans les 

capitaux propres d'une entreprise. Un actionnaire est dès lors copropriétaire de l'entreprise 

pour le pourcentage d'actions qu'il détient. En échange, l'actionnaire a droit à une partie des 

bénéfices, aussi appelée dividende. A une action est habituellement attaché un droit de vote 

que l'on peut exercer pendant l'assemblée générale des actionnaires. 

Obligation : les obligations sont des titres de créances à long terme représentatifs de dettes. 

Une obligation donne droit au paiement d'un intérêt en général annuel et au remboursement 

du capital. Le détenteur d'une obligation perçoit un revenu connu à l'avance ou dont la 

révision se réalise dans les conditions prévues au moment de l'émission. Les obligations 

peuvent être émises par les entreprises privés ou publiques, par l'état, ainsi que par les 

administrations publiques et les collectivités locales. 

 Coupon : Le coupon est le taux d'intérêt fixe payé régulièrement sur un investissement à       

taux fixe. 

 Obligation à Zéro Coupon : Une obligation à zéro coupon se définit comme étant une 

obligation sans versement d'intérêt durant toute la durée de vie de l'obligation. La 

rémunération des investisseurs est alors assurée par la différence entre la valeur d'émission et 
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la valeur de remboursement (cette dernière étant évidemment supérieure à la valeur 

d'émission). Une obligation à zéro coupon présente comme avantage pour l'émetteur de 

n'avoir à payer les intérêts qu'à la date de remboursement. Pour les investisseurs, l'avantage 

réside dans la connaissance dès l'acquisition de l'obligation à zéro coupon du taux de 

réinvestissement des coupons. En revanche, en cas de défaillance de l'émetteur, l'investisseur 

risque de perdre, et son capital, et les intérêts dus par l'émetteur. 

 Nominal de l'action : Notion assez formelle, juridique et comptable qui n'a pas beaucoup 

d'intérêt en finance. Elle n'a aucun rapport avec la valeur de l'action si ce n'est le jour de la 

création de l'entreprise où dans la plupart des cas les actions sont alors émises au nominal. 

Ultérieurement, la valeur de l'action évoluera en fonction des bénéfices réalisés et espérés et 

se déconnecte donc du nominal. Multiplié par le nombre d'actions, on obtient le capital social 

de l'entreprise. 

    Dividende : Un dividende est une distribution au comptant du bénéfice, versée par un fonds 

ou une entreprise à ses actionnaires. 

1.2.2 Produits dérivés 

        Un produit dérivé est un contrat entre deux parties qui vont s'accorder sur le prix d'un 

actif. C'est donc un instrument financier sous-jacent d'un actif qui permet de fixer le prix de ce 

dernier pour une période donnée. La valeur d'un produit dérivé dépendra donc de la valeur de 

son actif sous-jacent au cours du temps. Initialement ces produits avaient pour but de couvrir 

les entreprises contre des risques financiers tels qu'une augmentation du prix des matières 

premières ou un risque de change. 

    Un contrat à terme  

 Un contrat à terme est une opération négociée entre deux contreparties (l'acheteur et le 

vendeur) sur un marché organisé et réglementé appelé «marché à terme». Il constitue un 

engagement d'acheter (pour l'acheteur), de vendre (pour le vendeur) un actif sous-jacent à un 

prix fixé dès aujourd'hui mais pour une livraison et un règlement à une date future. 

    Les options : Une option est un titre qui donne à son détenteur le droit, mais non 

l'obligation, d'acheter (ou de vendre) un titre à un prix déterminé à l'avance (le prix d'exercice, 

Strike en anglais) pendant une certaine période de temps. 
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 Options d'achat, options de vente : calls et puts 

        On appelle option d'achat européenne (european call) un contrat entre deux parties, 

l'acheteur et le vendeur du contrat, qui confère à l'acheteur le droit mais non l'obligation 

d'acheter, à une certaine date T (la maturité ou l'échéance) et à un certain prix (le Strike, ou 

prix d'exercice) fixés a l'avance, une certaine quantité d'un produit déterminé (le sous-jacent). 

La contrepartie (le vendeur, celui qui a écrit l'option) a l'obligation de procéder à la 

transaction si le détenteur de l'option en manifeste le désir. En raison du caractère irrégulier de 

ce contrat (option pour le détenteur, obligation pour le vendeur) et du risque lié aux 

fluctuations aléatoires du prix du sous-jacent, risque qui sera assumé par le vendeur, celui-ci 

réclamera une prime qui sera réglée lors de l'établissement du contrat, c'est à dire la date t=0 

Pour détenir une option on doit l'acheter en versant la prime ou bien la racheter à quelqu'un 

qui veut s'en débarrasser. La prime et le prix de rachat sont déterminés par négociations sur 

les marchés de dérivés. 

       Le fait, pour le détenteur de l'option, de procéder à la transaction (pour un call, l'achat du 

sous-jacent) à la date T selon les termes du contrat contingent (l'option) qu'il a acheté s'appelle 

l'exercice. 

       A coté des options d'achat, on a vu qu'il existe les options de vente (puts), qui confèrent à 

leur détenteur le droit mais non l'obligation de vendre une quantité déterminée de sous-jacent, 

si l'option est exercée, l'émetteur de l'option (le vendeur) a l'obligation d'acheter la quantité de 

sous-jacent prévue. Ainsi, quatre cas de figure peuvent se présenter : 

 Achat d'une option d'achat. 

 Vente d'une option d'achat. 

 Achat d'une option de vente. 

 Vente d'une option de vente. 

 

 Certaines options confèrent à leur détenteur le droit d'exercer à n'importe quelle date durant 

la période de maturité : on parle alors d'option américaine (American option). 
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Les paramètres des options : 

Le prix d'exercice (Strike) : le prix d'exercice (Strike) est le prix auquel le détenteur de 

l'option peut acheter ou vendre le sous-jacent. Ce prix est déterminé lors de la négociation 

initiale de l'option et n'est pas modifiable pendant la durée de vie du contrat (jusqu'à 

l'échéance). Le choix du prix d'exercice est dès lors très important puisqu'il représente les 

conditions de négoce du sous-jacent. 

 La prime : la prime est le prix du contrat payé par l'acheteur au vendeur de l'option. Pour un 

contrat portant typiquement sur 100 actions support sur les marchés organisés, l'acheteur doit 

payer 100 fois la prime. Lorsque l'option est cotée sur un marché organisé, la prime est 

donnée par le marché. En l'absence de cotation, le problème du calcul de la prime se pose. Et 

même pour une option cotée, il peut être intéressant de disposer d'une formule ou d'un modèle 

permettant de détecter d'éventuelles particularités de marché. 

 L'échéance : l'échéance ou maturité de l'option qui limite sa durée d'exercice. Dans les 

marchés organisés, trois échéances sont cotées simultanément : 3, 6 et 9 mois. 

1.3 Modèle Black-Scholes 

Le modèle Black-Scholes  qui est un modèle mathématique du marché pour une 

action, dans lequel le prix de l'action est un processus stochastique à temps continue ; était 

que Le prix de l'option d'achat est indiqué implicitement si le sous-jacent est échangé sur les 

marchés. L'utilisation du modèle et de la formule de ce dernier  est très répandue sur les 

marchés Financiers. 

Présentation du modèle : 

         Considérants un espace de probabilité filtré(    (    )  ). Le modèle proposé pour 

décrire l’évolution des cours est un modèle continu avec un Actif risqué (une action de prix    

à l’instant t) est un actif sans risque (de prix   
  à l’instant t). 

L’évolution de   
  est régie par l’équation différentielle : 

 

   
     

      
    

 

De sort que   
     (  ) pour t   , ou r le taux d’intérêt (connu et  constant). 
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On suppose que l’actif risqué est solution de L’EDS : 

 

                                      (1) 

On applique la formule d’It ̂  pour résoudre  l’équation (1) : 

 

    (
  

  
    

  

  
 

 

 

   

   
    

 )    
  

  
       

 

On pose       (  )            (  ) 

 

Appliquant la formule d’Itô à    on obtient : 

                      (
 

  
    

 

 

 

  
     

 )    
 

  
       

 (  
 

 
  )         

                       ∫ (  
 

 
  )    ∫     

 

 

 

 

 

                           ∫ (  
 

 
  )  

 

 

∫     

 

 

 

 

                     .  
 

 
  /          

On déduit que : 

              [(  
 

 
  )      ] 

 

 

Ou ce processus est appelé un mouvement brownienne géométrique 
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1.4 La Volatilité 

1.4.1 Définition 

 En finance, la volatilité est une mesure de l’instabilité du cours d’un actif financier. 

Elle sert de paramètre de quantification du risque de rendement et de prix d’un actif 

financière. 

Elle est calculée sur une période donnée et permet ainsi d’apprécier la régularité des 

performances d’un fonds d’investissement. 

la volatilité est un écart-type qui mesure le risque de dispersion de la rentabilité par rapport à 

la moyenne des rentabilités                                                           

1.4.2 Types de la volatilité 

1.4.2.1 Volatilité historique 

 On utilise la volatilité historique pour essayer de prévoir les cours futures a partir des 

cours passés, c’est à dire que l’on prend en général les cours passés pour essayer de retrouver 

une similitude avec les nouveaux et prévoir ainsi l’évolution de l’action                                             

Estimation de la volatilité historique 

Soit : 

  : Nombre d’observation. 

   : Le prix de l’action  

  : Longueur de l’intervalle  

      : Les Rendements 

        Avec                    .
  

    
/                    

L’estimateur usuel S de la déviation standard des     est donnée par : 

  
 

   
∑(     ) 
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  √
∑   

  
   

   
 

 

 (   )
(∑   

 

   

)

 

 

Où      la moyenne de       

Or d’après ce qui précédent la déviation standard des        √  . Donc la variable S estime 

σ√ . D’ou on peut estimer σ par   ̂ tel que : 

 ̂  
 

√ 
 

On peut facilement montrer que l’erreur standard de cette estimation est approximativement  

 ̂

  
 . 

Le choix de la valeur n est cependant pas facile mais plus le nombre de donne est grand, 

meilleur sera approximation cependant on sait maintenant que σ change au cours du temps et 

de veilles donnée pouvant ne peut être caractéristique de la tendance future de la volatilité. 

   Cependant si on cherche à estimer la volatilité afin de calculer le prix d’exercice d’une 

option sur deux ans, il faut prendre en considération les données des deux dernières années. 

1.4.2.2 Volatilité implicite 

         La volatilité implicite est le résultat d’une équation liant le prix au marche d’une 

option  a ses déterminants dans le cadre d’un modèle dévaluation donné, elle peut s’interpréter 

comme étant estimation contemporaine de la variabilité moyenne future de l’actif sous jacent 

par le marche au cours de la vie de l’option. La volatilité implicite sera donc  une estimation 

actuelle ayant un contenu prospectif. En utilisant les prix observés des options    et en niveau 

de la formule de black Scholes, on peut retrouver le paramètre σ. En général on n’a pas une 

seule valeur de σ, mais une courbe qui dépend du Strike k. C’est le phénomène du « smile de 

volatilité » 

Estimation de la volatilité implicite 

       Il existe plusieurs façons d’estimer la volatilité implicite. Cela pose un problème car il 

devrait exister une seule mesure de la variabilité par actif financière sous-jacent à l’option. 

Pour résoudre le problème de la structure de la volatilité implicite, plusieurs auteurs ont 

suggère différentes méthodes de calcul afin de trouver un seul chiffre pouvant caractériser  un 
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actif financier. En particulier mayhew (1995) expose trois façon d’estimer cette mesurée la 

variabilité unique. 

La première est de calculer la volatilité implicite (     ) pour tout les options dune 

même classe et de calcule une simple moyenne arithmétique de       comme ceci : 

 ̂     
 

 
∑      

 

   

 

 

La deuxième formule en utilisant la formule de Black-Scholes est : 

 

       
 

∑   
 
   

√∑   
 

 

   

      

 

Ou v est la Véga de l’option calculer avec la formule de Black- Scholes. Le coefficient Véga 

mesure la sensibilité du prix dune option a la variation de la volatilité du titre sous-jacente ce 

calculer comme suit :                              

                                                                    √ 
 

   
 

 

√  
         

Avec : 

    : Le prix de l’actif sous-jacent. 

  :    La maturité. 

    
  

 
 

 (  
  

 )  

 √ 
 

Cette technique possède l’avantage de pondérer les options selon leur degré de sensibilités a 

la volatilité. 

D’autre auteurs en utilise une troisième formule  qui est une autre forme pondérer  afin de 

réduire le décalage causée par l’écart entre le prix prévu par le modèle et le prix réelle 

l’option : 

 ̂     ∑   ,      ( ̂)- 

 

   

 

Où    est la prime au marchée de l’option et BS est la prime évaluée par le modèle de Black-

Scholes. 
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Les études récentes sur le sujet de l’estimation de la volatilité implicite donne ces trois 

méthodes  présentes. Il existe donc un grand choix possible de méthodes de mesure de la 

volatilité implicite. 

Smile de la volatilité                                           

     La volatilité est l’élément le plus important dans l’équation, il s’agit d’un seul 

paramètre inobservable .Le prix de l’option considéré comme fonction de la volatilité . Si ce 

modèle était parfait, la volatilité implicite doit être la même quelque soit le prix du marché de 

l’option. 

On représente la volatilité implicite en fonction du prix d’exercice de l’option en fixant 

la maturité on trouve l’allure de la courbe semblable à un sourire c’est de là le terme « smile » 

Soit ci-dessous deux courbes tracées en fonction du prix d’exercice de l’option (Strike)  

 

 

  

Courbe1: Volatilité constante Black & Scholes         courbe2 : smile de volatilité 

 

D’après ces deux graphes on peut illustrer la différence entre la volatilité implicite utilisé par 

les opérateurs de marché celle du modèle Black & Scholes qui reste constant. 

Structure par termes de volatilité 

     On appelle structure par termes d’un prix d’exercice K, la fonction    de la volatilité 

implicite pour des maturités T avec K représente habituellement le prix d’exercice à la 

monnaie lorsque  les volatilités historique à court  termes sont  faibles alors que cette volatilité 

tend à être une fonction croissante de la maturité par contre si on a une baisse de la volatilité 

par les opérateurs alors la volatilité tend à être une fonction décroissante de la maturité   
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Surface de la volatilité                               

   La surface de la volatilité est une combinaison de la structure par termes et la courbe 

du « smiling », c’est une représentation en trois dimensions de la volatilité implicite en 

fonction du temps et soit du Strike ou du delta des options cotées sur le marché. 

On ci-dessous la représentation graphique de la surface de la volatilité implicite du CAC 40 : 

 

 

                                         Figure : exemple de représentation de la surface du CAC 40  
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1.5 Les propriétés des séries  financières 

1.5.1 Sérié temporelle  

 C’est une suite d’observations (            ) qui prendre une variable au cours d’une 

période définie. 

 Généralement ces observations sont équidistantes les une des autres (temps discret ; t   N, Z) 

Le temps correspond à un jour un mois ou une année. 

L’ensemble des valeurs    quand  t  varie est appelé processus aléatoire : [         ] pour une 

série temporelle. 

En général les séries de prix d’actif et de rendements présentent quelques  propriétés 

similaires suivant leur périodicité. 

Soit     le prix d’un actif à la date t .On va s’intéresser à une transformation de ce prix par 

rapport a une durée, ou une fréquence d’échantillonnage. C’est le rendement.  

Le rendement à  l’instant t peut être définie par : 

 

 Taux de rendement arithmétique  

     
       

    
 

 

 Taux de rendement géométrique :  

 

        (
  

    
) 

         

Les deux rendements sont liés par la formule suivante : 

 

                  

Dans notre cas on utilise le taux de rendements géométrique et il sera noté par    .le taux 

de rendements géométrique est employé car il est le plus utilisé les diverses recherche, ce 

qui permet de comparer les résultats obtenu, et parceque le taux de rendements 

géométrique permet de relier les modèles en temps discret et ceux en temps continus.  
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1.5.2 Propriétés des séries financières 

1.5.2.1  Stationnarité 

a)Stationnarité forte 

Le processus     est dit strictement stationnaire       *           + tel que      Z et pour 

tout temps       , avec       Z                .   La suite *   
    

      
+ à la même 

distribution conjointe que la suite  *     
          

+ 

b) Stationnarité faible 

Un processus     est dit stationnaire au second ordre si les 3 conditions suivantes sont 

satisfaites : 

i)   (  
 )                  

ii)  (  )       indépendant de temps (constante) 

iii)   (       )    ,(      )(     )-)  

                             ( )    Indépendant de      (    )       

On a alors la première condition qui permet la convergence des moments d’ordre deux, et on a 

la seconde condition signifie que les variables aléatoires    ont la même espérance,   la date t. 

et la      condition porte sur les moments d’ordre deux résumés par la fonction d’auto 

covariance. 

1.5.2.2 Non stationnarité 

La plupart des séries de prix d’actifs financiers    sont généralement non stationnaires 

au sens de la stationnarité de la seconde ordre, tandis que les processus associés aux 

rendements sont compatibles avec la propriété de stationnarités du second ordre. 

1.5.2.3 Excès du coefficient  d’aplatissement (kurtosis) et coefficient d’asymétrie 

(skewness) 

     Le coefficient d’aplatissement (kurtosis) des séries de rendement est plus intéressant 

que celui du bruit gaussien. Le coefficient d’aplatissement (kurtosis) d’une variable aléatoire 

correspond à son moment centré d’ordre 4, le kurtosis  est une mesure de l’épaisseur des 

queues de distribution .Cette mesure fondée relativement à la distribution normale, considérée 

comme une distribution à queue plate et qui possède un coefficient d’aplatissement égale à 3. 
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 Si le kurtosis excède 3, alors  les queues de distribution sont épaisses et la distribution 

est appelé luptokurtique.  

 Si le kurtosis est inférieur à 3, la distribution est dite platikurtique. 

 

La formule de kurtosis s’écrit de la façon suivante : 

 ( )   
,   ( )- 

,     - 
 

 
 

∑ (    ) 
 

 
 

∑ (    ) )  

 

Pour la symétrie, la distribution de l’évolution des cours est généralement asymétrique .il ya 

plus de mouvements forts à la baisse qu’à la hausse des cours c’est-à-dire les rendements 

tendent à baisser qu’à monter. Cela s’explique par la récurrence des chocs. Cette propriété 

met en inscription le phénomène d’asymétrie des séries financières. 

    Le coefficient de Skewness s’écrit de la façon suivante : 

  ( )   
 ,   ( )- 

,     - 
 
 

  

 
 

∑ (    ) 
 

.
 
 

∑ (    ) 
 /

 
 

 

Si le coefficient de Skewness est négatif, la distribution est asymétrique. Cela veut dire que la 

probabilité d’obtenir des valeurs inférieures à la moyenne est supérieure à celle d’obtenir des 

valeurs plus forte que la moyenne. 

1.5.2.4 Hetéroscédasticité 

L’hétéroscédasticite est une caractéristique des séries financières, elle représente le 

caractère non constant de la variance d’une série dans le temps. Pour démontrer facilement 

l’hetéroscédasticité d’une série financière, il est plus intéressant de subdiviser notre série de 

données et en suite de calculer la déviation standard (l’écart-type) de chacune de sous-séries 

et les comparer. 

1.5.2.5 Autocorrélation 

Les rendements ne démontrent qu’une faible autocorrélation, tandis que les carrés des 

rendements sont auto-corrélés à un niveau significatif. 

         L’autocorrélation d’un processus    désigne la corrélation du processus par rapport à 

une version décalée dans le temps de lui –même. L’absence d’autocorrélation  de rendements 



 

14 
 

renvoie à la notion d’efficacité des marchés. Nous rappelons que sous cette hypothèse,  le prix 

d’une action incorpore toute l’information disponible, elle signifie que les cours ne peuvent 

varier entre   et     qu’en raison de l’arrivée de nouvelle information non anticipées. Ce qui 

implique qu’après une hausse des prix d’hier, il a à peu près autant de chances une hausse ou 

une baisse des prix aujourd’hui. Pour l’investisseur, cela signifie qu’il est à priori difficile 

d’utiliser l’information dans les prix passés pour prévoir les prix futurs. 

1.6 Testes statistiques  

1.6.1 Test de normalité 

On peut tester l’hypothèse de loi gaussienne, si les résidus sont indépendant il existe 

puiseurs tests statistiques de normalité, le test le plus utilisé est celle du Jarque-Bera qui est 

fondé sur la notion de skewness (asymétrie) et du kurtosis (aplatissement). 

a)Tests de skewness et kurtosis 

Soit    
 

 
∑ (    ̅)  

    représente le moment centré d’ordre k, le coefficient de skewness  

(  ) est égale à :   

 
  

  

  
  ⁄   et le coefficient de kurtosis     

  

  
  

Si la distribution est normale et le nombre d’observation est grand : 

(  

 
 )    (  √

 

 
 )                   (  √

  

 
 ) 

On construit alors les statistiques : 

   
  

 
   

√  ⁄
           

    

√   ⁄
 

Que l’on compare à  1,96  au seuil    = 5  

Si l’hypothèse     :      (        ) et       (                      ) sont vérifiée 

alors : 

|                             

Sinon l’hypothèse de normalité est rejetée 
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b) Test de jarque-Bera 

        Le test de normalité de Jarque-Bera est également fondé sur les coefficients d’asymétrie 

et d’aplatissement. Il évalue les écarts simultanés de ces coefficients avec les valeurs de 

référence de la loi normale. 

 

La statistique de Jarque-Bera (  )  qui s’écrit : 

    (
  

 
 

(    ) 

  
) 

Elle est distribuée asymptotiquement selon une loi de     à 2 degré de liberté. Si  

    (   )
 ( ), on rejette l’hypothèse     de normalité des résidus au seuil  . 

1.6.2 Autocorrélation  

Il existe un grand nombre de tests d’autocorrélation pour tester si les rendements 

supposé de même loi sont indépendant que l’on connaisse la loi de ces dernières. 

 Test d’indépendance de Box-Ljung : 

Le test de Box-Ljung concerne les k premières autocorrélations, où k égale au quart de 

la taille de la série. Un modèle est homogène si ses résidus ne se comportent comme une 

réalisation d’un bruit blanc.  

On test l’hypothèse nulle    les autocorrélations ne sont pas significatives c’est à dire 

              tel que h prend les valeurs                avec   est le nombre 

de paramètres estimés. 

Pour cela on utilise le test de Box-Ljung qui est basé sur la statistique   définie par : 

   (   ) ∑
 ̂ 

 

   

 

   

 

qui est distribuée selon un      (   ) degrés de liberté, avec  ̂  égale l’autocorrélation 

d’ordre h. 

 

Règle  de décision : 

-On accepte    au seuil   (indépendance des résidus) si        
  

-On rejette    au seuil   (indépendance des résidus)  si        
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 Modélisation     chapitre 2

de la variance 

conditionnelle 
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2.1 Introduction  

     Une nouvelle voie particulièrement riche pour la spécialisation des comportements sur le 

marchée financière   était ouverte par la modélisation de processus ARCH (hetéroscédasticité 

conditionnelle autorégressive, en anglais autoregresive conditionnal heteroscedasticity). 

     A partir des travaux de ENGLE(1982), toute série d’aménagement a été propose afin 

d’adapte l’étude de cas particulier des principale de cette modélisation. 

     Ainsi, les modèles ARCH sont bases sur une paramétrisation endogène de la variance 

conditionnelle puis généraliser en modèles de l’hétéroscédasticite conditionnelle 

autorégressive générale (GARCH en anglais generalized autorégressive conditional 

heteroscedasticity développé par BOLLER-Slev en 1986, Chou et kronen en 1992). 

2.2 Le principe général du modèle ARCH et leurs extensions : 

     Approche ARCH-GARCH a été propose pour prendre en comptes des variances  

conditionnelle dépendant de temps. Le principe général consiste donc  a remettre en cause la 

propriété  d’homoscédasticité que l’on retient généralement dans le cadre du model linéaire. 

Ce principe qui été proposée par Engle(1982) consiste supposer que la variance d’épand de 

l’ensemble informationnelle dont on dispose .Il propose une spécification ARCH(p) ou le 

carrée des perturbation suit un processus autorégressive d’ordre p. Engle a donc proposer ces 

processus pour palier aux insuffisances de la class des présentation ARMA, notamment en ce 

qui concerne les série financières qui présent une volatilité (ou variabilité instantanée mesure 

par la variance conditionnelle ) en fonction du temps et par des ajustements asymétriques.  

Ainsi, les modèles ARCH sont basée sur une paramétrisation endogène de la variance 

conditionnelle. La famille des modèles ARCH peut se décomposer en deux sous-ensembles : 

les modèles ARCH linéaires et les modèles ARCH non linéaires. Les premiers reposent sur 

une spécification quadratique de la variance conditionnelle des perturbations : 

 modèles ARCH (p; q), GARCH (p; q) (ce modèle : GARCH (p; q) est défini par Bollerslev 

(1986). Les modèles ARCH non linéaires sont caractérisés par des spécifications 

asymétriques des perturbations ce sont les modèles EGARCH (p; q),  TARCH(q) et 

TGARCH (p; q) ce qui on va l’abordée. 
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2.3 Modèle ARCH(P) 

    Les processus ARCH (auto Régressive conditional Heteroskedasticity) sont utilisés pour 

modéliser la volatilité d’une série financière 

On sait que le modèle     (   )s’écrivait : 

 ( )    ( )   

                                     Où : 

                                                                            (    
 )       

 

 Or    
  peut ne pas être constant  on peut voire    (       )    

   qui est une variance 

conditionnelle. 

La formule générale ARCH(P) s’écrit comme suit :  

 

     √  
  

 

                                          Avec        
  ∑   

 
           

  

 

Définition : un processus     satisfait une présentation ARCH(1) si 

     √  
  

 

   Où    est un bruit blanc faible tel que   (  )    et   (  
 )    

  

    Avec                
 =        

  

 

Généralement     designe un ensemble de variables aléatoire indépendantes identiquement 

distribuées, centrés et réduites. 

La composante   
  désigne une variable qui conditionnellement a l’ensemble d’information 

des valeurs passées de   , i.e. à processus    est caractérisé par des autocorrélations nulles et 

une variance conditionnelle variable dans le temps en fonction de l’ampleur des l’innovation 

passé. 

On a aussi des résultats intéressant en considérant le processus autorégressif sur    
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Pour simplifier on se limite au cas  ARCH(1)  dans ces conditions : 

                     

                     

             
      

           
  (  

     ) 

Soit  aussi : 

                                               
           

     

 

Où        (   
    

 )  est un processus  d’innovation qui est lui-même une différence de 

deux martingales. 

et en ayant les informations disponible jusqu’à      

                 (       )      avec       c’est l’ensemble  de l’information jusqu’à      

En effet : 

 (       )    ,  
      -   ,  

      - 

                                                                ,       -   ,  
      - 

                  On a:                   ,       -    
  

Par suite on a :                      ,       -     
    

          

                                              ,       -                                    

 

Modèle avec erreurs ARCH(p)  

      

    On considère un processus ARCH pour modéliser directement la série financière, mais les 

résidus d’un modèle linéaire. Prenons l’exemple d’un modèle linéaire auto-régressif avec 

résidus de type ARCH( ) 

 

Définition 

On considère un modèle linéaire auto-régressif de la forme : 

 

    (       )     
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Ou    est un Bruit blanc faible, tel que  (  )    et   (    )             , satisfaisant la 

condition de différence martingale   (       )    , on suppose que ce résidus admet une 

représentation de type  ARCH( ) : 

 

 

              √  
      Avec          ∑       

  
        ( )                      (1) 

 

 

Où      est un Bruit blanc faible tel que :  (  )     et   (  )     et    est u opérateur de 

retard,                     

 

On a alors un modèle qui décrit à la fois l’évolution de l’espérance conditionnelle et la 

variance conditionnelle  du processus    dans le temps. On a le cas le plus simple d’un 

processus de type AR(1) avec erreur ARCH(1) : 

 

                                                                           

 

                                                                 √         
  

 

Avec |  |< 1 dans ce cas, les résidus satisfont quatre propriétés principales  

2.3.1 Propriétés des modèles ARCH 

Propriété 1 

Propriété de différence de martingale :    (       )   0)  et de façon générale on a : 

 

 (       )                  

Preuve : 

 

                          On a :              ,(       -   , ,(        )-   

 

                                                                          ,(      )- 

   

                                                                                           Car             ,        ≥ 1 



 

21 
 

Propriété 2 

La Variance conditionnelle dépendante du temps définie par l’équation :         est non 

constant dans le temps t vérifie 

 

                                                 (       )  =    .
    

 

    
/    

     
               

 

C’est la propriété centrale d processus ARCH, le processus    a une variance conditionnelle 

qui dépend du temps. 

Preuve : Nous avons que   (       )  = 0    et    (       )   (  
      )  par itération 

successive on a : 

 

  
     [1+     

        
   -             

           
            

     
  

 

   En considérant l’espace conditionnelle d chacun de nombre, on obtient : 

 

                         (  
      )     .

    
 

    
/  ∑   

    
    ,         -    

  ,    
      -   

 

En utilisant la définition du bruit blanc on a : 

 

     ,         -                   et  ,    
      -       

   , on trouve la formule de 

la variance : 

                                            (       )  =    .
    

 

    
/    

     
              

 

Si  s tend vers l’infini ces variances conditionnelles convergent vers la variance non 

conditionnelle, et l’on retrouve alors la formule : 

 

                                                            ,  -       
   

 ,       - 

 

                                                                   
   

0  .
    

 

    
/    

     
 1   

  

    
 

 

     Car        et          
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La variance non conditionnelle td définie donc par l a relation : 

  

                                                              ,  -   
  

    
 

 

Ce qui explique les contraintes sur les paramètres de la représentation ARCH :        

et          . 

 

Propriété 3 

On peut définit les auto-covariances conditionnelles du processus par l’équation : 

 

     √  
  

 

                 ,            -                     

 

Le processus est donc un processus sans mémoire conditionnellement à               

 

Preuve : 

                 ,            -   ,           -   ,           -    ,       -  ,         - 

  

                                               ,           - 

 

                                               ,             -     - 

                                         

                                               ,   ,           -     - 

                            

                                              ,       - 
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L’absence de corrélation entre les valeurs d’un processus  ARCH est une caractéristique très 

important de cette famille de modèle, qui le rend utiles pour modéliser certaines séries 

financières.  

 

Propriété 4 

 

i)-Le processus    a un moment conditionnel centré d’ordre 4 vérifié : 

 

 ,  
      -   (         

 )  

 

ii)-Sous l’hypothèse     
    , le moment conditionnelle centré d’ordre quatre du processus  

   est égale à : 

                            

                         ,  
 -   ,  

  
     

 

    
   

  ,    
 - 

 

                                                                              
  

 (    )

(     
 )(    )

 

 

iii) La kurtosis non conditionnelle associée au processus ARCH(1) est : est le rapport du 

moment centré d’ordre 2. Pour le processus ARCH(1) suivant : 

 

                                    

                                                       (    )  (      
 ) 

 

      

   
 (  

 )

 (  
 )

 

   
 

(    ) 
  

    
 

     
 

.
  

    
/    

 
(    

 )

     
  

 

Où     toujours  supérieur à 3 qui est la kutrtosis de la loi normale. 

 

Un processus ARCH à donc toujours une distribution leptokurtique (la série possède des 

queues de distribution plus épaisse que celle d’une loi normale,     0
    

 

     
 1    
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Preuve : 

i) si on a une variable centré X suit une loi normale centré, alors : 

 

                                 (  
 )   ( ( ))

 
  ( (  ))  

Alors : 

                            ,  
      -   ( (  

      ))
 
 

 

                                               (         
 )  

ii) sous l’hypothèse     
    on a : 

                                

                             ,  
 -   , (  

      ) 

 

                                          , (         
 ) - 

         

                                           ,  
           

    
     

 - 

 

                                          ,  
        (    

 )    
  (    

 )- 

 

                                          ,  
       

  

    
   

  (    
 )-   

                                         
  

  (    )

(     
 )(    )

 

 

iii) les résultats précédents nous donnent : 

 

   
  

  (    )

(     
 )(    )

(    
 )

  
  

 

                                                    
(    

 )

     
    

 

Ces propriétés sont plus généralisées dans le cas d’un ARCH(p).                                                                                                                                                                                                                                
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2.4 GARCH (p,q) 

      C’est un modèle ARCH généralisé, car dans ce type des modèles, l’information lus 

éloignée dans le passé sur la variance conditionnelle des erreurs est prise en compte dans la 

spécification de celle-ci en y incluant les valeurs des variances décalées. BOLLERSLEV 

(    )        

 

On considère un modèle linéaire autorégressif exprimé sous la forme suivante : 

                                   

                                  (       )                      Où       est un BB faible 

 

Tel que      (       )    

                                                                                         

On suppose toujours que le processus     peut s’écrire sous la forme : 

                                           

                                                                             √  
         Où        est un BB faible 

 

Pour la variance conditionnelle, BOLLERSELV(    )  définit le processus  

GARCH (   )  comme suivant : 

 

  
     ∑       

  
    ∑       

   
       ( )  

   ( )  
             (2) 

       Où L l’opérateur de retard. 

 

Avec                 ,           et                  suffisantes pour 

garantir la positivité de    
  

 

GARCH faible 

Un  GARCH faible représente tout bruit blanc faible          tel que : 

 

  ,       -           

 

                            telles que 

 

                             
   (       )     ∑       

  ∑   
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GARCH semi-fort 

Un GARCH semi-fort est le processus    appelé par le processus    et     qui sont 

supposé deux bruit blancs faibles, lorsqu’il s’agit d’une différence martingale avec un 

processus d’innovation    qui est lui-même une différence de martingale. Les processus 

GARCH semi forts correspond avec l’idée initiale d’Engle et Bollerslev car si on suppose 

que    est une différence de martingale alors on a :           
    et    

  représente la 

variance conditionnelle à l’information passée de    . 

 

GARCH fort 

 

Dans le cas d’un GARCH fort on a l’innovation standardisée    soit un bruit blanc fort.                

                                              

2.4.1 Les Propriétés des processus GARCH 

 

On déduise les propriétés des processus GARCH par la même façon que nous avons 

développé les propriétés des processus ARCH.  

 

Propriété 1 : 

Le processus  est un bruit blanc  si  (  
 )      

 

  On a :                          (  )   ,        )-        

 

                  et                                 (       )   ,      -  

                                                                                         

                                                                            ,      (       )- 

                                                                                                   

                                                                                                  

     Propriété 2 

 

Une condition nécessaire de l’existence de la variance d’un processus      (   ) est : 

 

∑   

 

   

 ∑   
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Remarque : 

On constant que si cette condition est vérifie, elle est également suffisante. Alors le processus  

GARCH est faiblement stationnaire ou stationnaire ou seconde ordre. 

 

Si l’inégalité précèdent est saturé alors : 

 

 

       ∑   
 
    ∑   

 
         Donc le processus est intégré ainsi on a un processus IGARCH 

 

2.4.2 Modèle  GARCH (1,1) 

 

Le modèle      (   ) est suffisant pour modéliser les données empiriques sur le marché 

financière et il est donné par l’équation : 

 

          

 

Avec                      √  
     et                 

        
  

 

avec        ,       et       dans ce modèle  les carrés des résidus suivent un processus 

    (   ) 

 

                                            
     (     )    

            

 

Ce processus est stationnaire pour            ,       ou            
    

   (processus 

d’innovation pour     
  

 

Sous la condition de stationnarité du second ordre         la variance non conditionnelle 

du processus    est définie et constant dans le temps. Sachant que     (  )   (  
 )  il suffit a 

partir de la forme ARMA(   ) sur    
  de définir la variance du processus : 

              

                                                     (  )  
  

  (     )
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2.5     Estimation des paramètres ARCH et GARCH  

2.5.1        L’estimation des paramètres ARCH  

      L’estimation des paramètres de modèles ARCH se base très souvent sur la maximisation 

de la fonction de vraisemblance. Par hypothèse    est conditionnellement gaussien. La 

vraisemblance associée à    conditionnellement au passé      est donc : 

 

 (      ⁄   )  
 

  √  
    (

   
 

   
 ) 

Et dépend du vecteur de paramètre : 

  (            )  À travers    

La fonction de vraisemblance de (            )  conditionnelle a   = , par conséquent 

 (      ⁄   )  ∏
 

  √  
    (

   
 

   
 )

 

   

 

L’estimateur est définit comme vecteur : 

 ̂  ( ̂         ̂   ) 

Qui maximise le logarithme de cette fonction de vraisemblance  

 

 ̂              (              ) 

2.5.2 Estimation des paramètres GARCH 

 

L’estimation par maximum de vraisemblance d’un modèle ARMA est rendue plus 

difficile que celle d’un processus autorégressif pur, puisque le processus d’innovation 

n’est pas directement observé, le même phénomène survient lorsqu’on tente de 

maximiser la vraisemblance d’un processus GARCH. En effet, la vraisemblance 

associée à    conditionnellement au passé      s’écrit : 

 (      ⁄   )  
 

  √  
    (

   
 

   
 )                          (3) 
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Mais cette fois la variance    dépend donc des valeurs passées de la variance 

conditionnelle     
          

 .Ces valeurs n’étant pas observées en pratique, la  

maximisation discrète de la vraisemblance est rendue impossible. En pratique en 

estime successivement  la valeur de (  
    

          
 ) avant de calculer la 

vraisemblance . ainsi, pour un vecteur : 

 

 ́  (    ́       ̂   ́       ́ )  

 

Fixe de paramètres, on calcule récursivement : 

 ̂ 
    ́  ∑  ̀ 

 

   

    
  ∑  ̀ 

 

   

 ̂   
  

 

Avec la convention           
     si       On remplace donc la fonction de 

vraisemblance ( ) par : 

                       (            ̀ )  ∏    (      ⁄   ̂) 
    

Cette fonction de vraisemblance peut être calculée pour différent valeur du vecteur  ́ et sa 

maximisation donne l’estimateur de maximum de vraisemblance. 

2.6 Modèle IGARCH (p,q) 

 

      Les processus       (   ) proposés par Engle et Bollerslev(1986) correspondent 

au cas d’une racine unitaire dans le processus de variance conditionnelle ces modèles sont 

caractérisés par un effet de persistance dans la variance  c’est-à-dire qu’un choc sur la 

variance conditionnelle actuelle se répercute sur toutes les valeurs futures prévues. 

 

Un processus    satisfait une représentation IGARCH (   ) si et seulement si : 

 

                                (       )    
     ∑       

  ∑       
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∑    ∑   

 

   

 

   

   

                

 

On a IGARCH(   ) proposé par NELSON (    ) représente l’exemple le pus simple tel 

que : 

                             (       )    
     ∑       

  ∑       
  

   
 
         

 

                                        

Ce processus a des prévisions de la variance conditionnelle aux différents horizons k de la 

forme : 

                          (    
    )  (     )   

    ∑ (     )    
    

Si on a : 

Si          ,alors le processus     est stationnaire et un choc sur la variance 

conditionnelle   
   une influence décroissante et asymptotiquement négligeable sur  

     
   si k tend vers l’infini. 

Si        , on a : 

                                                 (    
    )    

         

On peut retrouve les propriétés de prévision sur une marche aléatoire en présence d’un terme 

constant   (    
    ) diverge avec k. 
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2.7 Model  GARCH-M 

      On peut trouver plusieurs extensions des modèles ARCH et GARCH utilisée dans le 

domaine de la finance. Engle, Lilien et Robbins (1987) ont propose des modèles GARCH-M 

(General Autorégressive conditionnel heteroskedasticity in Mean) ou la variance 

conditionnelle est une explicative de la moyenne conditionnelle. Ces processus semble ainsi 

plus adaptes a une description de influence de la volatilité sur le rendement des titres ce qui 

parait assez réaliste pour les cours boursiers.  

Définition : 

      L’écriture de modèle GARCH-M porte sur la non stationnarité de son processus de la 

variance conditionnelle  et par une variance non conditionnelle infinie. 

Soit un processus     , d’espérance  ,  -    (pourquoi), satisfaisant une représentation du 

type GARCH-M(   ). Ce processus s’écrit sous la forme suivante : 

          
    √  

          ,      ⁄ -    √  
             (4) 

       √  
     

   
     ∑       

 

 

   

 ∑       
 

 

   

 

          et                                         ,      ⁄ -         

       ,      -  ⁄    ,      -    
 ⁄  

En plus de la forme linéaire de l’écriture de    ci-dessus ; on peut envisager différent 

variantes de la relation entre la variable dépendante de    et la variable conditionnelle. 

Par exemple en peut considérer les cas suivants : 

                        

             
     

                      

        √  
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2.8 Modèles ARCH/GARCH asymétriques 

2.8.1 Introduction  

    La seconde grande approche couvre les modèles ARCH non linéaires et plus 

particulièrement la prise en compte des phénomènes asymétriques. L’idée est que l’effet et 

hétéroscédastique n’est sans doute pas le même suivant que l’erreur précédente est positive ou 

négative. Deux grandes classes de modèles ont été proposées : 

 

    Nelson (1990) s’est intéressé aux évolutions asymétriques de la variance à l’aide des 

modèles EGARCH (Exponential Generalized AutoRegressive Conditional Heterosedastic). 

 

Engle et Bollerslev (1986) ont étudié les modèles ARCH à seuils (TARCH) où la variance est 

une fonction linéaire définie par morceaux qui permettent différentes fonctions de volatilité 

selon le signe et la valeur des chocs. Rabemananjara et Zakoian  (1991) ont proposé une 

généralisation avec les modèles TGARCH 

 

2.8.2 Modèle EGARCH: 

Exponentiel GARCH (EGARCH(   )) a était proposer par Nelson(1991), ce processus 

donne a la variance conditionnelle la définition suivants : 

Définition 1 : 

Un processus    satisfait une représentation EGARCH (   )  si et seulement  si : 

     √  
  

   (  
 )     ∑    (    )

 

   

 ∑      (    
 )

 

   

 

Où le résidu normaliser     est un bruit blanc et ou la fonction g(.) vérifier :  

 (    )         (              ) 

Avec      : coefficient de signe 

              : Coefficient de l’asymétrie  
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Si l’on pose                   la variance conditionnelle de    peut se récrire sous la 

forme : 

   (  
 )     ∑       

 
    ∑   (        ⟦    ⟧

 
   )  ∑       (    

 ) 
               (5) 

Avec       
    

    
    l’erreur standardisée 

Dans le cas d’ un processus EGARCH(1,1), nous avons donc : 

   (  
  )              (        ⟦    ⟧        (    

 ) 

Deux remarques doivent être faite à ce niveau : 

Remarque  

     L’écriture porte sur algorithme de la variance conditionnelle    
  de    , en conséquence 

aucun restriction na besoin d’être imposer sur les déférents paramètres de l’équation pour 

assurer la positivité de   . 

La variance conditionnelle   fait apparaitre un effet de signe, correspondant a        ,et un 

effet d’amplitude mesure par   (        ⟦    ⟧ ). 

(     )  Plus le choc est important, plus la volatilité augmente. 

 (     )  Plus le choc important, plus la volatilité  diminue. 

 

Le modèle EGARCH permet de rendre compte de l’asymétrie dans la réponse de la variance 

conditionnelle. 

    La symétrie des chocs positives et négatives (     ) 

    L’asymétrie des chocs positives et négatives   (      ) 

 

Dans ces expressions, la valeur de  ⟦    ⟧ dépend bien évidement  de la loi suppose de    . 

On a ainsi pour les 4 distributions retenues ici : 

             ⟦  ⟧  √
 

 
                              Loi Gaussien.                                             

            ⟦  ⟧   
 (

 

 
)√   

√ (   ) (
 

 
)
               Loi de student (  ). 

           ⟦  ⟧  
    (

   

 
)

.  
 

 
/√ (   ) (

 

 
)
          Loi de student dissymétrique paramétrée en                                                                             

          ⟦  ⟧  
 (

 

 
)

√ .
 

 
/ (

 

 
)

                        loi GED de paramètre . 
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2.8.3 Modèle Threshold GARCH (TGARCH) 

      La modélisation ARCH ou GARCH à seuils consiste intégrer l’effet d’asymétrie dans 

les spécifications quadratiques de la variance conditionnelle des erreurs, si bien que le 

signe et l’amplitude d’un choc dans les erreurs décalées soient déterminants quant à ses 

effets sur la variance conditionnelle au temps t. 

      Un processus    satisfait une représentation TGARCH(   ) si et seulement si : 

                                                  √  
  

  
     ∑       

  
         

      ∑   
 
       

              (6) 

  Où           si        et        sinon Avec      : variable ditchotmique 

permettant de capter l’effet  levier ou d’asymétrie 

Les hypothèses à vérifier sont : 

 

    (   ) Absence d’asymétrie 

    (   ) Existence d’asymétrie 

2.8.4 Modèle APARCH 

     Introduit par Ding, Granger et Engle (1993) le modèle APARCH est l’un des plus 

intéressants notamment parcequ’il admet comme cas particuliers plusieurs autres processus 

existants. 

 

     Un processus    satisfait une représentation APARCH (p ,q) si et seulement si : 

 

                                   

                                                                √  
  

  
     ∑   (             )

  ∑   
 
   

 
       

             (7) 

Où √  
   est l’écart-type conditionnelle de    et    est un bruit blanc faible. La positivité 

   est assurée par les conditions : 
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      La stationnarité au second ordre d’un processus APARCH nécessite : 

 

∑    ,(             )
 ]  ∑       

 

 

   

 

   

   

     Dans le cas d’un processus APARCH(   ) on a : 

  
       (             )        

  

On remarque en particulier que : 

Un processus APARCH(   ) correspond à un processus ARCH lorsque  

 

                          

 

Un processus APARCH(   ) correspond à un processus GARCH lorsque 

                

 

2.9 Arbitrage entre la modélisation ARMA sans effets ARCH et celle 

avec effets ARCH 

     Lorsqu’on cherche à déterminer, dans la famille ARIMA, le processus qui permet de 

reproduire au mieux le mode opératoire d’une chronique (par principe de parcimonie), il 

est indispensable d’étudier la volatilité de celle-ci ou d’y tester la présence d’effets 

ARCH, surtout s’il s’agit d’une variable financière ou monétaire. En fait, la présence 

d’effets ARCH est synonyme d’autocorrélation de la variance des résidus, avec comme 

corollaire l’inflation de la variance ou la non stationnarité en variance, la non normalité, 

et donc la non linéarité de la série concernée. Alors, pour tester la présence d’effets 

ARCH dans un processus, l’on peut procéder par une série de tests dont : 

 L’analyse graphique des séries brutes et stationnaires  

 L’étude des statistiques descriptives de la série  

 Les tests de marche aléatoire et de présence d’effets ARCH d’ordre supérieur à 3 
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2.9.1 L’analyse graphique 

    En représentant sur un même graphique les séries brute et filtrée, l’on aura à présumer 

l’existence d’une hetéroscédasticité conditionnelle si la série laisse présager des fortes 

variabilités ou une non stationnarité en variance. 

2.9.2 L’étude des statistiques descriptives 

     L’une des caractéristiques des processus ARCH est la non normalité (ou non linéarité) 

de la série. La statistique de Jarque-Bera, ainsi que sa probabilité associée conduisent 

l’inférence. 

2.9.3  Le test de marche aléatoire 

Basé sur la statistique de Ljung-Box, le test de bruit blanc permet de juger de 

l’hetéroscédasticité de la variance conditionnelle des erreurs lorsque l’on s’intéresse aux 

corrélogramme des carrés des résidus. Ces derniers permettent de tester : 

   : La spécification est du type ARMA (termes du corrélogramme significativement    nuls       

   : La spécification est du type ARCH (termes du corrélogramme significativement différent 

de zéro) 

 

Aussi, le test ARCH d’hetéroscédasticité d’ordre    appelé aussi test du multiplicateur de 

vraisemblance – renseigne sur la nécessité ou pas d’une modélisation du type ARCH. Les 

hypothèses du test sont : 

 

    Absence d’effets ARCH d’ordre    (       ) 

     Existence d’effets ARCH d’ordre    (       ) 

 

En outre si l’on considère la spécification des erreurs du type ARCH(p) suivants : 

 

  
           

        
          

  

Les hypothèses à vérifier sont : 

 

   Modèle linéaire ARMA(     
 ) 

   Modèle linéaire ARMA(     
 ) 
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2.9.4 Choix du processus ARCH adéquat (optimal) 

   En présence d’une hetéroscédasticité conditionnelle de la variance des résidus, le choix 

sur un processus ARCH adéquat est guidé par plusieurs critères, notamment le caractère 

marche aléatoire des résidus issus de la variance conditionnelle. 

Par ailleurs, l’arbitrage peut aussi se faire comme suit : 

Modèle ARCH vs GARCH 

  Partant de la spécification des erreurs de la forme GARCH (p, q) suivante : 

  
     ∑       

 

 

   

 ∑       
 

 

   

 

L’on peut tester si : 

         Modélisation ARCH des erreurs(     ( )        ) 

         Modélisation GARCH des erreurs(     ( )         

 

Modèle GARCH vs IGARCH 

Si la série brute sous-étude est non stationnaire, le modèle GARCH fait place au modèle 

GARCH intégré (IGARCH). 

Modèle GARCH vs EGARCH 

 Le modèle GARCH fait place au modèle TGARCH en présence d’effets seuils, c .a .d quand 

     est statiquement significatif dans  l’expression  (5). 

Modèle GARCH vs TGARCH 

      Le modèle GARCH fait place au modèle TGARCH en présence d’effets seuils, c.à.d. 

Quand « » est statistiquement significatif dans  l’expression (6). 

Modèle ARCH ou GARCH vs ARCH-M ou GARCH-M 

       Les modèles ARCH ou GARCH font place aux modèles ARCH-M ou GARCH-M si le 

paramètre associé à la variance conditionnelle «  
 » est statistiquement significatif 

(expression(4)), ou si graphiquement les fortes inflations lisibles sur la série brute 

correspondent aux fortes variabilités (lisibles sur la série filtrée) de la série concernée. 
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3.1 Introduction : 

Dans ce chapitre, nous allons présenter  des applications numériques sur des données réelles 

du prix Diesel. On modélise les rendements de notre série avec la méthode de Box Jenkins, 

Dans le but de trouver l’équation de la volatilité des résidus. 

On commence par des  modèle linéaire ARCH, GARCH, ARCH-M ensuit on les modélise 

avec les modèles  non linéaire EGARCH, TGARCH, APARCH. 

 

3.2 Méthodologie de Box et Jenkins 

Wold (1954) montre que le modèle ARMA permettent de représenter la plupart des 

processus stationnaires. L’approche de Box et Jenkins (1976) consiste à étudier les séries 

chronologiques à partir de leurs caractéristiques afin de déterminer, parmi les modèles 

ARMA, le plus adapté à représenter le phénomène étudié. 

Les principales étapes de la méthode de Box et Jenkins sont résumées par l’organigramme 

suivant : 

 

Organigramme de la méthodologie de Box-Jenkins 

ANALYSE   PRELIMINAIRE 

 

STATIONARISATION 

 

IDENTIFICATION 

 

ESTIMATION 

 

VERIFICATION PREVESION 
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 Analyse préliminaire  

Une meilleure observation de la série est possible grâce à la représentation graphique. 

En effet, on représente les données sur un graphique à deux axes, ou le phénomène étudié (x) 

serait en fonction du temps. 

Quelques fois une simple visualisation du graphe nous aide à prendre des options sur les 

variables. On peut, par exemple abandonner une partie des données au début de la série, 

corriger les données aberrantes, transformer les donnés disponible, etc. 

 Stationnarisation de la série  

Avant tout traitement de la série, il faut s’assurer que celle – ci est stationnaire : si on 

constate l’existence d’une composante saisonnière de périodicité s, par l’apparition de pics 

importants aux retards 1s, 2s, 3s,… dans la fonction d’autocorrélation simple ou par une 

simple visualisation du graphe, il convient de la retirer avant tout traitement statistique. 

Si l’étude du corrélogramme simple présage une série affectée d’une tendance
,
 il convient 

d’en étudier les caractéristiques selon les tests de Dickey –Fuller. La méthode d’élimination 

de la tendance est fonction du processus DS ou TS sous –jacent à la chronique étudiée. 

 Identification du modèle adéquat  

Cette phase est la  plus importante et la plus difficile dans la méthode de Box-Jenkins. 

Elle consiste à détecter le modèle adéquat parmi les modèles ARIMA, c'est-à-dire déterminer 

les paramètres p, d et q correspondants. L’étude est basée sur l’analyse des corrélogramme 

simple et partiel. 

Une fois la série stationnarité, nous identifions les paramètres p, d et q de la manière 

suivante : 

Si le corrélogramme simple n’a que ses q premiers termes différents de zéro et que les termes 

du corrélogramme partiel diminue exponentiellement ver zéro, nous pouvons pronostiquer un 

MA (q) 
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Si le corrélogramme partiel  n’a que ses p  termes différents de zéro et que les termes du 

corrélogramme  simple diminuent  exponentiellement ver zéro, nous identifions  un AR (p). 

Si les fonctions d’autocorrélation simple et partiel ne paraissent pas tronquées, il s’agit alors 

d’un processus ARMA. 

 Estimation des paramètres  

Une fois le modèle identifié, l’étape suivante consiste à l’estimer. La méthode 

d’estimation diffère d’un modèle à un autre. Dans le cas AR (p), nous pouvons appliquer une 

méthode des moindres carrés ordinaires
 
 ou bien utiliser les relations existantes entre les 

autocorrélations et les coefficients du modèle. 

Par contre l’estimation d’un modèle MA (q) s’avère plus complexe. Plusieurs 

méthodes itératives ont été proposées dans cette optique ; exemple : estimation de type 

balayage proposées par Box-Jenkins. (Mais l’utilisation de cette dernière engendre deux 

difficultés : le nombre de paramètres doit être au plus égale à 3 et la plage de variation de ces 

paramètres, délimitée par les conditions de stationnarité et d’inversibilité, est généralement 

trop complexe pour être déterminé). 

 Test d’adéquation du modèle : 

Dans cette partie, nous examinons les résultats de l’estimation d’un modèle ARMA 

(p,q) (vérification de la procédure itérative ) à savoir les paramètres , les racines des 

polynômes autorégressifs et /ou moyenne mobile et les résidus du modèle . 

 Test sur les paramètres : 

Touts les coefficients du modèle retenu doivent être significativement différents de 

zéro. Il convient donc d’utiliser le test de student (la régression linéaire multiple). 

D’autres conditions concernant les paramètres : 

- La condition de la stationnarité : il faut que touts les paramètres autorégressifs soient 

en module strictement inférieurs à 1. 

- La condition d’inversibilité : il faut que tous les paramètres moyens mobiles soient en 

module strictement inférieurs à 1. 

-  
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 Test sur les résidus : 

Une fois l’ordre du modèle validé, il reste à établir que les résidus i résultent d’un 

bruit blanc. 

Une analyse des autocorrélations de ces résidus peut déjà fournir une image graphique et une 

réponse partielle. 

Un test de validation du modèle est néanmoins nécessaire. Plusieurs tests permettent d’établir 

si oui  ou non les i  sont non corrélés ; test de Ljung-Box  et test de Jarque Berra (voire le 

chapitre 2). 

Une fois la non corrélation des résidus établie, (et donc le modèle validé) on peut vérifier 

si oui ou non ces derniers sont gaussiens par des tests de normalité, nous utilisons le test de 

Jarque-Bera ,plus spécialisé dans le domaine des séries financières qui nous concerne 

 Prévision : 

        Les prévisions peuvent être calculées pour les modèles retenus en utilisant les 

principes développés et illustrés pour les modèles ARMA. 
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3.3  Etude de la série des rendements ʺDieselʺ par la Méthode de Box-

Jenkins  

 

Nous disposons de 898 observations  de prix de Diesel en dollar pour la période du 

juillet 1995 à septembre 2012 

Analyse préliminaire 

 Avant tout d’analyse une série il est indispensable d’étudier le graphe présentant sont 

évolution, car ce dernière nous donne une idée globale sur les caractéristiques du processus 

générant cette série à savoir la stationnarité, la tendance la saisonnalité. 

      La série représente l’évolution hebdomadaire des prix de Diesel en dollar par gallon 

sur une période allant de 03/07/1995  à  10/09/2012 (on note PDT) 

Voici le graphe de notre série de prix de diesel par gallon : 

 

 

Figure 1: l'évolution du prix de diesel en dollar 

La lecture visuelle de ce graphe exhibe une non stationnarité en moyenne et en variance.  

     A partir de ces données, nous calculons les rendements :  

                               (      ⁄ )           Pour          . 
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Figure 2: l'évolution des rendements en fonction de temps 

Stationnarité de la série des rendements 

     D’après le graphe on peut voir que la série des rendements semble stationnaire c’est-à-dire 

a moyenne de la série se située sur une droite parallèle à l’axe des abscisses. 

Test de la Normalité 

     Les tests sont effectués à partir des valeurs empiriques des coefficients de skewness, 

kurtosis et la statistique de jarque-Bera données par le logiciel Eviews. 

D’après le logiciel on obtient l’histogramme suivant : 

 

 

Figure 3: Histogramme et statistiques 
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      Le coefficient de skewness (0,619361) est différent de zéro (valeur théorique du 

coefficient de skewness pour une loi normal). 

Ce coefficient montre la présence de l’asymétrie de la courbe de la série, le coefficient 

d’asymétrie positive, cela nous permet de dire que la distribution étalée vers la droite, 

l’asymétrie peut être un indicateur de non linéarité 

      Le coefficient de kurtosis(5,85) est élevé, qui est supérieur à la valeur de kurtosis de la loi 

normal qui est 3, la valeur de ce coefficient trouvé indique que la courbe de la série est 

luptokurtique. 

Test skewness: 

                                On rejette l’hypothèse nulle d’asymétrie 

Test de kurtosis  

                                  On rejet l’hypothèse nulle d’aplatissement 

Statistiques de jarque-Bera Test de skewness 

 

                      
                   

Le test de jarque-Bera rejette l’hypothèse nulle de la normalité de la série de rendement 

Stationnarité de la série : 

Test de Dickey-Fuller Augmenté   

On applique le test de DF pour affirmer ou confirmer notre hypothèse concernant la 

stationnarité de processus qui génère la série RPDT, on a besoin de déterminer le retard qui 

minimise le critère AIC et SIC qui est égal a 2 par la suite on estime par la méthode des 

moindre carrée avec le retard égal a 2 de trios modèles : 
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Modèle [3] :                          

 

 

Tableau 1: modèle [3] 

 

D’après le tableau la valeur DF= -12,62 est inférieure aux valeurs critiques (1% ,5%,10%) 

donc la série (RPDT) n’admet pas une racine unitaire 

En même temps nous nous constatons que la tendance n’est pas significativement  différents 

de Zéro, puisque sa t-statistiques qui est égale à 0,33 est inférieur aux valeurs de la tendance 

déterministe sur la table de Dickey-Fuller (3,48 ; 2,78 ; 2,38) respectivement au seuil 

1%  5% et 10%. 

On passe au modèle [2] 
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Modèle [2] :                      

 

 

Tableau 2: modèle [2] 

Notre attention va donc se poser sur la t-statistique de DF qui reste toujours inférieurs aux 

valeurs critiques (1% ; 5% ; 10%) ce qui confirme la stationnarité de la série ,la t-statistique 

de la constante égale 1,10 est  inférieur aux valeurs critique par Dickey-Fuller au seuil(1%5% 

10%) qui sont respectivement (3,18 ; 2,52 ; 2,16) donc la constante n’est pas significativement 

diffèrent de zéro, on passe au modèle [1] 

 

 

 

Modèle [1] :                    
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Tableau 3: modèle [1] 

D’après le tableau, nous constatons que la statistique ADF est égal a (-12,574) est inférieurs 

aux valeurs tabulé par Dickey-Fuller aux seuils (1% ; 5% ; 10%), alors la série RPDT ne 

possède pas de racine unitaire d’où  la série RPDT est stationnaire. 

 

 

Spécification de model : 

Comme la série des rendements n’admet pas ni saisonnalité ni différenciation, on va la 

modéliser par un modèle  ARMA (p ,q). 

Pour identifier l’ordre des paramètres du model en fait référence au corrélogramme de la série 

RPDT 
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  Tableau 4 : corrélogramme de la série RPDT 

L’analyse de corrélogramme partielle de la série RPDT montre qu’aux retarde (K=1 ,2) les 

termes sont a l’extérieur de l’intervalle de confiance et ce qui concerne le corrélogramme 

simple, globalement on remarque que les valeurs de fonction d’autocorrélation simple sont 

élevée aux déférente retarde (K=1, 2,3) ce qui nous amène a estimé plusieurs modèles dont on 

choisit : ARMA (1 ,1). 

Estimation des paramètres  

Le tableau suivants contient l’estimation du modèle qui a été choisis car il présent des critères 

de pouvoir prédicatif meilleur que ces des autre modèle estimer (a savoir : R-squard, 

statistique de ficher : maximum ; Sum squard resid, AIC et SIC : minimum ; Durbin-Watson 

stat : proche de 2) 
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Tableau 5: Estimation des paramètres du modèle ARMA(1,1) 

Validation du modèle 

Test sur les paramètres 

Tous les coefficients de modèle choisis sont significativement différents de zéro puisque leur 

statistique en valeur absolu est supérieure à la statistique de student 1,96              

 Les probabilités  des composant AR et MA sont tout inferieur a (0 ,05) 
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La représentation graphique des inverses des racines de polynôme des retards moyennes 

mobile et autorégressif nous constatant que : 

 les inverses des racines fournies par Eviews  sont tous en module inferieur à 1. 

Test sur les résidus 

 

Figure 4 : Série réelle, estimée et résidus 

A partir de la représentation graphique des série résiduelles, réelle  et estimée, nous 

constatons que : 

Le graphe de la série estimée est proche de celui de la série réelle. 
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Le modèle ARMA(1,1) explique bien le processus RPDT. 

 

Examiner du corrélogramme des résidus  

 

Figure 5: Corrélogramme des résidus 

Apres l’examen du corrélogramme des résidus on remarque :  

 Les pics sont à l’intérieur de l’intervalle de confiance. 

 Les probabilités sont supérieures à (0,05). 

 

Test de normalité : 

D’après le logiciel on obtient l’histogramme suivant : 

 

Figure 6: Histogramme des résidus 

Test de skewness 
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On rejette l’hypothèse nulle d’asymétrie. 

Test de kurtosis  

                               

On rejet l’hypothèse nulle d’aplatissement. 

Statistique du jarque-Bera 

On a                         ,   donc On rejette l’hypothèse    de normalité. 

Ces indicateurs de la forme et l’analyse du graphe des résidus, indiquent qu’il ya une présence 

de volatilité. 

 

 

 

Figure 7: Corrélogramme des résidus aux carrés                              

D’après le corrélogramme on voit des pics significativement diffèrent de zéro alors les    sont 

pas des bruit blanc ce que l’on confirmera par le test de Box-ljung : 

      (  )              
 (  )        

 Le pic de retard est significatif, ainsi on rejette l’hypothèse    c’est-à-dire les résidus ne 

forment pas un bruit blanc. Donc il existe un effet ARCH, pour confirmera on’ applique le 

test de multiplicateur de Lagrange, les résultats sont présentés sur le table (6): 
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Tableau 6: Test ARCH 

 

On a : 

  (       )             ( )
          Donc les résidus ne forment pas un bruit blanc 

gaussien, il existe un effet ARCH ou GARCH, il faut modéliser la variance conditionnelle  

 

 

3.4 Etude de la volatilité de la série ‘‘prix du Diesel ’’ 

 

 Estimation de modèle ARMA(1,1) avec erreur ARCH( ) : 

Pour Estimer le modèle ARCH( )  nous allons utiliser le logiciel Eviews, l’estimation se 

résume dans le tableau suivant :  
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Tableau 7 : Estimation du modèle ARMA(1,1) avec erreur ARCH(1) 

Le tableau de l’estimation montre que les| z-statistiques| des paramètres sont supérieurs à 1,96 

au seuil 5 %. 

 Les coefficients de paramètre de l’équation de la variance sont significativement différents de 

zéro et positifs, donc vérifient les contraintes assurant la positivité de la variance.  
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Figure 8: volatilité du modèle ARMA(1,1) avec erreur ARCH(1) 

 

D’Apres ce graphe on remarque que la volatilité est non constante (hétéroscédastique),  

L’équation du modèle ARMA(1,1) estimé est : 

                                            

Avec         √  
  

Dont la variance conditionnelle ARCH(1) est donnée par : 
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Estimation du modèle ARMA(1,1) avec erreur GARCH(   )  

Nous allons résumer l’estimation de ce modèle dans le tableau suivant : 

 

 

Figure 9: Estimation du modèle ARMA(1,1) avec erreur GARCH(1,1) 

Le tableau de l’estimation de GARCH(   ) illustre que les| z-statistiques| des paramètres sont 

supérieurs à 1,96. De cela nous retenons  ce modèle et que les coefficients de paramètre de 

l’équation de la variance sont significativement différents de zéro et que les coefficients de 

l’équation de la variance vérifient les contraintes qui assure la positivité de la variance.  

L’équation du modèle ARMA(1,1) estimé est : 

                                                                       Avec               √  
  

Dont la variance conditionnelle GARCH(1,1) est : 
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Figure 10: volatilité du modèle ARMA(1,1) avec erreur GARCH(1,1) 

D’Apres ce graphe on remarque que la volatilité est non constante (hétéroscédastique) 

Estimation du modèle ARMA(1,1) avec erreur ARCH(1)-M 

 

Tableau 8: Estimation du modèle ARMA(1,1) avec erreur ARCH(1)-M 

D’après le tableau de nous remarquons que tous les| z-statistiques| des paramètres sont 

supérieurs à 1,96 au seuil 5 %. 

 Les coefficients de paramètre de l’équation de la variance sont significativement différents de 

zéro et positifs donc vérifient les contraintes assurant la positivité de la variance.  
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L’équation du modèle ARMA(1,1) estimé est : 

                                                    
  

                      Avec         √  
  

 

Dont la variance conditionnelle ARCH(1)-M de  modèle s’écrit comme suit :  

  
                        

  

 

 

 

Figure 11:volatilité du modèle ARMA(1,1) avec erreur ARCH(1)-M 

D’Apres ce graphe on remarque que la volatilité est non constante (hétéroscédastique) 
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Estimation du modèle ARMA avec erreur EGARCH(   ) 

Nous avons estimé ce modèle pour illustré la propriété d’asymétrie, le résultat de l’estimation 

s’apparaitre dans le tableau ci-dessous: 

 

 

Tableau 9:Estimation du modèle ARMA avec erreur EGARCH(1,1) 

Nous constatons du tableau de l’estimation d’EGARCH(1,1) que tous les coefficients de 

paramètre de l’équation de la variance sont significativement différents de zéro et que les 

valeurs absolues de tous les z-statistiques sont supérieurs à 1,96 de cela nous pouvons dire 

qu’il existe un phénomène d’asymétrie. 

Nous remarquons que                donc on accepte   , et comme qu’elle est supérieur 

à Zéro , alors que les chocs négatives a des fléctuations plus sévère que celle positive et plus 

les chocs est importants plus la volatilité augmente. 
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L’équation du modèle ARMA(1,1) estimé est : 

                                              

                       Avec         √  
  

Dont la variance conditionnelle EGARCH (1,1) est : 

 

   (  
 )               (

      

    

)       (
    

    

)        (    (    
 )) 

 

 

 

Figure 12:volatilité du modèle ARMA avec erreur EGARCH(1,1) 

 

Estimation du modèle ARMA (1,1) avec erreur TGARCH(   ) 

Nous estimons ce modèle pour vérifier la persistance de phénomène de l’asymétrie de notre 

série. 
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L’estimation de ce modèle est comme suit : 

 

 

Tableau 10:Estimation du modèle ARMA (1,1) avec erreur TGARCH(0,1) 

La lecture du tableau de l’estimation de TGARCH(0,1) montre que tous les coefficients de 

l’estimation de la moyenne sont significativement différents de zéro que les valeurs absolus 

de tous les z-statistiques sont supérieurs à 1,96 au seuil 5%. Ainsi que le coefficient  

 

(      ) est différent de zéro ce qui nous permet d’accepter l’hypothèse    (existence 

d’asymétrie) et on a (   ) veut dire que  les chocs négatives a des fléctuations plus sévère 

que celle positive.  

 

 



 

63 
 

 

Figure 13:volatilité du modèle ARMA (1,1) avec erreur TGARCH(0,1) 

D’Apres ce graphe on remarque que la volatilité est non constante (hétéroscédastique) 

L’équation du modèle ARMA(1,1) estimé est : 

   

                                              

                 Avec         √  
  

Dont l’équation de la variance conditionnelle TGARCH(1,1) est :  
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Estimation du modèle ARMA(1,1) avec erreur APARCH(1,1) 

 

Tableau 11:Estimation du modèle ARMA(1,1) avec erreur APARCH(1,1) 

D’après le tableau on constate que tous les coefficients de paramètre de l’équation de la 

variance sont significativement différents de zéro et positive sauf           -    ,, ces 

conditions assurent la positivité de l’écart-type conditionnelle. On a aussi les valeurs absolues 

de tous les z-statistiques sont supérieurs à 1,96 au seuil 5%   de cela nous pouvons dire qu’il 

existe un phénomène d’asymétrie. 

 

Figure 14: volatilité du modèle ARMA(1,1) avec erreur APARCH(1,1) 
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L’équation du modèle ARMA(1,1) estimé est : 

                                              

                   Avec         √  
  

Dont l’écart-type conditionnelle s’écrit comme suit : 

√  
                   (                )          √    

     
 

Comparaisons des modèles estimés 

   Dans la section précédente nous avons estimé le modèle ARMA(1,1) avec les modèles du 

variance conditionnelle qui sont ARCH(1), GARCH(1,1) ; ARCH(1)-M (variance), 

EGARCH(1,1) et TGARCH(0,1) et APARCH(1,1) nous avons retenu ces modèles, on a : 

     Les modèles EGARCH(1,1) et TGARCH(0,1), APARCH(1,1) vérifient la condition 

d’asymétrie. 

     Les modèle ARCH(1) GARCH(1,1) ; ARCH(1)-M satisfont la condition de la positivité 

des coefficients de l’équation de la variance. 

La question qui nous supposons est : 

     Quel modèle doit-on finalement retenir pour la modélisation de la variance 

conditionnelle de la série du diesel ? 

Pour répondre à cette question, nous utilisons les critères de choix entre les différentes 

modèles : le coefficient de détermination corrigé ( ̅ ) la valeur de Durbin-watson et le critére 

d’information d‘Akaike (   ).  
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Recherche du modèle optimal 

 

Le tableau ci-dessous présente les resultats des differentes modéles estimés(nous y insérons 

quelques critéres de sélection d’un modèle optimal : 

 

 ARCH(1) GARCH (1 ,1) TGARCH(0,1) EGARCH(1,1) ARCH(1)-M 

   Variance 

APARCH(1,1) 

 Equation  de la moyenne   

AR(1) 0,56 

(0,00) 

0,504 

(0,00) 

0,50 

(0 ,00) 

0,60 

(0,00) 

0,572 

(0,00) 

0,64 

(0,00) 

MA(1) 0,19 

(0,00) 

0,23 

(0,00) 

0,174 

(0,00) 

 

0,179 

(0,00) 

0,187 

(0,00) 

0,11 

(0,002) 

 Equation  De  La variance   

constante 0,000186 0,023 0,0216 -1,72 0,000185 0,0112 

ARCH(1) 0,3136 0,173 . . 0,311 . 

GARCH(1,1) . 0,6996 0,9390 . . . 

Rési(-1)²( 

Resi(-1)<0) 

. . 0,0706 . . . 

ABS(resi(-

1)/@SQRT 

(GARCH(-1) 

. . . 0,3492 . . 

Resi(-1)/ 

@Sqrt 

(GARCH(-1) 

. . . 0,1750 . . 

Log(GARCH(

-1)) 

. . . 0,8261 . . 

GARCH . . . . 4,12 . 

ABS(resi(-1)) . . . . . 0,2126 

Resi(-1) . . . . . -0,6495 

@Sqrt 

(GARCH(-1)) 

. . . . . 0,69 

R² 0,342 0,346 0,35 0,336 0,33 0,337 

AIC -5,485 -5,54 -5,456 -5,574 -5,48 -5,58 

DW  2,21  2,17  2,06  2,25  2,24  2,18 

                                                   Tableau 12 : résumé du résultats des différentes modèles Estimés 
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Si l’on s’en tient au corrélogramme des résidus aux carrés, il apparaît que pour les six 

modèles, les résidus issus de la variance conditionnelle ne sont pas des bruits blancs  

(prob < 5%). 

La comparaison des critères sélectionnée entre les différentes modèles retenus nous conduit à 

choisir le processus TGARCH(   ) pour la modélisation de la variance conditionnelle du prix 

de Diesel par Gallon en dollar. 

 

 

 

 

Figure 15: Corrélogramme des résidus standardisés du modèle ARMA (1,1) avec erreur 

TGARCH(0,1) 

 

Les résidus d’estimation de ce modèle  semblent des bruits blancs (prob < 5%), alors le 

processus ARMA(1,1) avec erreur TGARCH(0,1) est accepté. 
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3.5 Les Prévisions 

Les graphes suivants représentants les réalisations et les valeurs ajustées de la série Diesel 

avec des prévisions  de 10/9/2012 jusqu’au 25/03/2013  

 

ARCH(1)                                                      GARCH(1,1) 

  

APARCH(1,1)                                                                EGARCH(1,1) 

                                                                            

ARCH(1)-M                                                        TGARCH(0,1) 
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Comparaison entre les modèles prévus  

 

On présente dans le tableau ci-dessous six valeurs prévues de notre modèle ARMA(1,1) avec 

différente modélisation des résidus   

 

DATE Série PDT ARCH(1) GARCH(1,1) ARCH(1)M EGARCH(1,1) APARCH(1,1) TGARCH(0,1) 

01/08/1996 1.332 1.32711774 1.32711774 1.32711774 1.32711774 1.28100942 1.32711774 

1/15/1996 1.324 1.30606829 1.32711774 1.30606829 1.30606829 1.277 1.32711774 

1/22/1996 1.324 1.28501884 1.30606829 1.28501884 1.28501884 1.27599765 1.30606829 

1/29/1996 1.303 1.27900471 1.28501884 1.27900471 1.27900471 1.27499529 1.28501884 

02/05/1996 1.282 1.27299058 1.27900471 1.27299058 1.27299058 1.28702355 1.27900471 

                                                             Tableau 13: quelques valeurs prévues avec la série du Diesel 

D’après le tableau, nous remarquons que les valeurs prévus du modèle TGARCH(0,1) sont 

plus proche de la série PDT parmi les valeurs des autres modèles, ce que l’on confirmera par 

le critère RMSE  

 

     √
∑   

  
   

 
 

Avec  

∑   
  

    : Somme des résidus au carré. 

   : Nombre d’observation. 

 

 

ARCH(1) GARCH(1,1) ARCH(1)M EGARCH(1,1) APARCH(1,1) TGARCH(0,1) 

RMSE 0,01638 0,01633 0,01652 0,01646 0,01644 0,01628 

 

Le calcule de ce critères a été fait par le logiciel Eviews, qui nous a donné les résultats 

précédentes, nous constatons que  RMSE de modèle ARMA(1,1) ∼ TGARCH(0,1) est le plus 

proche de zéro, cela nous permet de conclure que nous avons aboutis à une bonne prédiction. 
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Conclusion  

 

L’objet de cette application est de modéliser la volatilité de prix de diesel par gallon en 

dollar, notre étude à montrer que notre série est caractérisé par le phénomène de volatilité par 

des spécifications d’asymétrie, nous avons effectué un test ARCH qui a rejeté l’hypothèse 

nulle d’homoscédasticité, nous avons donc déduit qu’un modèle ARMA avec erreur  de type 

ARCH est adéquat, en suite nous avons estimés six modèle ARMA (1,1) avec erreur volatile:  

     (    )      ( )  

     (    )       (   )  

     (    )      ( )    (        )  

     (    )        (   )  

     (    )        (   )  

     (    )        (   )  

D’après les critères de choix, Nous amenons à choisir le modèle TGARCH(   ) comme 

modèle adéquat pour des bonnes prévisions. 
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Conclusion générale  

      Nous avons consacré notre étude à la modélisation de la volatilité des séries financières 

selon le modèle ARCH et leur extension, dans le but d’estimation des paramètres de ces 

modèles et faire une application sur la série de diesel (PDT). 

     Dans le première chapitre, nous avons exposé les principaux concepts de base des prix 

d’actif financière, ensuite nous introduire le modèle utilisé pour modéliser les actifs 

financières « modèle de Black Scholes » qui reste le pus utilisé dans le domaine de la finance, 

ensuite on a présenté  quelques caractéristiques des séries de rendements. Parmi ces 

caractéristiques, on retrouve l’excès du coefficient d’aplatissement, le coefficient d’asymétrie 

(Skewness) ainsi que l’hetéroscédasticité et l’autocorrélation dans les carrés des rendements, 

ensuite nous avons montré les différentes techniques utilisées pour vérifier la présence de ces 

caractéristiques. 

     Concernant la volatilité on a vue qu’elle est une variable clé que l’on retrouve pour la 

plupart des instruments financiers, elle joue un rôle centrale dans la plupart des domaines de 

la finance et intervient dans les modèles d’évaluation d’option, aussi bien que dans la 

modélisation du prix des options ainsi que les différentes approches utilisées pour estimer la 

volatilité, avec son existence plusieurs chercheurs essayent d’étudier la raison de la volatilité 

du marché, qui n’est pas seulement les informations existantes sur le marché mais aussi les 

comportements des investisseurs, et plusieurs autres facteurs. 

 

Dans le deuxième chapitre, on a présenté la volatilité conditionnelle (ARCH, GARCH et 

GARCH-M symétrique et des autres extensions EGARCH, TGARCH et APARCH 

(asymétrique) 

Ces plusieurs extensions au modèle générique ont été proposées pou capturer l’asymétrie. 

    Afin d’assimiler toute cette théorie nous avons eu recours à l’application sur des prix de 

diesel en dollar, et d’après cette partie pratique on constate que le modèle TGARCH(0,1) est  

clairement le plus performants puisqu’il obtient le score le plus bas sur le métrique 

d’ajustement tout en présentant le RMSE le plus bas parmi tous les modèles. 

 

 

 



 

72 
 

Bibliographie 
 
 

 

[1] A POPIER, " le modèle de Black Scholes " 2001. 

 

[2] A .EZZEBSA, "Modélisation des marches financiers et krachs boursiers", Thèse  

      Mathématique ,2014 . 

 

[3] BERA,A.K et HIGGINS, M.L.(1993), " ARCH Models :proprités,Estimation  and testing"  

      journal of  Economic Surveys. 

 

[4]  BERHOUNE.K. " Processus ARCH-GARCH applications". Mémoire à université 

 Abou bekr Belkaid- Tlemcen-2013. 

 

[5] BROOKS, C. and S. P. BURKE. "Forecasting exchange rate volatility using conditional   

      Variance model selected by information criteria". Economics Letters 61 : 273-278  

       (1998). 

 

[6] COULON.J. "Volatilité et gestion de portefeuille". Mémoire longue, 2009. 

 

[7] C.COX.J.A.ROSS.S.RUBINSTEIN.M. "Options pricing : a simplified approach". 

       journal offinancial economics, 1979. 

 

[8] D.AUROUX.) "Méthodes numériques pour le pricing d’options",  polyTech  Nice-Sophia     

      Mathématiques Appliquées et Modélisation      année, 2011-2012 

 

[9] ENGLE, R. F., D. M. Lilien and R. P. Robins, "Estimating Time Varying Risk Premia in  

      the Term Structure: The ARCH-M Model", Econometrica, 55, 391-407, (1987). 

 

[10] E.RACICOT.F. "Théoret.R. Finance computationnelle et gestion des risques   

       ingénierie financières avec applications Excel (visual Basic) et Matlab". Presse  

       de l’Université du    Québec, 2006. 

 

[11] FARES.C. " Estimation et prévision de la volatilité de l’indice SP&500". Université du  

       Québec á Montréal, Mai 2008. 

 

[12] GABET.L.ABERGEL.F.MUNITOKE.I. " Introduction aux mathématiques financières".  

        Ecole Centrale Paris, 2010. 

 

[13] HURLIN.C. "Econométrie pour la finance Modèle ARCH-GARCH". Université  

        d’Or-Léans , 2006-2007. 

 

 



 

73 
 

 

[14] J.KUMA, "Modélisation Hétéroscédastique : Les modèles ARCH-GARCH " , Archives- 

        Ouvertes ,2018. 

 

[15] LEGRIGNOU.B. " La surface de volatilité". Ecole Normale Supérieure. 

 

[16] NELSON, D.B. "ARCH Models as Diffusion Approximations," Journal of 

        Econométrique" 

        45, 7.38 (1990). 

 

 [17] SAIMI.N. "Estimation de la volatilité et filtrage non linéaire", Université du Québec à 

         trois  Rivières, 2001. 

 

[18] S.M.HISSIENE, "Estimation de la volatitité des donnée financiers a haute  

        fréquence", Archives-ouvertes, 2017. 

 

[19] ZAKOIAN, J.-M, "Threshold Arch Models", CREST.DP, (1991). 

 

[20] ZAKOIAN, J.-M, "Threshold Heteroskedastic Models", Journal of Economic Dynamics    

        and Control, 18, 931.955, (1994). 

 

[21] ZEGHDOUDI, H. Bouseba, F,Z , " Use of the GARCH Models to Energy Markets : 

       Oil Price Volatility". Global Journal of Pure and Applied Mathematics. Vol11, N_ 

       6 pp. 4385-4394 (2015). 

 

 

 

 


