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RésuméVu l'intérêt des types dans le λ-
al
ul, nous nous sommes intéressés au pro-blème d'énumération des habitants d'un type.Un type peut avoir un nombre �ni ou in�ni de termes (habitants), à l'imagedes types des entiers de 
hur
h qui peuvent avoir un nombre in�ni de termes
0, 1, · · · ,∞ 
es termes peuvent être représentés par un ensemble �ni de terme
{0, S} le zéro et la fon
tion su

esseur. Pour un type donné, peut-on dé�nirun ensemble �ni de termes qui génère l'ensemble des habitants ?Dans notre mémoire nous avons étudié plusieurs algorithmes d'énumérationproposés par plusieurs auteurs, puis nous avons simpli�é et amélioré la pro-
édure proposée par Mr Hamedani (étudiant en Magister Université de Bou-merdes) pour les types de degré ≤ 2 , par la suite nous avons proposé unepro
édure de génération pour une 
lasse plus grande des types, les types �-nement engendrés de degré ≤ 3 et en�n nous sommes arrivés à exploiter lagrammaire à 
ontexte libre de Dowek et Jiang pour générer un ensemble �nide termes (termes initiaux et termes générateurs) qui représente l'ensembledes habitants pour les types de degré quel
onque.



Abstra
tGiven the interest in the types of λ-
al
ulus, we have interested to the pro-blem of enumeration the inhabitants of a type.A type 
an have a number �nite or in�nite of terms, for example the typesof integers of Chur
h that may have an in�nite number of terms 0, 1, · · · ,∞these terms 
an be represented by a �nite set of term {0, S} the zero and thesu

essor fun
tion. For a given type, 
an we de�ne a �nite set of terms thatgenerate all of inhabitants ?In our thesis we have studied several algorithms for enumeration proposedby authors, �rst we have simpli�ed and improved a pro
edure proposed byMr Hamedani (Ex student university of Boumerdes) for types of degree ≤ 2,next we have proposed a pro
edure for generation of �nely generated typesof degree ≤ 3 and �nally we have exploited the grammar Dowek and Jiangto generate a �nite set of terms ( Under the original terms and generators),whi
h represents all inhabitants types of any degree.



Introdu
tionLes types dans le λ-
al
ul ont joué souvent un r�le très important (voir[1℄). Si on 
onsidère d'une part le λ-
al
ul 
omme le modèle théorique deslangages fon
tionnels (O
aml · · · ) les programmes qui se terminent serontinterprétés par les λ-termes typés. D'autres part si on 
onsidère les types
omme les propositions logiques (paradigmes Cury-Howard) (voir [2℄) les λ-termes seront interprètes 
omme les preuves de 
es propositions. Dans le 
asgénéral dans le λ-
al
ul, on peut attribuer à 
haque λ-terme (habitant de 
etype) un type et à 
haque type un ensemble de termes (habitants).Pour résoudre 
e problème d'assignation de type et de synthèse de terme, plu-sieurs auteurs ont proposé des solutions 
omme Hindely, Hirokawa, Broda,Zaion
, Jue wang · · · (Voir 
hapitre 2), nous nous intéressons dans le présenttravail au problème d'énumération des habitants d'un type [3℄. L'ensembledes habitants d'un type est généralement in�ni, la question légitime qui resteposée est : peut-on dé�nir un ensemble �ni de termes qui génèrent l'ensembledes habitants ?Dans 
e mémoire nous nous proposons d'étudier la solution du problème posépar 
ette question.Notre travail sera présenté de la façon suivante :Dans le 
hapitre 1 Nous donnons les prin
ipales dé�nitions et notations re-latives au λ-
al
ul et au système d'assignation de types (voir [3℄). Nous dé-
rirons dans 
e 
hapitre les prin
ipaux résultats de λ-
al
ul.Dans le 
hapitre 2 nous exposerons l'état de l'art 
on
ernant les di�érentessolutions proposées pour l'énumération des habitants d'un type.Dans le 
hapitre 3 nous présenterons notre 
ontribution.En�n, nous terminerons par une 
on
lusion et perspe
tives.
5



Chapitre 1Rappels sur le λ-Cal
ul et lesystème d'assignationDans 
e 
hapitre nous introduisons les notions de base sur la syntaxe du
λ-
al
ul et les rédu
tions (voir [3, 4, 5℄).1 Les λ-termes et leur stru
turesDé�nition 1.1. L'ensemble des λ-termes est dé�ni ré
ursivement à partird'un ensemble in�ni dénombrable de variables de termes selon les trois règlessuivantes :1. Toute variable de terme est un λ-terme.2. Si M et N sont des λ-termes alors (MN) est λ-termes.3. Si x est une variable de terme et M un λ-terme alors (λx.M) est un

λ-terme.On appelle appli
ation, tout λ-terme de la forme (MN), et abstra
tion tout
λ-terme de la forme(λx.M). Dans l'abstra
tion (λx.M), λx est l'abstra
teuret M le 
orps de l'abstra
tion. Le 
orps de l'abstra
tion 
onstitue la portée del'abstra
teur.Notation 1.1.1. x, y, z, · · · ave
 ou sans indi
es, dénoteront des variables de termes.2. M,N, P,Q, · · · dénoteront des λ-termes arbitraires.3. le symbole '≡' dénotera l'identité syntaxique (P ≡ Q signi�e que P estle même λ-terme que Q), ou la dé�nition.4. les parenthèses seront souvent omises, ainsi nous é
rirons :6



Chapitre 1 : Rappels sur le λ-Cal
ul et le système d'assignation 7(a) MN1N2 · · ·Nn au lieu de (· · · ((MN1)N2) · · ·Nn ), et(b) λx1λx2 · · ·λxn.M au lieu de (λx1(λx2 · · · (λxn.M) · · · )).Dé�nition 1.2. La longueur d'un λ-terme M, noté |M| est le nombre d'o
-
urren
es de variables dans M, 
.à.d :1. | x |=1.2. | M N |= |M | + | N |.Dé�nition 1.3. Les sous-termes d'un λ-terme M sont dé�nis par indu
tionsur la stru
ture de M 
omme suit :1. Toute variable de terme est sous-terme d'elle même.2. Si M ≡ λx.P , alors les sous-termes de M sont tous les sous-termes de
P et le terme M .3. Si M ≡ PQ, ses sous-termes sont tous les sous-termes de P et de Qet M lui même.1.1 Variable liées, termes fermés, substitution :L'ensemble des variables libres d'un λ-terme M, notation FV(M), est dé-�ni indu
tivement 
omme suit :� FV(x) = x.� FV(MN) =FV(M) U FV(N).� FV(λx.M) =FV(M) - x.� Un λ-terme M est dit fermé si FV(M) =∅.Dé�nition 1.4 (Substitution). On dé�nit [N /x℄M le résultat de la substi-tution de N pour toute o

urren
e libre de x dans M, plus pré
isément, ondé�nit pour tout N, x, P, Q et tout Y 6≡ x :1. [N/x]x ≡ N ,2. [N/x]y ≡ y,3. [N/x](P,Q) ≡ (([N/x]P )([N/x]Q)),4. [N/x](λx.P ) ≡ λx.P5. [N/x](λy.P ) ≡ λy.P si x 6∈ FV(P)6. [N/x](λy.P ) ≡ λy.[N/x]P si x ∈ FV (P) et y 6∈ FV(N)7. [N/x](λy.P ) ≡ λz.[N/x][z/y]P si x ∈ FV (P) et y ∈ FV(N) et z 6∈(NP).Le résultat de la substitution simultanée de plusieurs λ-termes N1, · · · , Nn àdes variables libres distin
tes x1, · · · , xn d'un λ-terme M est dé�ni de façonsimilaire à [N/ x℄ M et est noté



Chapitre 1 : Rappels sur le λ-Cal
ul et le système d'assignation 8
[N1/x1, · · · , Nn/xn]M .Dé�nition 1.5 (α-
onversion). Soit M un λ-terme et y une variable de terme

6∈ FV(M) nous avons alors la règle α suivante :
λx.M ≡α λy.[y/x]M (α)Le rempla
ement d'une o

urren
e de (λx.M) par λy.[y/x]M est appelé 
han-gement de nom de variable libre .Si P est obtenu à partir d'un autre λ-terme Q par une suite �nie de 
hange-ments de nom de variables liées, nous dirons que P et Q sont α-
onvertibleset nous é
rirons

P ≡α Q.1.2 Rédu
tions et formes normalesDans 
ette se
tion nous rappelons des dé�nitions et les propriétés prin
i-pales de la pro
édure de réé
riture des termes appelé β-rédu
tion ( [3℄[4℄).Dé�nition 1.6 (La β-rédu
tion).
P ⊲β Q1. Un β-redex est tout λ-terme de la forme (λ.M)N , son 
ontra
tum est[N/x℄M et sa règle de réé
riture est :(λx.M)N →β [N/x]M (β)Cette règle 
onstitue le prin
ipal s
héma d'axiome du λ-
al
ul. Si Q estle résultat du rempla
ement d'un β-redex par son 
ontra
tum dans unterme P, alors nous dirons que P se β-
ontra
t à Q, et on la note :
P →β Q2. Une β-rédu
tion d'un terme P est une suite �nie ou in�nie (pouvantêtre vide) de β-
ontra
tions.On dit que P se β-réduit à Q, notation P։β Q, si et seulement si nousavons(a) P ≡α Q ou(b) P →β P1 →β P2 →β · · · →β Pn ave
 n ≥ 1 et Pn ≡α QUne β-
onversion est une suite �nie de β-expansions et de β-
ontra
tion.Si P s'obtient de Q par β-
onversion, nous dirons que P et Q sont

β-
onvertibles ou β-égaux et on note :
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P =β QUn λ-terme est en forme β-normale, en abrégé β-nf, s'il ne 
ontientau
un β-redex.Si M ։β N et N est en β-nf, alors nous dirons que M a N pour

β-nf.3. Une β-expansion est une β-
ontra
tion dans le sens inverse.Propriété 1.1. (Uni
ité et stru
ture d'une β-nf )1. Tout λ-terme a au plus une β-nf (modulo α-
onversion).2. Toute β-nf M s'é
rit de la forme unique N ≡ λx1 · · ·xm.yN1 · · ·Nn(m ≥ 0, n ≥ 0 ) Ave
 N1 · · ·Nn en β-nf et si N est fermé alors
y ∈ {x1, · · ·xm}.Dé�nition 1.7 (La η-rédu
tion et la η-
onversion). Un η-redex est toutterme λx.Mx ave
 x 6∈ FV(M), la règle de réé
riture est

λx.Mx ⊲η M (η)Son 
ontra
tum est M. Les dé�nitions de η-
ontra
tion, η-rédu
tion, η-
onversionsont analogues à 
elles données pour β-
on
epts.Dé�nition 1.8 (βη-rédu
tion, βη-
onversion ). Un βη-redex est un β- ou
η-redex. Les dé�nitions de βη-
ontra
ts, βη-rédu
tion, βη-
onversion sontanalogues au β-
on
epts.1.3 Les λ-termes restreintsDé�nition 1.9 (λI-terme). Un λ-terme P est appelé λI-terme ssi pour 
haquesous-terme λx.M dans P, x a au moins une o

urren
e libre dans M.Exemple 1.1.Les λ-termes λxy.xy, λxy.x(xy) sont des λI-termes.Le λ-terme K ≡ λxy.x ≡ λx.(λy.x) n'est pas un λI-terme.Dé�nition 1.10 (BCK λ-terme). Un BCK λ-terme est λ-terme P tel que :1. Pour 
haque sous-terme λx.M de P, x a au plus une o

urren
e libredans M.2. Toute variable libre de P a exa
tement une o

urren
e libre dans P.Exemple 1.2.Les temes λxy.x, λxy.y sont des BCK λ-termes.Les temes λxy.x(xy), λxy.x(x(xy)) ne sont pas des BCK λ-termes.



Chapitre 1 : Rappels sur le λ-Cal
ul et le système d'assignation 10Dé�nition 1.11 (BCI λ-terme ). Un BCI λ-terme ou bien linéaire λ-termeest un λ-terme P tel que :1. Pour 
haque sous-terme λx.M de P, x a exa
tement une o

urren
elibre dans M.2. Chaque variable libre de P a exa
tement une o

urren
e libre dans P.Exemple 1.3.Les λ-termes C ≡ λxyz.xyz, B ≡ λxyz.x(yz) sont des BCI λ-termes.Le λ-terme λxy.xyy n'est pas un BCI λ-terme.Dé�nition 1.12. La β-
ontra
tion (λx.M)N⊲β [N/x]M est dite une élimina-tion de N ssi l'o

urren
e de x n'est pas libre dans M, est dite une dupli
ationde N ssi x a au moins deux o

urren
es dans M.2 Assignation des types aux termes2.1 Le système d'assignation de types dans λ-
al
ul (TAλ)Dé�nition 2.1 ( Les types ). Etant donnée une séquen
e in�nie de variablesde type, les types sont dé�nis indu
tivement 
omme suit :� Chaque variable de type est un type (type atomique).� Si α et β sont des types alors (α→ β) est un type (type 
omposé).Notation 2.1.� Les variables de types sont notées par : 'a','b','
','o','p', ave
 ou sansindi
e.� Les types arbitraires sont notés par les symboles gre
 à l'ex
eption de'λ'.� Les parenthèses sont souvent omises dans les types (en appliquant l'as-so
iative à droite)Exemple 2.1. a→ b→ c ≡ (a→ (b→ c)).Formellement, pour interpréter les types on représente 
haque variable detype 
omme un ensemble et a → b 
omme un ensemble de fon
tions de adans b.Dé�nition 2.2 (Assignation des types). L'assignation des types est touteexpression de la forme M : τ où, M est un λ-terme et τ est un type donné.On appelle M le sujet et τ le prédi
at.
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ul et le système d'assignation 11Dé�nition 2.3 (Contexte type Γ). Le 
ontexte type Γ est un ensemble �nitel que :
Γ = ∅ ou Γ = {x1 : p1, · · · , xn : pn} .où 
ha
un des xi : pi (0 < i ≤ n) est une assignation de type, et toutevariable de terme xi est 
onsistante (monovalente) ave
 le 
ontexte Γ,
.à.d 
haque variable de terme xi ∈ Γ doit avoir une seule assignation.Dé�nition 2.4 (La formule de TAλ). Pour tout Γ, M et τ le triplet < Γ,M, τ >est appelé une formule du système est noté 
omme suit :

Γ ⊢M : τ ou bien ⊢M : τ si Γ = ∅.Dé�nition 2.5 (Le système de TAλ). Le système de TAλ a un ensemblein�ni d'axiomes et deux règles de dédu
tions appelées ((→E) règle d'élimina-tion, (→I) règle d'introdu
tion). Il est dé�ni 
omme suit :1. Les axiomes : Pour 
haque variable de terme x et pour 
haque variablede type τ , la formule
x : τ ⊢ x : τest un axiome de TAλ2. Les règles de dédu
tions :

(→ E)
Γ1 ⊢ P : (σ → τ) Γ2 ⊢ Q : σ

Γ1UΓ2 ⊢ (PQ) : τ
(si Γ1UΓ2 est 
onsistent )

(→ I)
Γ ∪ {x : σ} ⊢ P : τ

Γ ⊢ λx.P : σ → τ
(si Γ est 
onsistent ave
 x )Une dédu
tion ∆ de TAλ est un arbre de TAλ-formules. Les sommets desbran
hes représentent les axiomes. Les noeuds intérieurs sont déduits immé-diatement des noeuds pré
édents par l'appli
ation des règles de dédu
tions .Les formules des noeuds de l'arbre représentent les 
on
lusions.Si on a Γ ⊢M : τ , alors on appelle l'arbre ∆ la dédu
tion de Γ ⊢M : τ . Si

Γ = ∅, alors dans 
e 
as, la dédu
tion ∆ est appelée preuve de M : τ (voir[3℄).Exemple 2.2. Soit B≡ λxyz.x(yz) l'assignation de type est 
omme suit :
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x : a→ b ⊢ x : a→ b

y : c→ a ⊢ y : c→ a z : c ⊢ z : c

y : c→ a, z : c ⊢ yz : a
(→ E)

x : a→ b, y : c→ a, z : c ⊢ x(yz) : b

x : a→ b, y : c→ a ⊢ λz.x(yz) : (c→ b)
(→ I)

x : a→ b ⊢ λyz.x(yz) : (c→ a)→ (c→ b)

⊢ λxyz.x(yz) : (a→ b)→ (c→ a)→ (c→ b)
(→ I)

(→ I)

(→ E)

Dé�nition 2.6 (Typabilité). Un terme M est appelé (TAλ)-typable ssi ilsexistent Γ et τ tel que :
Γ ⊢λ M : τ .Lemme 2.1. La 
lasse de tous les λ-termes typables est fermée sous lesopérations suivantes :1. Tous les sous-termes des termes typables sont typables.2. βη-rédu
tion.3. La β-expansion sans élimination et sans dupli
ation.4. Si M est typable alors λx.M est typable.Dé�nition 2.7 (Types(M)). Si M est fermé on dé�nit Type(M) 
omme suit :

Type(M) = {τ | ⊢λ M : τ}Propriété 2.1. Soit P un terme fermé alors :1. P ⊲β Q⇒ Types(P ) ⊆ Type(Q)2. Si P ⊲β Q par une rédu
tion qui n'utilise pas une élimination ou unedupli
ation alors : Types(P ) = Types(Q).Théorème 2.1. La 
lasse de tous les termes TAλ-typable est dé
idable, telque il existe un algorithme qui dé
ide pour un terme donné dans TAλ s'il esttypable.2.2 Substitution des typesLa substitution s de type est toute expression de la forme :[σ1/a1, · · · , σn/an℄



Chapitre 1 : Rappels sur le λ-Cal
ul et le système d'assignation 13où a1, · · · , an sont des variables de type et σ1, · · · , σn sont des types quel-
onques. pour tout type τ on dé�nit s(τ) la substitution simultanée de σ1par a1, · · · , σn par an dans τ .Dé�nition 2.8.1. s(ai) = σi.2. s(b) =b. si b est un atome 6∈ {a1 · · · an}.3. (ρ→ σ) = s(ρ)→ s(σ).On appelle s(τ) une instan
e de τ .Notation 2.2. On appelle les lettres 'r','s','t','u','v' les substitutions destypes .Si s=[a1/σ1, · · · , an/σn℄ alors s(τ)= [a1/σ1, · · · , an/σn℄τ .On appelle V ars(τ) l'ensemble de toutes les o

urren
es des variables dansle type τ .On appelle V ars(τ1, · · · , τn), l'ensembles de toutes les o

urren
es des va-riables de types dans la séquen
e �nie de types< τ1, · · · , τn >On appelle V ars(∆), l'ensemble des o

urren
es de variables de types dansla dédu
tion △.Dé�nition 2.9. Soient la séquen
e de type < τ1, · · · , τn >, le 
ontexte Γ etla TAλ-formule M : τ .L'a
tion de substitution s est dé�nie :s(<τ1, · · · , τn>) = < s(τ1), · · · , s(τn)>.
s(Γ) = {x1 : s(τ1), · · · , xm : s(τm)}. si Γ = {x1 : τ1, · · · , xm : τm}.s(Γ ⊢M : τ) = s (Γ) ⊢M : s(τ).Propriété 2.2.1. Si Γ est 
onsistent alors s(Γ) est 
onsistent.2. Si ∆ est un TAλ-dédu
tion alors la propriété reste vraie pour s(∆)(voir[3℄ page 31)Dé�nition 2.10 (type prin
ipal dans TAλ). Le type prin
ipal (PT) d'unterme M est le type τ tel que :� Γ ⊢λ M : τ pour un 
ertain Γ.� Si Γ′ ⊢λ M : σ pour un 
ertain Γ′ et σ alors σ est une instan
e de τ .Dé�nition 2.11 (Uni�
ateur).1. S'il existe une substitution s tel que s(ρ)=s(τ) on dit que <ρ,τ> estuni�able .On appelle s l'uni�
ateur de <ρ,τ> et s(ρ) une uni�
ation de <ρ,τ>.



Chapitre 1 : Rappels sur le λ-Cal
ul et le système d'assignation 142. L'uni�
ateur s de la séquen
e paire s≪ ρ1, · · · , ρn >, s < τ1, · · · , τn ≫de même taille est :s(< ρ1, · · · , ρn >) ≡ s(< τ1, · · · , τn >)Dé�nition 2.12 (M.g.u). L'uni�
ateur le plus général (m.g.u) de la paire<ρ,τ> est l'uni�
ateur u tel que pour tout autre uni�
ateur s de <ρ,τ> ona : s(ρ) ≡ �s(u(ρ)) pour tout �sSi v ≡ u(ρ) pour tout (m.g.u) u de < ρ, τ > on appelle v uni�
ateur le plusgénéral (m.g.u) de < ρ, τ >.Exemple 2.3. La paire < a → (b → b), (c → c) → a > est uni�ée par leplus général uni�
ateur u ≡ [(b→ b)/a, b/c] le résultat est le type :
(b→ b)→ (b→ b)



Chapitre 2Génération des habitants d'untype
1 Algorithme de Ben-yelles et HindelyDans 
ette partie nous présentons l'algorithme de Ben-yelles et Hindely(voir[3℄ page 108-139 et [6℄) qui répond à la question "
ombien de termesfermés en forme normale peut avoir le type τ dans le système TAλ ?". Pour
haque type τ l'algorithme dé
idera en un nombre �nis d'étapes si le nombrede termes en forme β-normal est �ni ou in�ni.L'algorithme 
al
ulera 
e nombre dans le 
as �ni et énumère (lister) les termesdans les deux 
as.Dé�nition 1.1 (Termes typés, TT (Γ)). Soit le 
ontexte Γ, l'ensemble TT (Γ)des termes typés relatifs à Γ est l'ensemble des expressions dé�nit 
ommesuit :1. Si x : σ ∈ Γ alors l'expression xσ ∈ TT (Γ) est appelée variable typée.2. Si Γ1 ∪ Γ2 est 
onsistent et Mσ→τ ∈ TT (Γ1) et Nσ ∈ TT (Γ2), alors

(Mσ→τNσ)τ ∈ TT (Γ1 ∪ Γ2).3. Si Γ est 
onsistent ave
 {x : σ} et M τ ∈ TT (Γ) alors (λxσ.M τ )σ→τ ∈
TT (Γ− x : σ).Si M τ est un terme typé (Pour un 
ertain Γ), τ est appelé le type de
M τ .Lemme 1.1 (Stru
ture de β-nf typé). Soit le 
ontexte Γ, 
haque β-nf M τ ∈

TT (Γ) (terme typé) peut être exprimer sous l'unique forme suivante :� (λxτ1
1 · · ·x

τm
m .(ν(ρ1→···ρn→τ∗)Mρ1

1 · · ·M
ρn
n )τ

∗

)(τ1→···→τm→τ∗)où (m ≥ 0, n ≥ 0) et τ ≡ τ1 → · · · → τm → τ ∗ pour tout τ ∗ (τ ∗ peutêtre 
omposé) et pour toutMρj
j en β-nf relatif à Γ∪{x1 : τ1, · · · , xm : τm}.15



Chapitre 2 : Comptage des habitants d'un type 16Si M τ est fermé alors m ≥ 1 et il existe i ≤ m tel que : ν ≡ xi,
τi ≡ (ρ1 → · · · → ρn → τ ∗)Dé�nition 1.2.1. Depth(M) (Profondeur d'un terme) :� Depth(y) = Depth(λx1 · · ·xm.y) = 0.� Depth(λx1 · · ·xm.yM1 · · ·Mn) = 1 +Max1≤j≤nDepth(Mj) (n > 0)2. Long β-nfs : le terme M τ typé en β-nf est long ou maximal ssi 
haqueo

urren
e de variable Z dans M τ est suivie par la plus longue séquen
ed'arguments autorisée par son type 
.à.d ssi 
haque 
omposante de laforme (Zp1 · · · pn) (n ≥ 0) qui n'est pas dans la position de fon
tion aun type atomique .Exemple 1.1. Soit le type τ ≡ ((a → b) → c) → (a → b) → c l'habi-tant normal suivant n'est pas en forme normale longue :

M τ ≡ λx(a→b)→cya→b.x(a→b)→cya→bPar 
ontre l'habitant suivant est en forme normale longue :
N τ ≡ λx(a→b)→cya→b.x(a→b)→c(λza.ya→bza)3. Un habitant de type τ est le terme fermé M τ , l'ensemble des habitantsde type τ est noté :

Habs(τ)4. L'ensemble des habitants en β-nf de type τ est noté :
Nhabs(τ)5. L'ensemble de tous les habitants en forme normale longue de type τ estnoté :
Long(τ)6. L'ensemble des habitants en forme normale longue de type τ ave
 Depth ≤ dest noté :
Long(τ, d)7. L'ensemble de tous les termes obtenus pas la η-rédu
tion M τ est appeléla η-famille de M τ est noté :
{M τ}η



Chapitre 2 : Comptage des habitants d'un type 17Lemme 1.2. Chaque habitant normal de τ peut être η-expansion à un ha-bitant normal long de type τ , et 
et habitant long est unique (modulo ≡α)
.à.d
{M τ , N τ ∈ Long(τ) et M τ =η N

τ} ⇒ M τ ≡α N τ .Corollaire 1.1.
Nhabs(τ) = ∅ ⇐⇒ Long(τ) = ∅Note 1.1.� Soit M τ ∈ TT (Γ) pour tout Γ, alors {M τ}η est �ni et tous ses membressont dans TT (Γ).� Si M τ est en βη-forme alors tous les membres de {M τ}η sont en βη-forme.� M τ ∈ Nhabs(τ) =⇒ {M τ}η ⊆ Nhabs(τ) aussi, si M τ est en β-nf sa
η-famille 
ontient exa
tement un βη-nf.� Chaque habitant normal de τ dans la η-famille a exa
tement un habi-tant normal long.Notation 1.1. Chaque type est représenté sous la forme suivante :

τ ≡ τ1 → · · · τm → e (m ≥ 0)e : atome.On appelle τ1, · · · , τm : prémisses.Deux o

urren
es type sont isomorphes ssi elles sont des o

urren
es d'unmême type, tel que tail (σ)∼= tail (τ)Dé�nition 1.3 (Long β-nf typé). Soit le type τ tel que τ ≡ τ1 → · · · → τm → e(m ≥ 0, e un atome) et M τ un β-nf de type τ a la forme :
(λxτ1

1 · · ·x
τk
k .(ν(ρ1→···ρn→τ∗)Mρ1

1 · · ·M
ρn
n )τ

∗

)(τ1→···→τk→τ∗)

0 ≤ k ≤ m et τ ∗ ≡ τk+1 → · · · → τm → e.Si M τ est long alors :1. k = m2. τ ∗ = e3. Les types de x1, · · · , xm 
oïn
ide ave
 les prémisses de τ .4. La queue (tail) du type ν est isomorphe à 
elle de τ .5. Si M τ est fermé alors m ≥ 1 et ν ∈ xi (1 ≤ i ≤ m)et τi ≡ ρ1 → · · · → ρn → e
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heme). On suppose une séquen
e in�nie des expres-sions appelées méta-variables notées "V", "V1", "V2", · · · distin
tes les unesdes autres, et distin
tes des variables de termes.Un nf-s
heme est dé�ni 
omme λ-terme mais il doit respe
ter les règles sui-vantes.1. Tout nf-s
heme est en β-nf.2. Les méta-variables ne sont pas liées 
.à.d. λV n'existe pas.3. Les méta-variables o

upent toujours les positions d'arguments.4. Chaque méta-variable dans nf-s
heme apparait seulement une seulefois.nf-s
heme : est propre s'il 
ontient au moins une méta-variable, un nf-s
heme typé est dé�ni 
omme un λ-terme typé en plus il doit satisfaire les
onditions pré
édentes, de la même manière pour une β-nf longue on dé�nitun nf-s
heme long.Théorème 1.1. L'algorithme de re
her
he suivant, a

epte en entrée touttype α et donne en sortie une séquen
e �nie ou in�nie, d'ensembles A(α, d)(d=0,1,2,· · · ), tels que pour tout d ≥ 0 :1. Chaque membre de A(α,d) est un nf-s
heme long, fermé de type α, etil est soit un nf-s
heme propre de depth d, ou un terme de depth (d-1).2. A(α,d) est �ni.3. Long (α,d) ⊆ A(α,0)∪ A(α,1)∪ · · · ∪A(α,d+1) où Long(α,d) est l'en-semble de tous les termes dans Long (α) de profondeur inférieure ouégale à d+1,4. Long(α) = Atermes (α, 0) ∪ Atermes (α, 1) ∪ · · ·où Atermes(α, d) est l'ensemble de tous les termes dans A(α,d)La base de l'algorithme de 
omptage est l'algorithme de re
her
he, 
edernier va 
her
her les habitants en forme normale longue de τ de plus enplus profond d=0,1,2,· · ·La stratégie de 
et algorithme dépend essentiellement de la stru
ture destermes typés longs.1.1 Algorithme de re
her
heEntrée : Un type τ .Sortie : Une séquen
e �nie ou in�nie de A(τ, d) tel que d ≥ 0.Si τ ≡ e (e est un atome) alors "pas d'habitant"



Chapitre 2 : Comptage des habitants d'un type 19SinonEtape 0 : Choisir une méta-variable quel
onque V et dé�nir
A(τ, 0) = {V τ}Etape d+1 : On suppose que A(τ, d) est dé�niSi A(τ, d) = ∅ ou A(τ, d) ne 
ontient au
une méta-variable alors arrêter l'al-gorithme de re
her
he, la sortie est la séquen
e �nie suivante :

A(τ, 0), · · · , A(τ, d)Sinon 
ommen
er la 
onstru
tion de A(τ, d + 1), lister tous les nf-s
hemespropres dans A(τ, d) et appliquer (1) et (2) pour 
ha
un.(1) Soit le nf-s
heme M τ ∈ A(τ, d), lister toutes les méta-variables dans
M τ tels que :

V β1

1 , · · · , V βn
nappliquer (a) et (b) pour 
ha
une des méta-variables.(a) Soit V σ une méta-variable dans M τ ∈ A(τ, d), et soit

σ ≡ σ1 → · · · → σm → a (m ≥ 0) (1.1)Si m=0 alors appliquer dire
tement (b)Sinonpour tout i ≤ m tel que tail (σi)= tail (σ)= a

σi ≡ σi1 → · · · → σini
→ a ni ≥ 0 (1.2)dé�nir

Mσ
i ≡ λxσ1

1 · · ·x
σm

m .(xσi

i V σi1

i1 · · ·V
σini

ini )a (1.3)
omme remplaçant de V σ. Où les xs et Vs sont des nouvelles va-riables et des méta-variables distin
tes.(b) Citer les abstra
teurs λyγjj qui 
ouvrent l'unique o

urren
e de V σdans M τ tels que :Tail (yj) ∼= a pour tout j, yj de la forme .
yj ≡ yj1 → · · · → yjhj → a (hj ≥ 0) (1.4)
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Nσ

j ≡ λxσ1

1 · · ·x
σm

m .(y
yj
j V

yj1
j1 · · ·V

yjhj
jhj

)a (1.5)Comme remplaçant de V σ, où les xs et les Vs sont des nouvellesvariables et des méta-variables distin
tes.(2) Si (a) et (b) sont appliqués à toutes les méta-variables dans M τ lerésultat est une liste d'une suite de rempla
ement pour 
haque Vi ∈M τ .Si une ou plusieurs méta-variables n'ont pas une suite de rempla
ement,abandonner M τ (appelé rejet), et passer au membre suivant de A(τ, d)(le rejet ne génère au
un membre).Si ∀Vi ∈ {V1, · · · , Vn} dansM τ ont tous une suite de rempla
ement,M τest appelé extensible, dans 
e 
as 
iter toutes les séquen
es possibles :
〈wβ1

1 , · · · , wβn
n 〉rempla
er simultanément les vi par wi (pour i=1 à n) dans M τ et
onstruire le nouveau nf-s
heme M∗τ .On appelle 〈wβ1

1 , · · · , wβn
n 〉 une suite de multi-rempla
ements et M∗τune extension de M τ , si 
ette extension est un terme alors il est appeléun su

ès.1.2 Algorithme de 
omptageL'algorithme de re
her
he sera étendu pour 
ompter et énumérer les ha-bitants d'un type.Dé�nition 1.5. A(τ, d) et Aterms(τ, d) sont dé�nis 
omme suit :

A (τ,≤ d) = A (τ, 0) ∪ · · · ∪ A (τ, d)
Aterms (τ,≤ d) = Aterms (τ, 0) ∪ · · · ∪ Aterms (τ, d)Rappel : pour tout τ .
|τ | : est le nombre des o

urren
es d'atomes dans τ .
||τ || : est le nombre des atomes distin
ts dans τ .D(τ)=|τ | × ||τ ||Nous avons les propriétés suivantes établies par Ben-yelles (voir preuve [3℄page 125) :� Si Long (τ) a un membre M τ ave
 Depth d ≥ ||τ || alors il est in�ni.



Chapitre 2 : Comptage des habitants d'un type 21� Long (τ) a un membre M τ ave
 Depth d ≥ D (τ) alors il a un membre
N τ ave
 :

||τ || ≤ Depth (N τ ) < D (τ)L'algorithme suivant donne # (Long(α)) (le nombre d'habitants enforme normale longue) et Long(α)1.3 Algorithme de 
omptage et d'énumération desLong (α)Si α = e (atome) alors Long (α )= ∅ .Si α = α1 → · · ·αn → e (α 
omposé) alors appliquer l'algorithme dere
her
he à α, on obtient en sortie une séquen
e �nie ou in�nie d'en-semble A(α) (d = 0, 1, 2, . . . ), arrêter l'algorithme de re
her
he à laprofondeur d = D(α).
as 1 : Si Aterms(α,≤ D(α)) = ∅ alors Long (α)= ∅.
as 2 : Si Aterms(α,≤ D(α)) a un membre ave
 depth ≥ ||α||, alorsLong (α) est in�ni.Pour énumérer Long (α), appliquer l'algorithme de re
her
he pour
Aterms (α, d) (d = 0, 1, 2, · · · )
as 3 : Si Aterms (α,≤ D (α)) a des membres qui ont tous une profon-deur Depth < ||α||, alors Long (α)= Aterms (α,≤ D (α)) est �ni.Exemple 1.2. Soit le type τ ≡ (a→ b→ c)→ (a→ b)→ a→ cL'algorithme produira le résultat :

A(τ, 0) = {V τ}
A(τ, 1) = {λxa→b→c

1 xa→b
2 xa

3.x
a→b→c
1 V a

1 V
b
2 }

A(τ, 2) = {λxa→b→c
1 xa→b

2 xa
3.x

a→b→c
1 xa

3(x
a→b
2 V a

3 )}
A(τ, 3) = {λxa→b→c

1 xa→b
2 xa

3.x
a→b→c
1 xa

3(x
a→b
2 xa

3)}Exemple 1.3. Soit le type ((a→ b)→ a)→ aL'algorithme produira le résultat suivant :
A(τ, 0) = {V τ}

A(τ, 1) = {λx(a→b)→a
1 .x

(a→b)→a
1 V a→b

1 }
A(τ, 2) = ∅.



Chapitre 3 : Algorithme de Broda et Damas 222 Algorithme de Broda et DamasDans 
ette partie (voir[7, 8, 9, 10, 11℄) il sera montré que l'ensemble deshabitants d'un type τ peut être représenté à l'aide des grammaires à 
ontextelibre .La méthode présentée dans 
ette se
tion permet d'étudier la relation entrela stru
ture des formules (types) et leurs preuves (termes), la dé�nition d'uns
héma de grammaire 
ommun est basée sur la représentation des types.Dé�nition 2.1 (Arbre de formule (méthode preuve)). Chaque type ϕ estdevisé en parties primitives, et les parties primitives forment une stru
tured'arbre appelée arbre formule de ϕ (tree (ϕ)), l'arbre formule de ϕ est utilisépour 
onstruire l'arbre-preuve de ϕ, 
haque arbre-preuve sera une représenta-tion des habitants normaux longs de ϕ. ϕ peut avoir un nombre �ni n (n ≥ o)ou in�ni des di�érents arbre-preuve.Dé�nition 2.2. (Parties primitives) les parties primitives ont les formessuivantes ( P1) , (P2), (P3) oú A, B, B1, · · · , Bn, C dénotent les variablesde types :
(P1) : A (P2) : B

B1 · · · Bn

(P3) :
C

I
i A, B1, · · · , Bn sont appelés les feuilles (variables). B et C sont appeléstêtes de variables, le nombre d'arités des parties primitives égale au nombredes feuilles (variables).Dé�nition 2.3. Un arbre formule est en forme d'une stru
ture d'arbre, lesnoeuds sont des parties primitives, la stru
ture est appelée arbre formule ssi :
• La ra
ine de l'arbre formule est sous la forme (P1)
• Chaque noeud de la forme (P2) et (P3) dans l'arbre formule est undes
endant d'une feuille (variable) d'une autre partie primitive.
• Chaque partie primitive étiquetée seulement une seule fois dans l'arbreformule.2.1 Algorithme arbre-formuleEntrée : le type ϕ = α1 → · · ·αn → A où A est un atome et n ≥ 0.Sortie : arbre formule de type ϕ (tree(ϕ)).



Chapitre 3 : Algorithme de Broda et Damas 23L'arbre formule tree(ϕ) est donné par :� Si n = 0, 
.à.d ϕ ≡ A, alors tree(ϕ) = A� Si n ≥ 1, alors tree(ϕ)= A
t(α1) · · · t(αn)pour k ≥ 1 et m1, · · · , mk ≥ 0 on dé�nit ré
ursivement

t((α11 → · · · → α1m1 → A1)→ · · · → (αk1 → · · · → αkmk
→ Ak) →A)A

A1

t(α11) · · · t(α1m1)

· · ·

· · ·

Ak

t(αk1) · · · t(αkm1)pour 1 ≤ j ≤ k, on appelle les parties primitives aux sommets de
t(αj1), · · · , t(αjmj

) les des
endants de la partie primitive A
A1 · · · Akà la bran
he j, dans le 
as mj = 0, la feuille variable Aj n'a pas de des
en-dants.Exemple 2.1. Soit le type ((A→ A)→ A)→ A l'arbre-formule 
orrespon-dant est :

p0 A...
p1

AA...
p2

ALemme 2.1. Soit M un habitant en forme normale longue de type ϕ ave
l'arbre formule tree (ϕ), on 
onsidère la variable x dans M et soit P une



Chapitre 3 : Algorithme de Broda et Damas 24partie primitive dans tree(ϕ) 
orrespondant à x, si P à k arités (k≥0), alors xapparait toujours ave
 exa
tement k arguments dans M, de plus, pour k ≥1, sii ∈ {1,· · · ,k} et P à des des
endants P1, · · · ,Pm à la bran
he/feuille variablei dans tree (ϕ), alors le ieme argument de x est de la forme λy1 · · · ym.Net les parties primitives 
orrespondantes à y1, · · · , ym sont respe
tivement
P1, · · · , Pm.Dé�nition 2.4 (Stru
ture d'un arbre-preuve (PT)). L'arbre-preuve d'untype ϕ a une forme d'une stru
ture d'arbre, ses noeuds sont des parties primi-tives dans pp(ϕ) ={p0, · · · , pn} l'ensemble des parties primitives dans l'arbre-formule de ϕ et p0 dénote la partie primitive ra
ine de tree (ϕ) (la seule partieprimitive de la forme p1 dans pp(ϕ)). Dans la suite on doit utiliser la nota-tion ...A pour désigner l'arbre-preuve qui possède une partie primitive feuille(tail) variable A.L'ensemble arbres-preuve pour le type ϕ est donné par les points suivants :� Si p0 = A ∈ pp(ϕ), alors A est l'arbre-preuve de ϕ� Si ...B est l'arbre preuve de ϕ et B

B1 · · · Bk

∈ pp(ϕ) oú
k≥1, alors B

||B
B1 · · · Bk

est l'arbre-preuve de ϕ

� Si ...B est l'arbre-preuve de ϕ et B
∈ pp(ϕ) alors ...B

||B est l'arbre-preuve de ϕ.Dé�nition 2.5 (Arbre preuve-valide). L'arbre-preuve PT d'un type ϕ estappelé arbre-preuve valide de ϕ ssi :� Le nombre de sous-arbres enra
inés dans 
haque noeud/primitive dansPT (arbre-preuve) est égale au nombre d'arités de 
ette partie primitive.� Si p′= B
B1 · · · Bk

, ave
 k ≥ 1 est une partie primitive dans



Chapitre 3 : Algorithme de Broda et Damas 25l'arbre de formule tree (ϕ), et p est un des
endant de p′ dans tree (ϕ)à la bran
he i, ave
 1≤ i ≤ k, alors en dessus de 
haque o

urren
e p̄de p dans PT il y'a au moins une o

urren
e p̄′ de p′ dans PT, tel quel'o

urren
e p̄ apparait dans le sous-arbre de PT enra
iné dans la iemebran
he de p̄′.Cette dé�nition dé
rit la hiérar
hie de tree(ϕ) qui sera imposée pour
onstruire l'arbre-preuve valide.Exemple 2.2. Arbres preuve-valide pour l'exemple 2.1 sont :
p0
p1
p2

, p0
p1
p1
p2

, p0
p1
p1
p1
p2

,· · · 
.à.d AA , AAA , AAAA ,· · ·
2.2 Algorithme termeEntrée :Un type ϕ, et l'arbre-preuve valide de ϕ.Sortie : l'ensemble �ni non vide des habitants normaux long fermé de
ϕ(termes (PT)).Soient p0, · · · , pn les parties primitives dans tree(ϕ), p0 est la ra
ine et n ≥ 0,l'ensemble termes (PT) est 
onstruit 
omme suit :a Représenter PT sous forme d'appli
ation pour 0 ≤ i ≤ n, rempla
er pipar xi, alors pour 
haque o

urren
e de variable xi dans l'appli
ationtel que la primitive pi a ki arités (ki ≥ 0) insérer une séquen
e d'abs-tra
tion avant ses ki arguments. La séquen
e d'abstra
tion λxj1 · · ·xjljsera insérer avant le jeme argument (1 ≤ j ≤ k) qui 
orrespond auxdes
endants pj1, · · · , pjlj à la bran
he j de pi dans tree (ϕ).b éliminer la variable x0.
 Pour le s
héma-terme T (TS(T)) obtenu dans les étapes pré
édentes
al
uler les Termes de l'arbre preuve-valide (terms(PT)), C(T ) = T 0···0

x1···xn
omme suit, ou x0 = x (pour toute variable).� xi
k1···0···kn
x1···xi···xn

={ x̄i}.� xi
k1···ki···kn
x1···xi···xn

={xi, x́i, ´́xi, · · · , x
ki−1
i } , ki ≥ 1.� (ST )k1···knx1···xn

={SiTj |Si ∈ Sk1···kn
x1···xn

, Tj ∈ T k1···kn
x1···xn

}.� (λxi.T )
k1···kn
x1···xn

={ λxki
i .Ti| ∈ T

k1···(ki+1)···kn
x1···xi···xn } .



Chapitre 3 : Algorithme de Broda et Damas 26Les propositions suivantes sont données et véri�ées par Broda (voir [7℄ page13)� Chaque habitant normal de type ϕ 
orrespond exa
tement à un arbre-preuve valide 
onstruit à partir de tree(ϕ), tout arbre preuve-valide
onstruit à partir de tree(ϕ) a un ensemble �ni des habitants normauxde ϕ, et distin
ts arbre-preuve valide 
orrespondent aux distin
ts en-sembles disjoints des habitants normaux.� Soit le type τ et soit l'arbre de preuve-valide PT 
onstruit à partir detree(τ). alors modulo α-
onversion,C(TS(PT))=Terms (PT). où C est l'ensemble des λ-termes.Chaque arbre preuve-valide est une représentation d'un seul term-s
heme.On applique l'algorithme terme pour le premier arbre preuve-valide p0
p1
p2

ob-tenu dans l'exemple 2.2 on aura :
x0λx1.x1(λx2.x2)(appli
ation de (a))
λx1.x1(λx2.x2) (Elimination de x0 (appli
ation de (b)))En suite, appliquant (
) pour le terme-s
hem λx1.x1(λx2.x2), on obtient unseul habitant en longue normale forme.{ λx1.x1(λx2.x2)}Pour le deuxième arbre preuve-valide p0

p1
p1
p2

, appliquant l'algorithme terme,on obtient les deux habitants en longue normale forme suivants :
{λx1.x1(λx2.x1(λx

′

2.x2)), λx1.x1(λx2.x1(λx
′

2.x
′

2))}De même pour le troisième arbre preuve-valide p0
p1
p1
p1
p2

, on obtient
{λx1.x1(λx2.x1(λx

′

2.x1(λx
′′

2 .x2))), λx1.x1(λx2.x1(λx
′

2.x1(λx
′′

2 .x
′

2))),
λx1.x1(λx2.x1(λx

′

2.x1(λx
′′

2 .x
′′

2)))}, · · ·2.3 Grammaire à 
ontexte libre GτDans 
ette partie, nous présentons une grammaire à 
ontexte libre pourun type τ .



Chapitre 3 : Algorithme de Broda et Damas 27Cette grammaire génère l'ensemble des term-s
hemes, qui 
orrespondent exa
-tement aux habitants normaux fermés pour un type τ donné.Dé�nition 2.6. Soit τ un type ave
 les atomes A1, · · · , Am tel que tree(τ) ales parties primitives P0, · · · , Pn ou P0 est la ra
ine de tree(τ).Soit G(τ)= (T,N,R,S) est la grammaire à 
ontexte libre ave
 :� L'ensemble des symboles terminaux T ={(, ), λ, ., x1, · · · , xn}� L'ensemble des symboles non-terminaux N= {S} ∪ {Ap
i |1 ≤ i ≤ m, p ∈

2{1,··· ,n}}� Symbole initial S.et R est le plus petit ensemble satisfait les 
onditions suivantes :� Si P0= As
a les des
endants Pi1, · · · , Pit dans l'arbre (τ), alors R aexa
tement une règle de produ
tion :

S → λxi1 · · ·xit.A
{i1,··· ,it}
s� Si le non-terminal Ap

j apparait dans la partie la plus à droite de la règlede produ
tion R, alors pour tout i ∈ p tel que Pi de la forme
Ajon ajoute la règle

Ap
j → xi� Si le symbole non-terminal Ap

j apparait dans la partie la plus à droited'une produ
tion R, alors pour tout i ∈ P tel que Pi de la formeA
Aj1 · · · Ajset pour tous les des
endants Pj1

l
, · · · , P

j
tl
l

de Ajl alors ajouter une règlede produ
tion dans R de la forme
Ap

j → xi(λx
1
j1 · · ·x

t1
j1.A

p1
j1) · · · (λx

1
js · · ·x

ts
js.A

ps
js)où Pl = P ∪ {j1l , · · · , j

tl
l }Exemple 2.3. Soit le type τ = ((A → A) → A) → A la grammaire 
orres-pondante est :

S → λx1.A
1

A1 → x1(λx2.A
12)

A12 → x1(λx2.A
12)

A12 → x2La grammaire génère l'ensemble in�ni des term-s
hemes :
L(Gτ ) = {λx1.x1(λx2.x2), λx1.x1(λx2.x1(λx2.x2)), λx1.x1(λx2.x1(λx2.x1(λx2.x2))), · · · }Proposition 2.1. (voir [9℄ page 9) Pour le type τ la grammaire Gτ dé
ritles habitants normaux Nhabs(τ) dans le sens :



Chapitre 3 : Algorithme de Broda et Damas 28Nhabs (τ)= {M |∃T ∈ L(Gτ )∃N ∈ C(T )) tel que N →η M}La dé�nition de Gτ est une des
ription des possibilités de 
onstru
tion desarbres preuves valides de tree(τ), et les règles de produ
tions pour les symbolesnon-terminaux Ai1,··· ,in dé
rivant tous les 
hemins possibles pour dé
rire leso

urren
es de A ave
 d'autres o

urren
es de A dans la partie primitive Pide tree(τ).2.4 Le s
héma général d'une grammaire pour une stru
-ture de type donnéSoit le type τ on représente la stru
ture de type par le rempla
ement deso

urren
es des atomes par des boites indexées 
omme le montre l'exemplesuivant :
τ = ((A → B) → A → B) → (A → B) → A → B) 
e type sera représentépar la stru
ture suivante :
⊖ = ((�1 → �2)→ �3 → �4)→ (�5 → �6)→ �7 → �8Dé�nition 2.7. Soit ⊖ une stru
ture de type ave
 les boites indexées �1, · · · ,�nave
 le tail �n(�n est la ra
ine dans tree (⊖)), et G (⊖)= (T,N,R,S ) unegrammaire à 
ontexte libre ave
 :� L'ensemble des symboles terminaux T ={(,),λ,x1, · · · , xn}.� L'ensemble des symboles non-terminaux N={S} ∪ {�p

i |1 ≤ i ≤ m, p ∈
2{1,··· ,n}}.� L'axiome S.Soit R le plus petit ensemble satisfait les 
onditions suivantes :� Si la ra
ine

�i
a les parties primitives des
endantes dans l'arbre(τ) les ra
ines �i1 · · ·�it respe
tivement , alors R a exa
tement unerègle de produ
tion de la forme : S → λxi1 · · ·xit .�

i1,··· ,it
s� A 
haque apparen
e du non-terminal �p

j dans la partie la plus à droited'une règle de produ
tion R, alors pour 
haque i ∈ p tel que Pi de laforme
�i. , ajouter la règle �p

j → xi� Pour 
haque symbole non-terminal �p
j apparait dans la partie la plusà droite d'une règle de produ
tion R, et pour tout i ∈ P tel que Pide la forme �

�i1 · · · �is

et si �il possède les des
endants
�i1

l
, · · ·�itl

l
, alors ajouter la règle de produ
tion :

�
p
i → xi(λxi1

1
· · ·x

i
t1
1

.�p1
i1
) · · · (λxi1s

· · ·xi
ts
s
.�ps

is
).Où Pl = P ∪ {i1l , · · · , i

tl
l }



Chapitre 3 : Algorithme de Broda et Damas 29Exemple 2.4. :Soit ⊖ = (T,N,R, S) ave
� T = {(, ), λ, ., x1, · · · , xn},� N = {S} ∪ {�p
i |1 ≤ i ≤ 8, P ∈ 2{1,··· ,8}}� Symbole initial SLes règles de produ
tion R sont données 
omme suit :

S → λx4x6x7.�
467
8 �1467

1 → x1

�467
4 → x4(λx1.�

1467
2 )(�467

3 ) �1467
4 → x4(λx1.�

1467
2 )(�1467

3 )
�467

6 → x6(�
467
5 ) �1467

6 → x6(�
1467
5 )

�467
7 → x7 �1467

7 → x7La propriété suivante est véri�ée par Broda (voir [9℄ page 12) :Soit le type τ ave
 la stru
ture ⊖ 
.à.d. τ = [A1/�1, · · ·An/�n] (ou les Aine sont pas né
essairement distin
ts), soit Gτ/⊖ une grammaire à 
ontextelibre obtenue à partir de G⊖ par la substitution de toutes les o

urren
es de
�1, · · · ,�n respe
tivement par A1, · · ·An, alors modulo α-
onversion :

Nhabs(τ) = {M |∃T ∈ L(Gτ )∃N ∈ C(T ) tel que : N →η M}
= {M |∃T ∈ L(Gτ/⊖)∃N ∈ C(T ) tel que : N →η M}



Chapitre 3 :La te
hnique �xpoint 303 La te
hnique de plus petit point �xe (�x-point) pour le 
omptage des termes dans lelambda 
al
ul (Zaion
)Dans 
ette se
tion nous présentons l'algorithme de Zaion
 (voir [13℄) quipermet de 
ompter les habitants d'un type donné. Le prin
ipe de 
et algo-rithme né
essite dans un premier temps de 
her
her le polyn�me d'un typepuis le 
al
ul du plus petit point �xe de 
e polyn�me.Zaion
 a montré qu'il y'a une vraie 
orrespondan
e entre le problème de
omptage des termes en forme normale longue et la re
her
he de plus petitpoint �xe d'un polyn�me dans un treillis 
omplet (voir [13, 14, 15, 16, 17,18℄).Notation 3.1. L'ensemble des types sont dé�nis 
omme suit :1. Les variables de type (atomes) sont notées par les lettres {A,B,...}.2. Chaque type τ a la forme suivante ⊗n
j=1 τj → µ où µ est une variablede type.3. Si τ est un type de la forme ⊗n

j=1 τj → µ alors les τi (i ≤ n) sontappelés les 
omposantes de τ notées τ [i].4. Pour 
haque type τ on dé�nit rank(τ) et arg(τ) tel que :si τ = A (atome) alors arg(τ) = rank(τ) = 0 et arg(⊗n

j=1 τj → µ) = net rank(⊗n
j=1 τj → µ) = 1 +Maxi=1···nrank(τ [i]).5. On dé�nit indu
tivement les types τ [i1, · · · , ik] par (τ [i1, · · · , ik−1])[ik]pour 1 ≤ ik ≤ arg([i1, · · · , ik−1]).6. Les deux atomes τ et µ sont dit équivalents (noté par τ ∼ µ) si τ = µ
ette relation est étendue pour tous les types par les règles suivantes :(τ → ν) ∼ µ ssi ν ∼ µ et τ ∼ (µ→ ν) ssi τ ∼ ν.7. La 
omplexité π pour les termes fermés est dé�nie 
omme suit :Si T = λx1 · · ·xn.xi alors π(T ) = 1 est un terme fermé en forme nor-male longue etSi T = λx1 · · ·xn.xiT1 · · ·Tk alors π(T ) = 1+Maxj=1···k(π(λx1 · · ·xn.Tj)).8. |τ | : est le nombre de termes fermés T en forme normale longue de type

τ .9. |τ |α : est le nombre de termes fermés T en forme normale longue de
omplexité π(T ) ≤ α.Dé�nition 3.1. Le type τ est re
ouvert par µ si τ ∼ µ et s'il y a unesurje
tion f : {1, · · · , arg(τ)} → {1, · · · , arg(µ)} tel que τ [i] = µ[f(i)] pourtout i ≤ arg(τ).



Chapitre 3 :La te
hnique �xpoint 31Dé�nition 3.2. le type τ est un prolongement dire
t d'un type µsi τ =
⊗n

j=1 µ[j]→ µ[i, p] pour tout i ≤ arg(µ) et p ≤ arg([i]) où n = arg(µ)et µ[i] ∼ µ la relation de prolongation est transitive et ré�exive.Dé�nition 3.3. Le type τ est une extension d'un type µ s'il y a une séquen
e�nie des types τ1, · · · , τn pour n ≥1 tel que τ1 = µ et τn = τ et si les 
onditionssuivantes sont satisfaites :1. τi est un prolongement dire
t de τi−1 pour tout 2 ≤ i ≤ n.2. τi n'est pas re
ouvert par au
un τk pour k ≤ i.Théorème 3.1. Chaque type admit un nombre �ni d'extension (preuve voir[13℄)Dé�nition 3.4. L'arbre d'extension d'un type τ est un arbre des bran
hes�nis tel que 
haque noeud est étiqueté par un type, l'arbre d'extension est
onstruit 
omme suit :1. La ra
ine de l'arbre est τ .2. Si le noeud 
ourant µ est une extension de τ et µ a des prolongementsdire
ts µ1, ..., µn alors dessiner un ar
 de µ vers 
haque µi (1 ≤ i ≤ n).3. Si le noeud 
ourant µ est une extension de τ et qu'il n 'a pas desprolongements dire
ts alors µ n'a pas de su

esseurs dans l'arbre, telque µ est un noeud terminal dans l'arbre.4. Si le noeud 
ourant µ n'est pas une extension de τ ( µ est re
ouvert parl'un de 
es prédé
esseurs), alors µ n'a pas de su

esseur dans l'arbre,tel que µ est un noeud terminal.Dé�nition 3.5. � On dé�nit l'ensemble N̄ = N∪{ω} tel que i ≤ ω pourtout i ∈ N .On dé�nit aussi :L'addition a + ω = ω.La multipli
ation 0.ω = 0 et a.ω = ω (a 6= 0)L'ensemble (N̄k,≤) est ordonnés dans N tel que :
(a1, ..., ak) ≤ (b1, ..., bk) si ∀i ≤ k ai ≤ bi� N̄K est un treillis 
omplet, N̄K a une borne inférieure et une bornesupérieure.� La fon
tion f : N̄n → N̄k est appelée un système des polyn�mes (ou unpolyn�me) si f = (f1, ..., fk) et toute fi : N̄

n → N̄ est une 
ompositionde l'addition de multipli
ation et des fon
tions 
onstantes, toutes lesfon
tions sont monotones dans N̄k .� Pour tout polyn�me f : N̄k → N̄k (i ∈ N) on dé�nit le polyn�me
f i : N̄k → N̄k par f i+1 = f ◦ f i et f 1 = f .



Chapitre 3 :La te
hnique �xpoint 32� On dit que x0 ∈ N̄k est le plus petit point �xe de f : N̄k → N̄k si x0est un point �xe tel que f(x0) = x0 et pour tout point �xe x de f on a
x0 ⊑ x.Le théorème suivant est issu du lemme Knaster-tarski :Théorème 3.2. Soit f : N̄k → N̄k un polyn�me alors ∪∞i=0f

i(0, ...0
︸ ︷︷ ︸

k fois) est leplus petit point �xe de f.3.1 Algorithme de plus petit point �xeEntrée : f : N̄k → N̄k.Sortie : x0 ∈ N̄kSpé
i�
ation : x0 est le plus petit �xe point de f .k :la dimension du problème de la fon
tion f . l'algorithme est ré
ursif sur k.Cas 1 : On résout le problème pour k = 1
haque polyn�me f : N̄ → N̄ peut être transformé sous la forme f(x) = ∑p

i=1 αix
i + α0 (αi ∈ N̄),le plus petit point �xe de f est α0 + α0αω où α =

∑p
i=1 αi.Cas 2 : On résout le problème pour une dimension de k + 1soit (f, F ) : N̄ × N̄k → N̄k+1soit le polyn�me f : N̄ × N̄k → N̄ et soit le système polynomialF : N̄ × N̄k → N̄kle polyn�me f peut être transformé : f(x,−→y ) =

∑p

i=1 αi(
−→y )xi + α0(

−→y ) telque α(−→y ) =
∑p

i=1 αi(
−→y ) on 
onstruit le polyn�me g : N̄k → N̄ 
omme suit :
g(−→y ) = α0(

−→y ) + α0(
−→y )α(−→y )ωon dé�nit F ′ : N̄k → N̄k par la formule :

F ′(−→y ) = F (g(−→y ),−→y )On suppose qu'il y a une pro
édure de résolution du problème pour unedimension kSoit −→y0 le plus petit point �xe de −→F̀ , soit x0 = g(−→y0), la paire (x0,
−→y0) est leplus petit point �xe pour 
e problème (Voir [13℄).3.2 Le nombre de termes fermésLemme 3.1. Soit le terme fermé T de type τ =

⊗n
j=1 τj → A, s'il existe

i ≤ arg(τ) tel que τ [i] ∼ τ et si k = arg(τ [i]) > 0 alors il y'a des termesfermés G1, · · · , Gk de types ⊗n
j=1 τj → τ [i, 1], · · · ,

⊗n
j=1 τj → τ [i, k] respe
-tivement tel que :
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hnique �xpoint 33
T = λx1 · · ·xn.xi(G1x1 · · ·xn) · · · (Gkx1 · · ·xn)Voir preuve [13℄ page 6.Dé�nition 3.6. Pour tout type τ on dé�nit :1. Sτ = {i ≤ arg(τ) : τ ∼ τ [i] et rank(τ [i] ≥ 1)}et2. Tτ = {i ≤ arg(τ) : τ ∼ τ [i] et rank(τ [i] = 0)}Lemme 3.2. Si Sτ ∪ Tτ = 0 alors |τ | = 0Théorème 3.3. Si Sτ ∪ Tτ 6= 0 alors1. |τ | = |Tτ |+

∑

i∈Sτ

∏arg(τ [i])
p=1 |

⊗n

j=1 τ [j]→ τ [i, p]|2. |τ |α = |Tτ |+
∑

i∈Sτ

∏arg(τ [i])
p=1 |

⊗n

j=1 τ [j]→ τ [i, p]|α−1 tel que α > 0.Remarque 3.1. le nombre total des termes de type τ de tête xi est donnépar le produit ∏k
p=1 |

⊗n
j=1 τ [j]→ [i, p]|.Lemme 3.3. Soit le type τ et soient τ1, . . . , τn des prolongements de τ , Soient

x = |τ | et x1 = |τ1|, . . . , xn = |τn| alors il y' a un polyn�me f : N̄n → N telque x = f(x1, . . . , xn) (Voir preuve [13℄ page 7).Exemple 3.1. Soit x, y, z ∈ N̄ le nombre des termes fermés des types sui-vants respe
tivement :
(B,C → C), C, C, (B,C → B), (C,C → A), (A,B → A)→ A
(B,C → C), C, C, (B,C → B), (C,C → A), (A,B → A)→ B
(B,C → C), C, C, (B,C → B), (C,C → A), (A,B → A)→ COn 
her
he d'abord :
Sτ = {i ≤ arg(τ) : τ ∼ τ [i] et rank(τ [i] ≥ 1)}et
Tτ = {i ≤ arg(τ) : τ ∼ τ [i] et rank(τ [i] = 0)}puis on applique le Théorème 3.3
|τ | = |Tτ |+

∑

i∈Sτ

∏arg(τ [i])
p=1 |

⊗n
j=1 τ [j]→ τ [i, p]|� rank(Arg(τ [i])) ≥ 1{i = 5, 6 tel que tail τ [5] ∼ tail τ [6] ∼ A} alors

Sτ = {5, 6} .� Tτ = Φ pas d'arguments
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hnique �xpoint 34alors
x = 0 +

∑

i∈{5,6}

∏arg(τ [i])
p=1 |

⊗n
j=1 τ [j]→ τ [i, p]|tel que x =

∏arg(τ [5])
p=1 |

⊗n
j=1 τ [j]→ τ [5, p]|+

∏arg(τ [6])
p=1 |

⊗n
j=1 τ [j]→ τ [6, p]|

x = |
⊗n

j=1 τ [j] → τ [5, 1]| ∗ |
⊗n

j=1 τ [j] → τ [5, 2]| +
⊗n

j=1 τ [j] → τ [6, 1]| ∗
|
⊗n

j=1 τ [j]→ τ [6, 2]|
|
⊗n

j=1 τ [j]→ τ [5, 1]| = z
|
⊗n

j=1 τ [j]→ τ [5, 2]| = z
|
⊗n

j=1 τ [j]→ τ [6, 1]| = x
|
⊗n

j=1 τ [j]→ τ [6, 2]| = y alors
x = z2 + xy de la même manière on trouve
y = yz
z = 2 + yz ( rank(arg[2℄) = rank(arg[3℄) = 0 ) et (rank(arg [1℄) ≥ 1).Lemme 3.4. Soit i ≥ 1 les types τ → µ et τ i → µ ont la même taille (voir[13℄ page 7).Lemme 3.5. τ =

⊗n

j=1 τ [j] → A et soit f : {1, · · · , n} → {1, · · · , n} estune permutation si µ =
⊗n

j=1 τ [f(j)]→ A alors |τ | = |µ| (voir [13℄).Lemme 3.6. Si le type τ est re
ouvert par µ alors τ et µ ont la même taille.Lemme 3.7. Si le type τ est re
ouvert par µ alors |µ|α ≤ |τ |α (α ∈ N) et si
|µ|α = 0 alors |τ |α = 0.3.3 Algorithme de 
onstru
tion polynomialeEntrée : type τSortie : Une liste de types (τ1, · · · , τn) et le polyn�me F : N̄n → N̄nSoit l'arbre �ni d'extension de type τ ( théorème 3.1 )Soient les types τ1, · · · , τn dans l'arbre.1. Mettre τ1 = τ .Pour tout type τi on introduit une nouvelle variable xi qui sera notée

xi = |τi|.Soient toutes les extensions τ1, · · · , τk de τ dans l'arbre, pour 
ela on va
onstruire K polyn�mes f1, · · · , fk un pour 
haque extension de type
τ .2. Si le noeud 
ourant µ = τi dans l'arbre est une extension de τ et µ ales prolongements dire
ts µ1, · · · , µp, alors suivant le lemme 3.3 il y'a



Chapitre 3 :La te
hnique �xpoint 35un polyn�me dit fi tel que fi : N̄
p → N̄ (fi peut être vue 
omme unefon
tion des arguments x1, · · · , xn) tel que

xi = fi(x1 · · ·xn) (1)3. Soit τi un noeud terminal dans l'arbre, τi est une extension de τ et τi nepossède pas des prolongements dire
ts alors s = |Tτi| (Voir dé�nition3.6), mettre
xi = s (2)4. Si τi un noeud terminal tel que τi n'est pas une extension de τ (pour

i > k), alors il existe un prédé
esseur de τi appelé τs tel que τi estre
ouvert par τs et le type τs est une extension de τ , mettre
xi = xs (3)Maintenant on a exa
tement n équations polynomiales entre variables

x1 = f1(x1 · · ·xn)...
xk = fk(x1 · · ·xn)
xk+1 = xs1 où τk+1 est re
ouvert par τs1 ∈ {τ1, · · · , τk}...
xn = xsn−k

où τn est re
ouvert par τsn−k
∈ {τ1, · · · , τk}Utilisant (n - k) équations, on peut rempla
er xk+1, · · · , xn qui ne sontpas des extensions de τ par d'autres variables qui sont des extensionsde τ , aussi on suppose pour tout i la variable xi a une apparen
e dansle polyn�me fi , sinon on doit réduire le nombre d'équations par lasubstitution polynomiale fi (x1 · · ·xn) pour 
haque xi, on doit réduirele 
hemin pour toutes les équations de le forme xi = s.Si (x1, · · · , xn) est le plus petit point �xe de F alors

xi = |τi| pour tout i ≤ nSuite de l'exemple pré
édent, le problème est de trouver des termes en formenormale pour le type (B → C → C) → C → C → (B → C → B) → (C →
C → A) → (A → B → A) → A, on applique l'algorithme de 
onstru
tionpolynomiale.On introduit quelques types qui dénotent le nombre de termes en formesnormales :
x = |(B → C → C)→ C → C → (B → C → B)→ (C → C → A)→ (A→
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B → A)→ A|
y = |(B → C → C)→ C → C → (B → C → B)→ (C → C → A)→ (A→
B → A)→ B|
z = |(B → C → C)→ C → C → (B → C → B)→ (C → C → A)→ (A→
B → A)→ C|Le résultat de l'algorithme de 
onstru
tion polynomiale sur les types est leséquations suivantes :

x = xy + z2

y = yz
z = yz + 2On applique l'algorithme de plus petit point �xe on obtient le plus petit point�xe des équations pré
édentes





x
y
z



 =





4
0
2



On applique le théorème 3 (knaster tarski)




0
0
0




f
→





0
0
2




f
→





4
0
2




f
→





4
0
2




f
→il y'a exa
tement 4 termes fermés de type

(B → C → C) → C → C → (B → C → B) → (C → C → A) → (A →
B → A)→ AExemple 3.2. (voir [13℄ page 11) Dans 
et exemple on 
onstruit le systèmepolynomial et on a

orde le nombre de preuves (termes) pour 
ette formule(type) qui n'est pas prouvable nommé Pier
e law ((A ⊃ B) ⊃ A) ⊃ A, lesymbole ⊃ représente l'appli
ation 
lassique → et le symbole ⊥ le NOT lo-gique.Alors ∼ A est représenté par A→⊥ et A ⊃ B par A→ (∼ B →⊥) .après la transformation de Prie
e law on aura la forme suivante :
((A→ (B →⊥)→⊥)→ (A→⊥)→⊥)→ (A→⊥)→⊥Pour la performan
e de l'algorithme de 
onstru
tion polynomiale on introduitquelques types et des variables qui dénotent le nombre des formes normalespour 
es types.Soit :
x = |((A→ (B →⊥)→⊥)→ (A→⊥)→⊥)→ (A→⊥)→⊥ |

y = |((A→ (B →⊥)→⊥)→ (A→⊥)→⊥)→ (A→⊥)→ A→ (B →⊥)→⊥ |

z = |((A→ (B →⊥)→⊥)→ (A→⊥)→⊥)→ (A→⊥)→ A→⊥ |
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u = |((A→ (B →⊥)→⊥)→ (A→⊥)→⊥)→ (A→⊥)→ A|

s = |((A→ (B →⊥)→⊥)→ (A→⊥)→⊥)→ (A→⊥)→ A→ A→ (B →⊥)|

t = |((A→ (B →⊥)→⊥)→ (A→⊥)→⊥)→ (A→⊥)→ A→ A→⊥ |

w = |((A→ (B →⊥)→⊥)→ (A→⊥)→⊥)→ (A→⊥)→ A→ A|

v = |((A → (B →⊥)→⊥)→ (A →⊥)→⊥) → (A →⊥)→ A→ (B →⊥)→ A→

(B →⊥)→⊥ |

p = |((A → (B →⊥) →⊥) → (A →⊥) →⊥) → (A →⊥) → A → (B →⊥) →

A→⊥ |

q = |((A→ (B →⊥)→⊥)→ (A→⊥)→⊥)→ (A→⊥)→ A→ (B →⊥)→ A|

r = |((A→ (B →⊥)→⊥)→ (A→⊥)→⊥)→ (A→⊥)→ A→ (B →⊥)→ B|A

order l'algorithme 
onstru
tion polynomial on aura les équations poly-nomiales suivantes :
x = yz + u
u = 0
y = vp+ q + r
r = 0
q = 1
z = st + w
w = 1

v = y v est re
ouvert par y
p = y p est re
ouvert par y
s = y s est re
ouvert par y
t = z t est re
ouvert par zpar substitution, le système peut être se réduit :
x = yz
y = y2 + 1
z = yz + 1Le résultat de l'algorithme de plus petit �xe point est la solution minimalepour le système y = w, z = w par 
onséquent x = w, il y'a un nombrein�ni de termes en formes normales (preuve normale) de type (formule)
((A ⊃ B) ⊃ A) ⊃ A.Utilisant le théorème Knaster tarski on aura une diverge 
onséquen
e destuples.





0
0
0




f
→





0
1
1




f
→





1
2
2




f
→





4
5
5




f
→ · · ·



Chapitre 3 :Grammaires de (Takahashi, Akama) 384 Grammaire de génération des habitants d'untype (Takahashi, Akama)Dans [24℄ Takahashi et Akama ont présenté une grammaire à 
ontextelibre pour générer l'ensemble des habitants M en forme β-normale et enforme normale longue pour un type A et un 
ontexte Γ.Dé�nition 4.1. (Grammaire à 
ontexte libre G) Une grammaire à 
ontextelibre est un quadruplet dé�nit 
omme suit :G = (T,N,R,σ) tel que :� T :Alphabet de la grammaire ou symbole terminaux.� N :Ensembles des symboles non-terminaux.� R :Le sous-ensemble �ni des règles de produ
tion
{ξ  w|ξ ∈ N,w ∈ (T ∪N)∗}� σ :Un élément de N appelé axiome.Dé�nition 4.2. (Langage Contexte libre) Le langage engendré par une gram-maire à 
ontexte libre G est dé�ni 
omme suit :L(G)={τ ∈ T ∗|σ

∗
 τ} tel que :

∗
 est une fermeture transitive ré�exive.
(w1

∗
 wk, ∃k ∈ n|w1

k
 wk ≡ w1  w2  · · · wk).Dé�nition 4.3. (forme β-normale) Bt(Γ, A) est une forme β-normale pourun 
ontexte Γ et un type A et on dé�nit :

Bt(Γ, A) ={λxA1
xA2
· · ·xAp

.xBM1M2 · · ·Mq|p, q ≥ 0,
∃A′, B1, · · · , Bq tel que
A ≡ A1 → A2 → · · · → Ap → A′,
B ≡ B1 → B2 → · · · → Bq → A′ ∈ type(Γ′),
Mj ∈ Bt(Γ

′, Bj)(j = 1, 2, · · · q)où Γ′ = Γ ∪ {x1 : A1, x2 : A2, · · · , xp : Ap}}Dé�nition 4.4. (Forme normale longue)La formule Γ ⊢t λxA1
xA2
· · ·xAm

.xBM1M2 · · ·Mn : A est dite en forme nor-male longue pour tout a, B1, · · · , Bn,
A ≡ A1 → A2 → · · · → Am → a,
B ≡ B1 → B2 → · · · → Bn → a ∈ type(Γ′), et
Γ′ ⊢t Mj : Bj est en forme normale longue (j = 1, · · · , n)où Γ′ = Γ ∪ {xA1

: A1, xA2
: A2 · · ·xAm

: Am} on é
rit :
Lt(Γ, A) = {M |Γ ⊢t M : A est en forme normale longue }.Rappels :Soit le 
ontexte Γ = {x1 : A1, x2 : A2, · · · , xn : An} alors :
Sujet(Γ) = {x1, x2, · · · , xn} et
Type(Γ) = {A1, A2, · · · , An}



Chapitre 3 :Grammaires de (Takahashi, Akama) 394.1 Grammaire de génération des habitants d'un typeDans la suite nous allons présenter une grammaire G(T,N,R,< Γ, A >)qui engendre les habitants d'un type A en forme normale longue (Lt(Γ, A))dans un 
ontexte Γ.Théorème 4.1. Soit le 
ontexte Γ et le type A :� {λ, ., (, )} ⊆ T .� 〈Γ, A〉 ∈ N� Pour tout 〈∆, C〉 ∈ N ajouter à R la règle de produ
tion suivante :
〈∆, C〉 (λxC1

xC2
· · ·xCm

.xB 〈∆
′, B1〉 〈∆

′, B2〉 · · · 〈∆
′, Bn〉)

∆′ = ∆ ∪ {xC1
: C1, · · ·xCm

: Cm},
∃ 
 tel que :

C = C1 → C2 → · · · → Cm → c.

B = B1 → B2 → · · · → Bn → c ∈ type(∆′).

xCi
∈ T (i = 1, · · ·m).

〈∆′, Bj〉 ∈ N (j = 1, · · · , n)alors l'ensemble Lt(Γ, A) est généré par la grammaire à 
ontexte libre
Gt(Γ, A) = (T,N,R, 〈Γ, A〉).Exemple 4.1. Soit Γ = ∅ et A = A1 → A2 → A3 → b où A1 = A2 → A3 → b
A2 = A3 → b , A3 = a on applique le théorème 4.1 on obtient la grammaireà 
ontexte libre G = (T,N,R, 〈∅, A〉) pour générer l'ensemble Lt(∅, A) où :
T = {xA1

, xA2
, xA3

, λ, ., (, )}
N = {〈∅, A〉 , 〈∆, A2〉 , 〈∆, A3〉}
R = { 〈∅, A〉  (λxA1

xA2
xA3

.xA1
〈∆, A2〉 〈∆, A3〉)

〈∅, A〉  (λxA1
xA2

xA3
.xA2
〈∆, A3〉)

〈∆, A2〉  (λxA3
.xA1
〈∆, A2〉 〈∆, A3〉)

〈∆, A2〉  (λxA3
.xA2
〈∆, A3〉)

〈∆, A3〉  (xA3
)}Ave
 ∆ = {xA1

: A1, xA2
: A2, xA3

: A3}.La génération d'une grammaire à 
ontexte libre pourBt(Γ, A) est similaireà Lt(Γ, A).La grammaire pour générer les habitants en forme β-normale (Bt(Γ, A) ) estdonnée par le théorème suivant :



Chapitre 3 :Grammaires de (Takahashi, Akama) 40Théorème 4.2. Soit le 
ontexte Γ et le type A :� {λ, ., (, )} ⊆ T.� 〈Γ, A〉 ∈ N� Pour tout 〈∆, C〉 ∈ N ajouter à R la règle de produ
tion suivante :
〈∆, C〉 (λxC1

xC2
· · ·xCp

.xB 〈∆
′, B1〉 〈∆

′, B2〉 · · · 〈∆
′, Bq〉)| p, q ≥, ∃C

′telque :
C = C1 → C2 → · · · → Cp → C ′

B = B1 → B2 → · · · → Bq → C ′ ∈ type(∆′)

∆′ = ∆ ∪ {xC1
: C1, · · ·xCp

: Cp}

〈∆′, Bj〉 ∈ N(j = 1, · · · , q).Alors les ensembles T,N,R sont �nis et Bt(Γ, A) est généré par une gram-maire à 
ontexte libre Gt(Γ, A) = (T,N,R, 〈Γ〉 , A)

Γ ⊢t M : A est en forme β-normale ssi ∃Γ ⊢t M ′ : A en forme normalelongue tel que M ′ ։η M .Exemple 4.2. On applique le théorème 4.2 pour l'exemple 4.1(Γ = ∅ et A = ((a → b) → a → b) → (a → b) → a → b), on obtient lagrammaire suivante :
T = {xA1

, xA2
, xA3

, λ, ., (, )}
N = {〈∅, A〉 , 〈∆, A2〉 , 〈∆, A3〉}
R = { 〈∅, A〉  λxA1

.xA1

〈∅, A〉  λxA1
xA2

.xA2

〈∅, A〉  (λxA1
xA2

xA3
.xA1
〈∆, A2〉 〈∆, A3〉)

〈∅, A〉  (λxA1
xA2

xA3
.xA2
〈∆, A3〉)

〈∆, A2〉  (λxA3
.xA1
〈∆, A2〉 〈∆, A3〉)

〈∆, A2〉  (λxA3
.xA2
〈∆, A3〉)

〈∆, A2〉  (xA1
〈∆, A2〉)

〈∆, A2〉  (xA2
)

〈∆, A3〉  (xA3
)}Ave
 ∆ = {xA1

: A1, xA2
: A2, xA3

: A3}.Corollaire 4.1. Lt(Γ, A) peut être vide, �ni, ou in�ni pour tout Γ et A. lemême sera vrai pour Bt(Γ, A).



Chapitre 3 : Génération aléatoires des termes 415 Génération aléatoires des termes en forme
β-normale des types simples(J.Wang)Dans [21℄ Jue Wang a donné un algorithme pour générer d'une manièreuniforme aléatoire des termes en forme β-normale d'un type A et d' une taille

s donnée. Dans la suite nous présentons 
et algorithme après avoir rappeléquelques notations et dé�nitions.Dé�nition 5.1.� size(M) =







1 si M ≡ x
1 + size(N) + size(P ) si M ≡ (NP )
1 + size(N) si M ≡ (λx.N)� args(A) =

{
A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An ∪ args(A1) ∪ · · · ∪ args(An) si A = A1 → · · · → An → a
{} si A = a� Un environnement Γ est un ensemble 
onstitué des types Ai et le nombred'apparition n de 
es types dans l'environnement (Ai : n).Soit l'environnement Γ0 = {a : 1, a→ b : 3, a→ a : 0}, 
et environne-ment indique qu'il y'a une seule variable de type a, trois variables detype a→ b et au
une variable de type a→ a.� typeSet(Γ) : est une fon
tion qui retourne les di�érents ensembles destypes liés à un environnement Γ donné.

typeSet(Γ0) = {a, a→ b, a→ a}.� typeCnt est une fon
tion qui retourne le nombre de variables dans Γde type A
typeCnt(Γ0, a) = 1� typeCntInc(Γ, A) : est une fon
tion qui in
rémente le nombre de va-riables de type A dans Γ par 1.
typeCntInc(Γ0, a) produit le nouveau environnement
Γ1 = {a : 2, a→ b : 3, a→ a : 0}.Jue Wang [21℄ a modi�é la grammaire(in�nie) développée par Takahashi[24℄ pour obtenir la grammaire présentée 
i-dessous, dans 
ette grammaire ila ajouté les symboles non-terminaux [Γ, A] qui dérivent toutes les variablesdans l'environnement de type A.



Chapitre 3 : Génération aléatoires des termes 425.1 Grammaire de génération des termes en forme β-normaled'un type A ave
 l'environnement Γ :Soit l'environnement Γ et le type A,La grammaire G(Γ, A) = (T,N,R,< Γ, A >) génère l'ensemble
B(Γ, A) = {M |Γ ⊢M : A en forme β-normale }T :L'ensemble des symboles terminaux.N :L'ensemble des symboles non-terminaux.R :L'ensemble des règles de produ
tions, dé�nit 
omme suit :
• {λ, ., .(, )} ⊆ T .
• < Γ, A >∈ N, [Γ, A] ∈ N .
• Pour tout < Γ, A >∈ N , l'ensemble des règles de produ
tion R :

< Γ, A >  [Γ, A]

 xB
i < Γ, B1 > · · · < Γ, Bm >pour i = 0, · · · , (typeCnt(Γ, B)− 1),pour tout B ≡ B1 → · · · → Bm → A ∈ typeSet(Γ)

N∪ < Γ, Bj > pour j = 1, · · · , m

 λxA1

typeCnt(Γ,A1)
: A1. < typeCntInc(Γ, A1), A2 → · · · → An → a >si A = A1 → A2 → · · · → An → a, n ≥ 1

T ∪ xAi

typeCnt(Γ,Ai)
pour i = 0, · · · , n

[Γ, A]  xA
j , pour j = 0 · · · (numType(Γ, A)− 1)La grammaire génère tous les termes M de type A en forme β-normalepar les règles de produ
tion de non-terminal < Γ, A >.Si la première produ
tion [Γ, A] est utilisée, alors la grammaire génère toutesles variables de type A dans Γ et les variables sont en forme β-normale.Si la deuxième règle de produ
tion de xB

i < Γ, B1 > · · · < Γ, Bm > estutilisée et si on suppose que < Γ, B1 > · · · < Γ, Bm > génèrent m termes
y1, · · · , ym de type B1, · · · , Bm en forme β-normale, alors le terme résultatest M = (· · · (xB

i y1) · · · ym).Si A = A1 → · · · → An → a alors la troisième produ
tion peut être utiliséepour générer les termes (Voir[21℄ page 6).Exemple 5.1. Cet exemple donne une grammaire pour générer l'en-semble B(Γ, ((a → b) → a → b) → (a → b) → a → b) de tousles termes en forme β-normale de type A = A1 → A2 → a → b où
A1 = (a→ b)→ a→ b, A2 = a→ b.



Chapitre 3 : Génération aléatoires des termes 43� L'environnement initial Γ0 = {A1 : 0, A2 : 0, a : 0}.� L'ensemble des terminaux T :
λ ,.,(,)
xA2→a→b
j , pour j = 0 · · · (typeCnt(Γ, A2 → a→ b)− 1),

xA2

j pour j = 0 · · · (typeCnt(Γ, A2)− 1), et xa
j pour j = 0 · · · (typeCnt(Γ, a)− 1).� L'ensemble des non-terminaux N :

< Γ, A >,< Γ, A2 → a → b >,< Γ, a → b >,< Γ, a → b >,< Γ, b >,
< Γ, a >, [Γ, A2 → a→ b], [Γ, A2], [Γ, a]� L'ensemble des règles R :
< Γ, A >  λxA1

typeCnt(Γ,A1)
: A1. < typeCntInc(Γ, A1), A2 → a→ b >

< Γ, A2 → a→ b >  [Γ, A2 → a→ b]

λxA2

typeCnt(Γ,A2)
: A2. < typeCntInc(Γ, A2), a→ b >

< Γ, a→ b >  [Γ, a→ b]
λxa

typeCnt(Γ,a) : a. < typeCntInc(Γ, a), b >

[Γ, A1] < Γ, a→ b >

< Γ, b >  [Γ, b]

xA1

i < Γ, A2 >< Γ, a > pour i = 0 · · · (typeCnt(Γ, A1)− 1)

xA2

i < Γ, a > pour i = 0 · · · (typeCnt(Γ, A2)− 1)

< Γ, a >  [Γ, a]

[Γ, A2 → a→ b]  xA2→a→b
j pour j = 0 · · · (typeCnt(Γ, A2 → a→ b)− 1)

[Γ, A2]  xA2

j pour j = 0 · · · (typeCnt(Γ, A2)− 1)

[Γ, a]  xa
j pour j = 0 · · · (typeCnt(Γ, a)− 1)

[Γ, b]  Au
un.5.2 Génération des termes d'un type donnéDans 
ette se
tion, nous présentons l'algorithme donné dans [21℄ pourgénérer les termes fermés en forme β-normale d'un type A et d'une taille s(size), d'une manière aléatoire uniforme .Le type et la taille ne sont pas un 
ritère su�sant pour 
onnaitre la forme de
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ela J.Wang a utilisé les fon
tions de 
omptage pourdéterminer la probabilité de 
haque forme de terme qui va guider la généra-tion.Pour 
ompter le nombre de termes d'un type A et d'une taille s, J.Wang a dé-�ni les fon
tions countTerm, countHeadV arTerm et countHeadV arArgTermsd'une manière ré
ursive.La fon
tion count initialise countTerm ave
 un environnement Γ vide, untype A et une taille s.La fon
tion countTerm retourne le nombre de termes en forme β-normalebasée sur la taille s.� Si s = 0 alors le nombre de terme =0.� Si s = 1 alors le seul terme d'un type donné est une variable de terme,et on 
her
he le nombre de variable de termes dans l'environnement.� Si s >1 on 
onsidère deux 
as, le type soit une variable de type ou untype 
omposé.
⋆ Si le type = variable de type (atome) alors on appelle la fon
tion
countHeadV arTerm(A,Γ, s), 
ette fon
tion 
ompte le nombred'appli
ation terme de la forme ((· · · (xM1) · · ·Mk−1)Mk) où x : B1 → · · · → Bk → Aet Mi : Bi pour 1 ≤ i ≤ k.
countHeadV arTerm 
her
he toutes les variables xB

j dans Γ quiretourne le type A et pour toute xB
j on 
al
ul tous les 
heminspossibles pour générer les termes de tête xB

j à l'aide de la fon
tion
countHeadV arArgTerms.

⋆ Si le type T = A1 → A2 (type 
omposé) alors on peux générersoit une abstra
tion ou une appli
ation terme, on ajoute dans lesdeux 
as le nombre de termes.Dans le 
as d'une abstra
tion on dé
len
he la fon
tion
countTerm(A2, s− 1, typeCntInc(Γ, A1)).Dans le 
as d'une appli
ation, on doit avoir 
omme opérateur unevariable de terme de type T et on dé
len
he la fon
tion countHeadV arTermpour 
ompter le nombre de 
es termes.La génération des termes se fait par les fon
tions genTerm, genV arterm,

genLamTerm et genAppTerm d'une manière ré
ursive. On utilise gen(A, s)pour générer les termes en forme β-normale 
ette dernière dé
len
he la fon
-tion genTerm(Γ = 0, s, A), on distingue les 
as suivants sur la taille s.� Si s = 0 alors pas de terme.� Si s = 1 alors on appelle genV arTerm qui retourne une variable determe de type T 
hoisit dans un environnement Γ d'une manière aléa-toire uniforme.
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⋆ Si type = variable de type (atome) soit A, la seule règle qu'on peututiliser est (→ E) et on doit appeler la fon
tion genAppTerm pourgénérer les termes appli
ation.Dans la génération de l'appli
ation terme on appelle la fon
tion
chooseHeadV ar pour générer le type de la variable tête 
hoisit,ave
 
es informations utiliser genV arTerm pour générer la va-riable tête, genTerm pour générer les arguments de termes et
onstruire le terme pour 
es piè
es.

⋆ Si le type T = A1 → A2 (type 
omposé), on peut générer soit uneabstra
tion ou une appli
ation, on appelle la fon
tion countTermpour 
ompter le nombre total de termes d'un type T et d'unetaille s donné et 
al
uler le nombre total d'abstra
tion terme d'untype T et d'une taille donné s, si le nombre d'abstra
tion termeest supérieur à la probabilité 
orrespondante au pour
entage denombre total de termes alors on 
hoisit la génération d'une abs-tra
tion terme, pour 
ela on génère une variable de type A1, onappelle la fon
tion genTerm(A2, s− 1, typeCntInt(Γ, A1)) pourgénérer le 
orps du terme sinon on 
hoisit la génération d'appli
a-tion terme et on appelle la fon
tion genAppTerm.Dans les �gures (FIGURE 2.1 et FIGURE 2.2 ) l'auteur a présenté un pseudo-
ode pour les fon
tions de 
omptage et de génération d'un terme suivant unespé
i�
ation donnée, l'implémentation est donnée en O
aml(voir [22℄ page 41-62).Fon
tion auxiliaires partagées entre les fon
tions de 
omptage etde génération
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Entrée :type A = A1 → A2 · · · → An → a, taille sSortie :le nombre de termes en forme β-normale d'une taille s et de type A.
count(A, s) = countTerm(A, 0, s)
countTerm(A,Γ, s) =IF s = 0 THENRETURN 0ELSE IF s = 1 THENRETURN typeCnt(Γ, A)ELSEIF varType?(A) THENRETURN countHeadV arTerm(A,Γ, s)ELSERETURN countTerm(resType(A), typeCntInc(Γ, argtype(A)), s − 1)
+countHeadV arTerm(A,Γ, s)

countHeadV arTerm(A,Γ, s) =
numTerms← 0FOR ea
h B = B1 → · · · → Bm → A ∈ validHeadV arTypeSet(A,Γ)
numTerms← numTerms+ countHeadV arArgTerms(B,Γ, s)RETURN numTerms

countHeadV arArgTerms(B,Γ, s) =
numTerms← 0
numV arWithTypeInEnv← typeCnt(Γ, B)IF numV arWithTypeInEnv > 0 THENFOR ea
h (s1, · · · , sm) ∈ ndk(s− 1−m,m)
numTerms← numTerms+

∏m
i=1 countTerm(Bi,Γ, si)RETURN numV arWithTypeInEnv × numTermsFigure 2.1 � L'algorithme de 
omptage des termes en forme normale d'untype et d'une taille donné
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varType?(A) =

{
true if A = a
false if A = A1 → A2

arrowType?(A) =

{
false if A = a
true if A = A1 → A2

argType(A) =

{
Error if A = a
A1 if A = A1 → A2

resType(A) =

{
Error if A = a
A2 if A = A1 → A2

validHeadV arTypeSet(A,Γ) = {B|B = B1 → · · ·Bm → A,m ≥ 0, B ∈ dom(Γ)}

ndk(n, k) = {(s1, · · · , sk)|si ≥ 1,
∑k

i=1 si = n}random(bound)=générateur de nombre aléatoire qui retourne un nombrealéatoire entre 0 (in
lusif) et une borne (ex
lusif).



Chapitre 3 : Génération aléatoires des termes 48Entrée :type A = A1 → A2 → · · · → An → a, taille sSortie :un terme en forme β-normale de taille s et de type A, générer uniformement aléatoire.gen(A,s)=genTerm(A,0,s)IF s < 1 THENRETURN NoneELSE IF s = 1 THENIF typeCnt(Γ, A) > 0 THENRETURN genV arTerm(Γ, A)ELSERETURN NoneELSE IF arrowType?(A) THEN
totalNumTerm← countTerm(A,Γ, s)
numLamTerm← countTerm(resType(A), typeCntInc(Γ, argType(A)), s − 1)IF(randomtotalNumTerm) < numLamTerm THENRETURN genLamTerm(argType(A), resType(A),Γ, s)ELSERETURN genAppTerm(A,Γ, s, totalNumTerms− numLamTerm)ELSE RETURN genAppTerm(A,Γ, s, countTerm(A,Γ, s))

genV arTerm(A,Γ) =IF typeCnt(Γ, A) = 0 THENRETURN NoneELSERETURN x
index(Γ,A)
randomtypeCnt(Γ,A)

genAppTerm(A,Γ, s, numAppTerms) =
(B, (s1, s2, · · · , sm))← chooseHeadV ar(A,Γ, s, numAppTerms)
headV ar ← genV arTerm(B,Γ)FOR i = 1 TO m
termi ← genTerm(Bi,Γ, si)RETURN (· · · ((headV arterm1) · · · termm−1)termm)

genLamTerm(argType, resType,Γ, s) =

var ← x
index(Γ,argType)
typeCnt(Γ,argType)

body ← genTerm(resType, typeCntInc(Γ, argType), s− 1)RETURN λvar.body

chooseHeadV ar(A,Γ, s, numAppTerms) =
randNum← randomnumAppTerms
numTerms← 0FOR textiteachB = B1 → · · ·Bm → A ∈ validHeadV arTypeSet(A,Γ)
numTerms← numTerms+ countHeadV arArgTerms(B,Γ, s)IF randNum < numTerms THENRETURN (B, chooseArgSize(B,Γ, s, (countHeadV arArgTerms(B,Γ, s))/typeCnt(Γ, B)))

chooseArgSize(B,Γ, S, numArgTerms) =
randNum← randomnumArgTerms
numTerms← 0FOR each(s1, · · · , sm) ∈ ndk(s− 1−m,m)
numTerms← numTerms+

∏m
i=1 countTerm(Bi,Γ, si)IF randNum < numTerms THENRETURN (s1, · · · , sm)Figure 2.2 � Algorithme de génération de terme d'un type A et de taille s.



Chapitre 3 : Enumération des habitants des types simples 496 Enumération des habitants des types simples(G.Dowek et Y.Jiang)Dans 
ette se
tion, nous exposerons l'appro
he de G.Dowek et Y.Jiangpour dé�nir une grammaire de type 2 qui énumère les habitants en forme
β-normale d'un type donné. pour arriver à 
e résultat Dowek et Jiang dans[19, 20℄ introduisent la notion de s
héma de termes qui 
onsiste à identi�erles variables ayant le même type.Rappelons quelques dé�nitions utiles pour 
e qui suit :Dé�nition 6.1. (Séquent) Un séquent est la paire Γ ⊢ A ou Γ est un en-semble �ni de types appelé 
ontexte du séquent, et A est un type appelé 
on
lu-sion du séquent.On dit que le terme t a le séquent type Γ ⊢ A s'il a le type A, et les types deses variables libres sont dans Γ .Formellement, l'ensemble des termes du séquent types Γ ⊢ est dé�ni indu
ti-vement 
omme suit :� Si x est une variable de type A et A est un élément de Γ alors x est unterme du séquent type Γ ⊢ A.� Si x est une variable de type A et t est un terme du séquent type

Γ ∪ {A} ⊢ B alors λxt est un terme du séquent type Γ ⊢ A→ B.� Si t est un terme du séquent type Γ ⊢ A → B et u est un terme duséquent type Γ ⊢ A alors (tu) est un terme du séquent type Γ ⊢ BDé�nition 6.2. (sous-formule) La sous-formule d'un type est dé�nie 
ommesuit :1. Sub(T)={T}, si T est une variable de type (atome).2. Sub(A→ B)={A→ B} ∪ Sub(A) ∪ Sub(B).La sous-formule d'un séquent est dé�nie 
omme suit :Sub(Γ ⊢ A)=Sub(Γ) ∪Sub{A} tel que :
Sub(Γ) =

{
∅ SiΓ = ∅
Sub{B1} ∪ Sub{B2} · · · ∪ Sub{Bm} SiΓ = {B1, B2, · · · , Bm}L'ensemble des sous-formules d'un séquent Γ ⊢ A ou d'un type est tou-jours �ni.Dé�nition 6.3. (Variable 
anonique)Une variable typé est dite 
anoniquedans un terme donné si elle est identique à toute variable de même type.
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hémas de terme) Le s
héma de terme est un terme enforme normale longue dont les variables sont toutes 
anoniques.Exemple 6.1. � La proje
tion d'un terme t est le s
héma de terme ob-tenu par le rempla
ement des o

urren
es de variables par la variable
anonique d'un même type.Parmi les termes normaux fermés de type ((T → T ) → T ) → T nousavons les termes :
λF (Fλx(Fλyx)) et λF (Fλx(Fλyy))oùF est de type (T → T )→ T , x et y sont de type T.Si on 
onsidère que x et y identique 
ar de même type, on peut fusion-ner 
es deux termes en un seul appelé s
héma de terme :

λF (Fλx(Fλxx))Si x est une variable 
anonique de type T et F est une variable 
ano-nique de type (T → T )→ T alors le terme
λF (Fλx(Fλx(Fλxx)))est un s
héma de terme et
λF (Fλx(Fλy(Fλzy)))n'est pas un s
héma de terme6.1 Grammaire pour énumérer les s
hémas de termeDans [19℄, les auteurs 
onstruisent une grammaire à 
ontexte libre pourénumérer l'ensemble des s
hémas termes d'un type donné.Dé�nition 6.5. (S
héma de la grammaire)Soit Γ ⊢ A un séquent, T l'ensemble des sous-formules de Γ ⊢ A.

S est l'ensemble �ni des séquents 
onstruit ave
 les types de T .On asso
ie au séquent Γ ⊢ A la grammaire G(T,N,R, SΓ⊢A) 
onstruite 
ommesuit :� {(, ), λ} ∈ T .� SΓ⊢A ∈ N .� Les règles de produ
tions R :Pour tout symbole non-terminal S△⊢A faire-Si on a S△⊢B→C ∈ N alors ajouter la règle :



Chapitre 3 : Enumération des habitants des types simples 51
S△⊢B→C → λxs△∪{B}⊢Coù x est la variable 
anonique de type B, {x} ∪T et s△∪{B}⊢C ∈ N .-Si S△⊢a ∈ N et B1 → · · · → Bn → a ∈ △ alors ajouter la règle
S△⊢a → (xS△⊢B1

···S△⊢Bn
)où x est une variable 
anonique de type B1 → · · · → Bn → a et

{S△⊢B1
} ∪N · · · {S△⊢Bn

} ∪N .Le 
as parti
ulier de la deuxième règle est :-Si S△⊢a ∈ N et a ∈ △ alors ajouter la règle :
S△⊢a → xx est une variable 
anonique de type aExemple 6.2. Construisons la grammaire G(T,N,R, SΓ⊢A) qui engendrel'ensemble des s
hémas de termes habitants au type A ≡ (a→ a)→ a→ aLe 
ontexte i
i est vide Γ = ∅.� T 
ontient initialement {(, ), λ}.� N 
ontient initialement S∅⊢A, l'axiome.� Déterminons les règles de produ
tions :

SΓ∪⊢((a→a)→a→a) → λxS∅∪{a→a}⊢a→a
︸ ︷︷ ︸

S1

|{x} ∪ T et {S1} ∪N

S∅∪{a→a}⊢a→a
︸ ︷︷ ︸

S1

→ λy S∅∪{a→a}∪{a}⊢a
︸ ︷︷ ︸

S2

|{y} ∪ T et {S2} ∪N

S∅∪{a→a}∪{a}⊢a
︸ ︷︷ ︸

S2

→ y

S∅∪{a→a}∪{a}⊢a
︸ ︷︷ ︸

S2

→ xS∅∪{a→a}∪{a}⊢a
︸ ︷︷ ︸

S2Alors :
S → λxS1

S1 → λyS2

S2 → y
S2 → (xS2)Exemple 6.3. de la même manière on 
onstruit les règles de la grammaire

G(T,N,R, SΓ⊢A) du séquent ⊢ ((T → T )→ T )→ T sont :
S → λFS1

S1 → (FS2)
S2 → λxS3

S3 → x
S3 → (FS4)
S4 → λxS3où x est une variable 
anonique de type T et F est la variable 
anonique de
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S = S⊢((T→T )→T )→T

S1 = S(T→T )→T⊢T

S2 = S(T→T )→T⊢T→T

S3 = S(T→T )→T,T⊢T

S4 = S(T→T )→T,T⊢T→TProposition 6.1. 1. Un terme en forme normale longue du type séquent
∆ ⊢ B → C a la forme λxt pour toute variable x de type B et d'unterme t de type séquent ∆ ∪ {B} ⊢ C.2. Un terme en forme normale longue de type séquent ∆ ⊢ T où T estun type atomique a la forme (xt1, · · · , tn) pour toute variable x detype B1 → · · · → Bn → T ∈ ∆ et les termes t1, · · · , tn des types séquent
∆ ⊢ B1, · · · ,∆ ⊢ Bn.Proposition 6.2. Soit le séquent Γ ⊢ A, soit T l'ensemble des sous-formulesde Γ ⊢ A et S ensemble �ni des séquents 
onstruits des types de T , soit leséquent ∆ ⊢ B de S et t le s
héma de terme du type séquent ∆ ⊢ B, alors test généré dans S△⊢B par la grammaire dé
rite par la dé�nition 6.5.Preuve (voir [19℄) : par indu
tion sur la stru
ture de t� Si B = C → D alors t = λxu où x est une variable 
anonique de type
C et u est de type séquent ∆ ∪ {C} ⊢ D (proposition 6.1), par hypo-thèse d'indu
tion u est généré par S∆∪{C}⊢D et t est généré par S△⊢Butilisant la règle :

S∆⊢C→D → λxS∆∪{C}⊢D� Si B est un type atome alors t = (xt1, · · · , tn) où x est une variable
anonique de type C1 → · · · → Cn → B ∈ ∆ et t1, · · · , tn sont destermes des types séquent ∆ ⊢ C1, · · ·∆ ⊢ Cn respe
tivement (proposi-tion 6.1). Par hypothèse d'indu
tion, tout type ti est généré par S∆⊢Ciet t est généré par S∆⊢B utilisant la règle :
S∆⊢B → (xS∆⊢C1

, · · · , S∆⊢Cn
)6.2 Grammaire pour énumérer les termes fermés et ou-vertsPour simpli�er la grammaire on suppose qu'on a une seule variable pour
haque type.
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onstruire 
ette grammaire on utilise la grammaire pré
édente et onajoute un index pour 
haque variable.Dé�nition 6.6. Soit Γ ⊢ A un séquentSoit T l'ensemble des sous-formules de Γ ⊢ A et S un ensemble �ni 
onstruità partir de T .Pour 
haque séquent Γ ⊢ B ∈ S, on asso
ie le symbole non-terminal S∆⊢Bet on prend les règles.
S∆⊢B→C → λxiS∆∪{B}⊢Cx est une variable de type B-Si ∆ 
ontient le type B1 → · · · → Bn → T on prend la règle

xiS∆⊢B1
· · ·S∆⊢Bnoù x est une variable de type B1 → · · · → Bn → T on ajoute les deux règlessuivante :

i→ 0

i→ SiPreuve par indu
tion sur la stru
ture de t� Si B = C → D alors t = λxiu où xi est une variable lettre de type Cet u est de type séquent ∆∪{C} ⊢ D (proposition 6.1), par hypothèsed'indu
tion u est généré par S∆∪{C}⊢D et t est généré par S△⊢B utilisantla règle :
S∆⊢C→D → λxiS∆∪{C}⊢D� Si B est un type atome alors t = (xit1, · · · , tn) où xi est une variablelettre de type C1 → · · · → Cn → B ∈ ∆ et t1, · · · , tn sont des termesdes types séquent ∆ ⊢ C1, · · ·∆ ⊢ Cn respe
tivement. Par hypothèsed'indu
tion, tout type ti est généré par S∆⊢Ci

et t est généré par S∆⊢Butilisant la règle :
S∆⊢B → (xiS∆⊢C1

, · · · , S∆⊢Cn
)(voir l'exemple dans [19℄)



Chapitre 3 : Enumération des habitants des types simples 546.3 Grammaire in�nie pour énumérer les termes nor-maux fermésLa grammaire donnée pour énumérer les termes ouverts et fermés peutêtre transformée à une grammaire in�nie qui génère les termes normaux fer-més d'un type donné, on 
ontr�le les indi
es des variables libres des termesgénérés par le symbole non-terminale SB1,··· ,Bn⊢C , Ajouter un paramètre pour
haque Bi.Le symbole non-terminal Bk1
1 , · · · , Bkn

n génère tous les termes dont les va-riables libres de type Bi ave
 indi
e 6 kiDé�nition 6.7. � Si C 6∈ {B1, · · · , Bn} on prend la règle
S
B

k1
1

,··· ,Bkn
n ⊢C→D

→ λx0SB
k1
1

,··· ,Bkn
n ,C0⊢Dou x est une variable lettre de type C� Si un élément de {B1, · · · , Bn}, soit B1 on prends la règle

S
B

k1
1

,···Bkn
n ⊢C→D

→ λxSk1SB
Sk1
1

,B
k2
2

··· ,Bkn
n ⊢Dou x est la variable lettre de C.� Si un élément de {B1, · · · , Bn}, soit B1 a la forme

C1 → · · · → Cp → T
S
B

k1
1

,··· ,Bkn
n ⊢T

→ (xik1SB
k1
1

,··· ,B
kn
n ⊢C1

···S
B
k1
1

,··· ,B
kn
n ⊢Cp

)où x est une variable de lettre de type B1L'indi
e de la variable x est un nouveau non-terminal iq on ajoute desrègles pour 
e symbole pour générer tous les indi
es 6 q
in → n
isn → in



Chapitre 3Proposition d'algorithmes degénération des habitants d'untype
1 Ma
hine Mat (α,Γ) pour l'énumération deshabitants d'un typeDans 
ette partie, nous présentons un algorithme d'énumération des ha-bitants d'un type α de degré quel
onque, 
et algorithme est le fruit de l'étudedes algorithmes pré
édents il se base sur la notion de 
ontexte.1.1 Ma
hine d'énumération des habitants en forme β-normalelongueEntrée : Mat(α1 → · · · → αn → o,Γ = ∅).Sortie : Ensemble des habitants en forme normale longue.1. Si l'état de la ma
hine est Mat(α1 → α2,Γ) alors rempla
er

Mat(α1 → α2,Γ) par λxα1 .Mat(α2,Γ ∪ {x : α1}).2. Si l'état de la ma
hine est Mat(o, x : α1 → · · · → αn → o ∈ Γ) alorsrempla
er :
Mat(o, x ∈ Γ) par xMat(α1,Γ)Mat(α2,Γ) · · ·Mat(αn,Γ)3. Si Mat(o,Γ = ∅) alors arrêter la ma
hine, pas d'habitants.4. Si Mat(o, x : α1 → · · · → αn → o 6∈ Γ) (pour i ≥ o) alors arrêter lama
hine, pas d'habitants. 55



Chapitre 3 : Proposition d'algorithme de génération des habitants d'un type 565. Si Mat(∅,Γ) alors Stop et lire le terme.Exemple 1.1. Soit le type (a→ a)→ a→ a
Mat((a→ a)→ a→ a, ∅)
︸ ︷︷ ︸

S

→ λxa→a.Mat(a→ a; {x : a→ a})
︸ ︷︷ ︸

S1

→ λxa→aλya.Mat(a; {x : a→ a, y : a})
︸ ︷︷ ︸

S2

→ λxa→aλya.xMat(a; {x : a→ a, y : a})
︸ ︷︷ ︸

S2

→ λxa→aλya.xyMat(∅; {x : a→ a, y : a})ou bien
→ λxa→aλya.x(x(Mat(a; {x : a→ a, y : a})))

︸ ︷︷ ︸

S2Les autres termes sont générés par appli
ation de 
ette règle
Mat(a; {x : a→ a, y : a})
︸ ︷︷ ︸

S2

→ xMat(a; {x : a→ a, y : a})
︸ ︷︷ ︸

S2

|yré
ursivement.Dé�nition 1.1. (Grammaire Mat(α,Γ)) soit la ma
hine Mat(α,Γ) d'untype α et d'un 
ontexte Γ, ⊺ est l'ensemble des sous types de α, S est l'en-semble �ni des ma
hines 
onstruites à partir des types de ⊺, on asso
ie à
Mat(α,Γ) la grammaire G(VT , VN , P,Mat(α,Γ)) est dé�nie 
omme suit :� {(, ), λ} ∈ VT .� Mat(α,Γ) ∈ VN .� Les règles de produ
tions P :Pour tout Mat(α,Γ) ∈ N faireSi on a Mat(α1 → α2,Γ) ∈ VN alors on ajoutesi x : α1 ∈ Γ alors ajouter la règle

Mat(α1 → α2,Γ)→ λxα1 .Mat(α2,Γ)sinon Mat(α1 → α2,Γ)→ λxα1.Mat(α2,Γ ∪ {x : α1}).Si on a Mat(o,Γ) ∈ VN et x : α1 → · · · → αn → o ∈ Γ alors ajouterla règle :
Mat(o,Γ)→ xMat(α1,Γ) · · ·Mat(αn,Γ) VN ∪ {Mat(αi,Γ)} (pour
i = 1, · · · , n), le 
as parti
ulier de 
ette règle est :Si on a Mat(o,Γ) ∈ VN et x : o ∈ Γ alors ajouter la règle :
Mat(o,Γ)→ x



Chapitre 3 : Proposition d'algorithme de génération des habitants d'un type 572 Les types �nement engendrésPlusieurs auteurs ont étudié le problème d'énumération des habitants d'untype (Voir 
hapitre 2), l'ensemble de 
es habitants est généralement in�ni.Dans 
e 
hapitre nous intéressons à étudier 
e problème d'énumération par ladé�nition d'un ensemble E = {G1, G2, · · · , Gn,M01,M02, · · · ,M0m} �ni determes (termes générateurs et termes initiaux) pour un type α, 
et ensemble�ni permet de représenter les habitants de 
e type (par exemple si on prendle type des entiers de Chur
h (a→ a)→ a→ a, l'ensemble de ses habitantsest �nement engendré 
'est à dire, il est généré à partir des deux termes {0,S}, Zéro et la fon
tion su

esseur).L'idée est déjà donnée dans [23℄ pour les types de degré ≤ 2, la méthode pro-posée ne 
ara
térise pas 
omplètement les habitants d'un type puisque ellesuppose déjà 
onnu l'un de 
es habitants (terme initial). Nous enri
hissons
ette dernière par une pro
édure de 
al
ul des termes initiaux et nous étu-dions 
e problème pour une 
lasse plus grande des types (les types �nementengendrés de degré ≤ 3).Donnons d'abord quelques dé�nitions.Dé�nition 2.1. (termes générateurs ) Soit un type α, on appelle un termegénérateur G tout terme de type α→ α tel que si on applique 
e terme G àun autre terme M de type α on obtient un autre terme de type α (GM : α).Notation 2.1. Pour tout ensemble C de λ-termes, [C] est l'ensemble des
λ-termes 
onstruit à partir de C en utilisant seulement les appli
ations.Dé�nition 2.2. On dit qu'un ensemble S de λ-termes fermés est �nementengendré s'il existe un ensemble �ni C de λ-termes fermés tel que 
haque
λ-terme de S est βη-equivalent d'un λ-terme de [C].Dé�nition 2.3.� Rank d'un type (degré) :rk (α) est dé�ni ré
ursivement par :

rk(o) = 0 et rk (A→ B) = Max (rk (A) + 1, rk (B))Exemple 2.1.1. rk (((o→ o)→ (o→ ((o→ o)→ o)))) = 22. rk (((o→ (o→ (o→ o)))→ o)→ (o→ (((o→ (o→ o))→ o)→ o))) = 3� Argument d'un type α :
α = A1 → (A2 → · · · (An → o))Arg (α) ={A1, A2, · · · , An}



Chapitre 3 : Proposition d'algorithme de génération des habitants d'un type 582.1 Génération des habitants des types de degré 2 à uneseule variableHirokawa a donné l'idée (voir [31℄) et il a montré qu'on pouvait utiliserla notion de grammaire à 
ontexte libre pour générer les habitants en forme
β-normale dans le 
as parti
ulier des types de degré deux :Un type de degré deux est de la forme :
α = (a11 → · · · → a1n1 → a1)→ · · · → (am1 → · · · → amnm → am)→ a où
a11, · · · , a

1
n1, a

1, · · · , am1 · · · , a
m
nm, a

m et a sont des variables de types,(n1, · · · , nm ≥ 0) et m ≥ 1.Etant donné un type α de degré deux, l'auteur a montré 
omment on peut
onstruire une grammaire à 
ontexte libre G(α) tel que :Nhabs (α) = {N |N ←− λx1 · · ·xm.M} pour un 
ertain M ∈ L(G(α)).ou L(G(α)) est le langage engendré par G(α).Dans [23℄ Hemdani s'est limité aux types ayant un seul symbole non-terminal(VN = {a}) apparaissant au plus une fois dans 
haque membre droit des règlesde produ
tion, les règles de produ
tion étudiées sont de la forme :
a→ xixi1 · · ·xijaxij+1 · · ·xin (1)ou bien
a→ xjxj1 · · ·xjn (2)Les grammaires traitées i
i, l'itération est assurée par les règles de produ
-tion de la forme (1). Le générateur asso
ié aux grammaires ayant un seulsymbole non-terminal apparaissant une seule fois dans 
haque membre droitdes règles de produ
tion est de la forme :
Gi = λyx1 · · ·xm.xixi1 · · ·xij(yx1 · · ·xm)xij+1 · · ·xin.Dans la suite l'auteur a traité les grammaires ayant un seul symbole non-terminal qui peut apparaitre plusieurs fois dans le membre droit des règlesde produ
tion, les règles de produ
tion sont de la forme :
a→ xjxj1 · · ·xjn1a1 · · ·xjp · · ·xjnpap · · ·xjn · · ·xjnm (3)Pour 
haque règle de produ
tion de la forme (3) il peut dé�nir p ∗ qp−1 (q :règle de produ
tion triviales, p : le nombre de a) générateurs selon l'algo-rithme suivant : ([23℄ page 77)
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ombinaison de (q-1) dérivation triviales (parmi les qp−1
ombinaison distin
tes).2. Rempla
er les (p-1) o

urren
e du symbole a (ex
eptée la ieme) par lesdérivations triviales 
orrespondantes.3. Construire l'unique itérateur asso
ié à la règle de produ
tion obtenue(ayant une seule o

urren
e du symbole a dans son membre droit).4. Prendre la 
ombinaison de dérivations triviales suivante et allez à 2.Fin :Appliquant 
et algorithme à l'exemple suivant :Exemple 2.2. Soit le type α = (o→ o→ o)→ o→ o→ o de degré 2 :La grammaire asso
iée à 
e type (relativement à la base {x : o→ o→ o, y : o, z : o})a pour règles de produ
tion :
o→ xoo|y|zDans 
e 
as, l'itération est assurée par la règle o → xoo, Hemdani a extrait4 générateurs :
G1 = λoxyz. (x (oxyz) y)
G2 = λoxyz. (x (oxyz) z)
G3 = λoxyz. (xy (oxyz))
G4 = λoxyz. (xz (oxyz))Pour 
al
uler les autres termes l'auteur a supposé un terme initial
M = λxyz.x (xyz) y, appliquant 
es générateurs au terme M :
G1(G2(G3(G4M)))։ λxyz.x(x(xy(xz(x(xyz)y)))z)yles autres termes sont obtenus par appli
ation des Gi à M (i = 1, · · · , 4).Simpli�
ation et amélioration de la pro
édure (G2)La méthode présentée 
i-dessus ne traite que le 
as des grammaires dedegré 2 elle ne 
ara
térise pas 
omplètement les habitants d'un type α donnépuisqu'elle suppose déjà 
onnu l'un de 
es habitants (terme initial).Dans la suite nous enri
hissons la méthode proposée (G2) par une pro
édurede génération (G3) pour 
al
uler les termes initiaux et les générateurs destypes �nement engendrés de degré ≤ 3 sous la forme étudiée par Thierry joly(voir [25, 12℄).
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tion suivante nous donnons une pro
édure qui permet de générerun ensemble �ni de termes générateurs et de termes initiaux pour les types
α de degré quel
onque on se base sur la grammaire de Dowek [20℄.Dé�nition 2.4. (Grammaire asso
iée à un type de degré 2 ) Soit le type
α = (o11 → · · · → o1n1 → o1) → · · · → (om1 → · · · → omnm → om) → oSoit B = {xi : o

i
1 → · · · → oini → oi|i = 1, · · · , m} une base de type ave


oi1, · · · , o
i
ni, o

i et o des variables de type atomique (i = 1, · · · , m)on dé�nit une grammaire à 
ontexte libre G(B) =< VT , VN , o, P > 
ommesuit :� Ensemble des symboles terminaux VT = {x1, · · · , xm, (, ), ., λ}.� Ensemble des symboles non-terminaux VN = {o}.� Ensemble des règles de produ
tion, P = {oi → xio
i
1 · · · o

i
ni|i = 1, · · · , m}.Remarque 2.1. Pi ∈ o→ VTV

∗
N .Dé�nition 2.5. Pro
édure de génération (G2)Entrée :Un type α ≡ α1 → · · · → αn → o|

(αi ≡ oi1 → · · · → oini → oi|i = 1, · · · , m)Sortie : deux ensembles EM0
= {M01, · · · ,M0n} et EG = {G1, · · · , Gm} ap-pelés respe
tivement ensembles des termes initiaux et ensembles des termesgénérateurs :Etape 0 :

EM0
= EG0

= ∅Si o→ xj ∈ P alors ajouter le terme initial M0j

M0j = λx1 · · ·xm.xj

EM0
∪ {M0j}.Si o→ xio1 · · · om ∈ P et m ≥ 1 alors ajouter le générateur Gi

Gi = λf1 · · · fmx1 · · ·xn.xi(f1x1 · · ·xn) · · · (fmx1 · · ·xn)
EG ∪ {Gi}Etape1 :Si EM0

= ∅ alors pas d'habitants pour 
e typeSinon Si EG = ∅ alors l'ensemble des habitants est EM0Sinon l'ensemble des habitants est E tel que
E = EM0

∪ {G1M01, · · · , (G1 · · · (G1M01)) · · · , GmM0n, · · · ,
(Gm · · · (GmM0n))} ∪ {Gk · · · (GpM0j)}tel que j = 1, · · ·n et Gk, · · · , Gp ∈ {G1, · · · , Gm}Preuve : Démontrons que si M0j : α alors (((GiM0j)M0j+1) · · ·M0m) : αDon
 l'assignation de type au (((GiM0j)M0j+1) · · ·M0m) : α se fait selon ladédu
tion :
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f1 : α1 → · · · → αn → o x1 : α1 · · ·xn : αn

f1x1 · · ·xn : o
(→ E) · · ·

fm : α1 → · · · → αn → o x1 : α1 · · ·xn : αn

fmx1 · · ·xn : o
(→ E)On a xi : αi et d'après la 
onstru
tion de la grammaire la variable xi setrouve en tête d'une règle o, αi a don
 la forme :

αi ≡ o→ · · · → o
︸ ︷︷ ︸

m fois o → ola suite de l'assignation de type au terme (((GiM0j)M0j+1) · · ·M0m) se feradon
 
omme suit :
xi :

m fois o
︷ ︸︸ ︷
o→ · · · → o→ o (f1x1 · · ·xn : o) · · · (fmx1 · · ·xn : o)

xi(f1x1 · · ·xn) · · · (fmx1 · · ·xn) : oEn dé
hargeant les hypothèses x1 : α1, · · · , xn : αn dans l'ordre nous ob-tenons :
λx1 · · ·xn.xi(f1x1 · · ·xn) · · · (fmx1 · · ·xn) : α1 → · · · → αn → o
Gi = λf1 · · · fmλx1 · · ·xn.xi(f1x1 · · ·xn) · · · (fmx1 · · ·xn) : β1 → · · · → βm →
α1 → · · · → αn → oet nous terminons l'assignation de type pour (((GiM0j)M0j+1) · · ·M0m) 
ommesuit :

Gi : β1 → · · · → βm → α1 → · · · → αn → o M0j : β1, · · · ,M0m : βm

((GiM0j) · · ·M0m) : α1 → · · · → αn → o ≡ β1 ≡ · · · ≡ βm ≡ α
�Nous reprenons l'exemple 2.2 (α = (o→ o→ o) → o → o → o) étudié dans( [23℄ page 79) présenté 
i-dessus, 
al
ulons les générateurs et les termes ini-tiaux pour extraire l'ensemble des habitants de 
e type.Suivant notre méthode on traite le type 
omme suit :Les termes initiaux :on a o→ y et o→ z ∈ P alors on ajoute les deux termes initiaux :
M00 = λxyz.y M01 = λxyz.z don
 EM0

= {M00,M01}Les générateurs :on a o→ xoo ∈ P alors on ajoute le générateur :
G = λf1f2xyz.x (f1xyz) (f2xyz) don
 EG = {G}le terme ( λxyz.x (x (xy (xz (x (xyz) y))) z) y ) trouvé dans ( [23℄ page 79)
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al
ulé 
omme suit :Il su�t d'appliquer
(G (M00M01)) ≡ λxyz.xyz = M1on applique une autre fois (G (M1M00)) on obtient le terme λxyz.x (x (xyz)) y =
M2 puis G (M01M2) pour obtenir le terme λxyz.xz(x(xyz)y) = M3 après
G(M3M01) ≡ x(xz(x(xyz)y))z = M4 en�n
G(M4M00) ≡ λxyz.x (x (xy (xz (x (xyz) y))) z) y.2.2 Génération des habitants des types de degré ≤ 3

(G3)Thierry joly a démontré (voir [25,26,27,28,29℄) que les types �nement en-gendrés sont les types de degré ≤ 2 et les types de degré 3 sous la forme
A1 → (A2 → · · · → (An → o)) tel que Ai = o , Ai = (o→ o) ou
Ai = (o→ (o→ · · · → (o→ o)))→ o ( pour i = 1, · · · , n)Le type résultat par le rempla
ement des Ai par (o→ (o→ · · · (o→ o)))→ oest un type de degré 3.Dans 
ette partie nous essayons d'étudier 
es types 
as par 
as, extraireles grammaires, les termes initiaux, les générateurs pour dé�nir l'ensembledes habitants de 
es types α.Prenons l'idée de Thierry joly (voir [25℄) et la notion de générateur G(ou itérateur) 
al
ulons les termes initiaux, appliquons les générateurs auxtermes initiaux nous obtenons par la suite les habitants des types de degré
≤ 3.Notre méthode 
onsiste à :1. Extraire la grammaire de 
es types.2. Cal
uler les termes initiaux pour le type α.3. Cal
uler les générateurs Gi : α→ α pour le type α.4. Par appli
ation de 
es itérateurs G1, G2, · · · de type α→ α aux termesinitiaux M00,M01, · · · de type α on dé�nit l'ensemble de 
es habitantsqui sont aussi de type α.Dé�nition 2.6. (Grammaire asso
iée aux types �nement engendré de degré
≤ 3)Soit le type A1 → (A2 · · · → (An → o))
B = {xi : Ai | pour i = 1, · · · , n} ∪ {yj : o pour j = 1, · · · , m} un 
ontexteou une base de type ave
 :
Ai = o variable de type, Ai = o → o ou Ai = (o1 → (o2 → · · · (om →
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o)))→ o types 
omposés (i = 1, · · · , n), on dé�nit une grammaire à 
ontextelibre G(B) =< VT , VN , o, P > 
omme suit :� L'ensemble des symboles terminaux VT = {(, ), ., λ, x1, · · · , xn, y1, · · · , ym}� L'ensemble des symboles non-terminaux VN = {o, b1, · · · , bp}|bi = (o1 →

(o2 → · · · (om → o)))(m ≥ 1) et 1 ≤ i ≤ p� L'ensemble des règles de produ
tion P = {o → xi|xjo|xnb} ∪ {b →
λy1 · · · ym.o} est 
onstruit 
omme suit :Soit α = A1 → (A2 → · · · (An → o))1. s'il existe Ai = o ∈ Arg(α) alors ajouter la règle de produ
tion o→ xi2. s'il existe Ai = (o → o) ∈ Arg(α) alors ajouter la règle de produ
tion
o→ xio3. s'il existe Ai = (o1 → (o2 → · · · → (om → o))) → o ∈ Arg(α),ajouter les deux règles suivantes o → xib et b → λy1 · · · ym.o tel que
b = o1 → (o2 → · · · → (om → o))Quand le symbole initial (l'axiome) o est spé
i�é on note la grammaire G(B,o).Exemple 2.3. α = o→ (o→ o)→ ((o→ (o→ o))→ o)→ o la grammaireà 
ontexte libre G(α) est dé�nie 
omme suit :G(α) = < VN , VT , o, P > ave
 VN = {o, b} , VT = {(, ), ., λ, x1, x2, x3, y1, y2}

P = {o→ x1|x2o|x3b b→ λy1y2.o} b : o→ (o→ o)La base i
i est B : {x1 : o, x2 : o → o, x3 : (o→ (o→ o)) → o} ∪ {y1 : o, y2 :
o}.Dé�nition 2.7. (Pro
édure de génération (G3))Entrée : Un type α ≡ α1 → · · · → αn → o|αi = o, (o → o) ou bien
(o→ (o→ · · · → (o→ o)))→ o.Sortie : Un ensemble �ni de termes initiaux EM0

= {M01, · · ·M0m} et degénérateurs EG = {G1, · · · , Gn}.
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= EG = ∅.Si o→ xi ∈ P alors 
onstruire le terme initial suivant :

M0i = λx1 · · ·xn.xi.
EM0

∪ {M0i}Si o→ xkb et b→ λy1 · · · ym.o ∈ PalorsSi o→ xio ∈ P alors ajouter les termes initiaux suivants
M0it = λx1 · · ·xn.xk(λy1 · · · ym.xiyt) et M0t = λx1 · · ·xn.xk (λy1 · · · ym.yt)
EM0

∪ {M0it,M0t} et ajouter les deux générateurs Gi et Gk

Gi = λfx1 · · ·xn.xi(fx1 · · ·xn) et Gk = λfx1 · · ·xn.xk(λy1 · · · ym.fx1 · · ·xn)
EG ∪ {Gi, Gk}Sinon 
onstruire seulement les termes initiaux de 
ette forme :
M0t = λx1 · · ·xn.xk(λy1 · · · ym.yt)
EM0

∪ {M0t} et les générateurs
Gk = λfx1 · · ·xn.xk(λy1 · · · ym.fx1 · · ·xn)
EG ∪ {Gk}Etape 1 : Si EM0

= ∅ alors pas d'habitants pour 
e typeSinon Si EG = ∅ alors l'ensemble des habitants est EM0Sinon l'ensemble des habitants est E tel que :
E = EM0

∪ {G1M01, · · · , G1(· · · (G1M01)), · · · , Gn(M0m), · · · , Gn(· · · (GnM0m))}

∪{Gp(· · · (GoM0k))}|k = 1, · · · , m et Gp, · · · , Go ∈ {G1, · · · , Gn}Etude des types par 
as :Cas 1 :Tous les Ai = o alors le type générale est le suivant :
α = o→ (o · · · → (o→ o))
Rank(α) = 1la grammaire asso
iée est :
o→ x1| · · · |xnles habitants de 
es types sont exa
tement les termes initiaux suivants :
∏m

1 = λx1 · · ·xm.x1, · · · ,
∏m

n = λx1 · · ·xm.xnle terme général est le terme proje
teur suivant : ∏m

i=1 = λx1 · · ·xm.xiExemple 2.4. soit le type α = o→ (o→ o)La grammaire à 
ontexte libre G(α) est dé�nie 
omme suit :G(α) = < VN , VT , o, P > ave
 VN = {o} , VT = {x1, x2}
P = {o→ x1|x2 On a la règle o→ x1 ∈ P alors on ajoute le terme initial

λx1x2.x1de même pour la règle o→ x2 on ajoute le terme initial
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λx1x2.x2Cas 2 :Tous les Ai = (o→ o) alors le type général est le suivant :

α = (o→ o)→ ((o→ o) · · · ((o→ o)→ o))
Rank(α) = 2La grammaire pour 
e type est :
o→ x1o| · · · |xno 
'est une grammaire in�nie, 
e type ne possède pas d'habi-tants(au
un terme initial).Cas 3 :Tous les Ai = (o→ (o→ · · · (o→ o))) → o alors le type général est le sui-vant :
α = ((o→ (o→ · · · (o→ o)))→ o)→ · · · → (((o→ (o→ · · · (o→ o)))→ o)→ o)tel que :
Rank(α) = 3La grammaire pour 
e type est :
o→ x1b1| · · · |xnbn
bi → λyo1 · · · y

o
m.o i = 1, · · ·n (proje
tion), alors pour 
ette grammaire ondé�nit les termes initiaux suivants :







M011 = λx1 · · ·xn.x1(λy1 · · · ym.y1)...
M01m = λx1 · · ·xn.x1 (λy1 · · · ym.ym)Le générateur pour 
es termes initiaux (M011 · · ·M01m) est de la forme :

G1 = λfx1 · · ·xn.x1 (λy1 · · · ym.fx1 · · ·xn)







M021 = λx1 · · ·xn.x2 (λy1 · · · ym.y1)...
M02m = λx1 · · ·xn.x2(λy1 · · · ym.ym)Le générateur pour 
es termes initiaux (M021 · · ·M02m) est de la forme :

G2 = λfx1 · · ·xn.x2(λy1 · · · ym.fx1 · · ·xn)...




M0n1 = λx1 · · ·xn.xn(λy1 · · · ym.y1)...
M0nm = λx1 · · ·xn.xn(λy1 · · · ym.ym))Le générateur pour 
es termes initiaux (M0n1 · · ·M0nm) est de la forme :

Gn = λfx1 · · ·xn.xn (λy1 · · · ym.fx1 · · ·xn) tel que :
yi ∈ {y1 : o, · · · , ym : o} ( i = 1, · · · , m ) xn : (o→ (o→ · · · (o→ o)))→ o
i = 1, · · · , n
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lasse des habitants peut être obtenue par appli
ation des G1, G2, · · · , Gnaux M011, · · · ,M01m,M021, · · · ,M02m, · · · ,M01n, · · · ,M0nmPreuve :Démontrons que si M : α alors (GiM) : αDon
 l'assignation de type à (GiM) : α se fait selon la dédu
tion
f : α1 → · · ·αn → o x1 : α1, · · · , xn : αn

fx1 · · ·xn : o
(→ E)On introduit les variables y1 : o, · · · , ym : o dans l'ordre on obtient :

y1 : o, · · · , ym : o fx1 · · ·xn : o

λy1 · · · ym.fx1 · · ·xn : o→ · · · → o
︸ ︷︷ ︸

m fois o → o
(→ I)on a xi : αi et d'après la 
onstru
tion de la grammaire, la variable xi setrouve en tête d'une règle o, αi a don
 la forme :

αi : o→ o · · · → o
︸ ︷︷ ︸

m fois o → o→ oDans la suite de l'assignation de type au terme (GiM) se fera 
omme suit :
xi :

m fois o
︷ ︸︸ ︷
o→ · · · → o→ o→ o λy1 · · · ym.fx1 · · ·xn :

m fois o
︷ ︸︸ ︷
o→ · · · → o→ o

xi(λy1 · · · ym.fx1 · · ·xn) : oEn dé
hargeant les hypothèses x1 : αi, · · · , xn : αn dans l'ordre nous ob-tenons :
λx1, · · ·xn.xi(λy1 · · · ym.fx1 · · ·xn) : α1 → · · ·αn → o
Gi = λfx1, · · ·xn.xi(λy1 · · · ym.fx1 · · ·xn) : α→ α1 → · · ·αn → oEt nous terminons l'assignation de type pour (GiM) 
omme suit :
Gi : α→ α1 → · · ·αn → o M : α

(GiM) : α1 → · · ·αn → o ≡ α
(→ E) �Exemple 2.5. α = ((o→ (o→ o))→ o)→ (((o→ (o→ (o→ o)))→ o)→ o)La grammaire asso
iée a 
e type de degré 3 est :

o→ x1b1|x2b2
b1 → λy1y2.o
b2 → λy1y2y3.oLa liste des termes initiaux :
M01i = λx1x2.x1(λy1y2.yi) i = 1, 2
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M02i = λx1x2.x2 (λy1y2y3.yi) i = 1, 2, 3 termes initiaux
G1 = λfx1x2.x1 (λy1y2.fx1x2)
G2 = λfx1x2.x1 (λy1y2y3.fx1x2), deux générateurs

G1M011 = (λfx1x2.x1 (λy1y2.fx1x2))M011

= λx1x2.x1 (λy1y2.M011x1x2)

= λx1x2.x1 (λy1y2. (λx1x2.x1 (λy1y2.y1))x1x2)

= λx1x2.x1 (λy1y2.x1 (λy1y2.y1)) 
e terme est de type αAppliquons G1 au M021 :
G1M021 = (λfx1x2.x1 (λy1y2.fx1x2))M021

= λx1x2.x1 (λy1y2.M021x1x2)

= λx1x2.x1 (λy1y2. (λx1x2.x2 (λy1y2y3.y1)) x1x2)

= λx1x2.x1 (λy1y2.x2 (λy1y2y3.y1))Le terme résultat est aussi de type α, les autres termes peuvent être 
al
u-lés soit par appli
ation de G1 et G2 aux termes initiaux, soit par appli
ationau résultat de 
haque appli
ation séparément ou 
omposé, dans l'ordre oud'une manière aléatoire 
omme suit :
G1 (G1 · · ·G1 (M01i)) ou i = 1,2
G2 (G2 · · ·G2 (M01i)) ou
G1 (G1 · · ·G1 (M02j)) j= 1,2,3 ou
G2 (G2 · · ·G2 (M02j)) ou
Gi (Gi · · · (M01t)) i = 1, 2 et t = 1, 2
Gi (Gi · · · (M02k)) i = 1, 2 et k = 1, 2, 3Cas 4 :
Ai = o ou Ai = (o→ (o→ · · · → (o→ o)))→ oalors xi : o ou xi : (o→ (o→ · · · → (o→ o)))→ o
α = (o → · · · (((o → (o → · · · → (o → o))) → o) → · · · → (((o → (o →
· · · → (o→ o)))→ o)→ o)))La grammaire 
orrespondante est :
o→ xi| · · · |xjb| · · ·
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b→ λy1 · · · ym.oLes termes initiaux :
M0i = λx1, · · ·xn.xi tel que xi : o
M0jt = λx1, · · ·xn.xj(λy1 · · · ym.yt)tel que yt ∈ {y1 : o, · · · , ym : o} xj : (o→ (o→ · · · (o→ o)))→ ole générateur 
orrespondant :
Gj = λfx1, · · ·xn.xj (λy1 · · · ym.fx1, · · ·xn) tel que xj ∈ {x : (o→ (o→ · · · (o→ o)))→ o}(même preuve que pré
édemment)Exemple 2.6. α = (o→ (((o→ (o→ (o→ o)))→ o)→ (o→ (((o→ (o→
o))→ o)→ o))))La base B = {x1 : o, x2 : (o → (o → (o → o))) → o, x3 : o, x4 : (o →
(o→ o))→ o}La grammaire :
o→ x1|x2b1|x3|x4b2
b1 → λy1y2y3.o
b2 → λy1y2.oLes termes initiaux :
M01 = λx1x2x3x4.x1

M03 = λx1x2x3x4.x3

M02i = λx1x2x3x4.x2 (λy1y2y3.yi) tel que yi : o ∈ {y1, y2, y3}
M04j = λx1x2x3x4.x4 (λy1y2.yj) tel que yj : o ∈ {y1, y2}Les générateurs :

G1 = λfx1x2x3x4.x2 (λy1y2y3.fx1x2x3x4)

G2 = λfx1x2x3x4.x4 (λy1y2.fx1x2x3x4)L'ensemble des habitants peuvent être obtenus par appli
ation de G1, G2 aux
M01,M03,M02i,M04j

G1 (G1 · · · (G1M01)) ou G2 (· · · (G2M01))
Gt (Gt · · · (GtM02i)) t = 1, 2 et i=1, 2, 3
Gt (Gt · · · (GtM03j)) t = 1, 2 et j = 1, 2
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(G1M01) = (λfx1x2x3x4.x2(λy1y2y3.fx1x2x3x4))M01

= λx1x2x3x4.x2(λy1y2y3.x1)

G2(G1M01) = λfx1x2x3x4.x4(λy1y2.fx1x2x3x4)(G1M01)

= λfx1x2x3x4.x4(λy1y2.(G1M01)x1x2x3x4)

= λx1x2x3x4.x4(λy1y2.(λx1x2x3x4.x2(λy1y2y3.x1))x1x2x3x4)

= λx1x2x3x4.x4(λy1y2.x2(λy1y2y3.x1))... Cas 5 :
Ai = (o→ o) ou Ai = (o→ (o→ · · · (o→ o)))→ oLe type général :
α = (o→ o)→ · · · → (((o→ (o→ · · · (o→ o)))→ o)→ o)La grammaire est :
o→ xio| · · · |xjb
b→ λy1 · · · ym.oLes termes initiaux :
M0jt = λx1, · · ·xn.xj(λy1 · · · ym.yt) tel que t = 1, · · · , m
M0jit = λx1, · · ·xn.xj(λy1 · · · ym.xiyt)Les générateurs 
orrespondants :
G1j = λfx1 · · ·xn.xj(λy1 · · · ym.fx1 · · ·xn)
G1i = λfx1 · · ·xn.xi(fx1 · · ·xn)
xi : (o→ o) et yt : o ∈ {y1 : o, · · · , ym : o} et xj : (o→ (o→ · · · (o→ o)))→
o (même preuve que pré
édent)Exemple 2.7. ((o→ o)→ ((o→ o)→ (((o→ (o→ (o→ o)))→ o)→ o)))La grammaire :
o→ x1o|x2o|x3b
b→ λy1y2y3.o
M03t = λx1x2x3.x3(λy1y2y3.yt)
M3it = λx1x2x3.x3(λy1y2y3.xiyt)tel que xi : (o→ o)/i = 1, 2 et yt : o ∈ {y1 · · · ym}
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G1 = λfx1x2x3.x1 (fx1x2x3)
G2 = λfx1x2x3.x2 (fx1x2x3)
G3 = λfx1x2x3.x3 (λy1y2y3.fx1x2x3)Cas 6 :
Ai = o ou Ai = (o→ (o→ · · · → (o→ o)))→ o
α = o→ · · · → (((o→ (o→ · · · (o→ o)))→ o)→ o)La grammaire asso
iée :
o→ xi|xjb
b→ λy1 · · · ym.oLes termes initiaux :
M0 = λx1 · · ·xn.xi

M0jt = λx1 · · ·xn.xj (λy1 · · · ym.yt)
Gj = λfx1 · · ·xn.xj (λy1 · · · ym.fx1 · · ·xn)tel que yt : o ∈ {y1, · · · , ym} et xj : (o→ (o→ · · · → (o→ o)))→ oExemple 2.8. α = (o→ (((o→ (o→ (o→ o)))→ o)→ (o→ o)))La grammaire :
o→ x1|x2b|x3

b→ λy1y2y3.oLes termes initiaux :
M01 = λx1x2x3.x1

M03 = λx1x2x3.x3

M02t = λx1x2x3.x2 (λy1y2y3.yt)Le seul générateur est :
G = λfx1x2x3.x2 (λy1y2y3.fx1x2x3).Par la suite appliquons 
e générateur aux termes initiaux pour dé�nir l'en-semble des habitants

GM01 = λx1x2x3.x2 (λy1y2y3.x1) .

G (GM01) = λx1x2x3.x2 (λy1y2y3.x2 (λy1y2y3.x1)) .

GM02t = λx1x2x3.x2 (λy1y2y3.x2 (λy1y2y3.yt))... Cas 7 (englobe tous les 
as pré
édents) :
Ai = o ou Ai = (o→ o) et Ai = (o→ (o→ · · · → (o→ o)))→ o
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α = o→ · · · → (o→ o)→ · · · → (((o→ (o→ · · · (o→ o)))→ o)→ o)
o→ xi| · · · |xjo| · · · |xnb
b→ λy1 · · · ym.o
M0i = λx1 · · ·xn.xi

M0nt = λx1 · · ·xn.xn (λy1 · · · ym.yt)
M0njt = λx1 · · ·xn.xn (λy1 · · · ym.xjyt)
Gn = λfx1 · · ·xn.xn (λy1 · · · ym.fx1 · · ·xn)
Gj = λfx1 · · ·xn.xj (fx1 · · ·xn) tel que :
yt : o ∈ {y1, · · · , ym} et xj : (o→ o) et xn : (o→ (o→ · · · → (o→ o))) → oet xi : oExemple 2.9. α = (o→ ((o→ o)→ (((o→ (o→ (o→ o)))→ o)→ o)))la grammaire 
orrespondante est :
o→ x1|x2o|x3b
b→ λy1y2y3.oLes termes initiaux et les générateurs sont respe
tivement :
M01 = λx1x2x3.x1

M03t = λx1x2x3.x3 (λy1y2y3.yt)
M032t = λx1x2x3.x3 (λy1y2y3.x2yt)

G1 = λfx1x2x3.x3 (λy1y2y3.fx1x2x3)
G2 = λfx1x2x3.x2 (fx1x2x3)

G1M02t = λx1x2x3.x3 (λy1y2y3.M032tx1x2x3)

= λx1x2x3.x3 (λy1y2y3.x3 (λy1y2y3.x2yt))

G2 (G1M032t) = λx1x2x3.x2 (G1M032t)x1x2x3

= λx1x2x3.x2 (x3 (λy1y2y3.x3 (λy1y2y3.x2yt)))... Dans ([23℄ page 85 ) l'auteur a donné les λ− termes Pn qui sont dé�nispar :
Pn = λx.x(λy1.x(· · ·x(λyn.xI) · · · )) de type α = ((o → o) → o) → o, et leterme générateur Ci = λxy.y(λz.xy) qui est un habitant en forme normalesans avoir 
omment les 
al
uler.Notre méthode (présenter pré
édemment (G3)) permet d'extraire la gram-maire, les termes initiaux et les générateurs de 
e type de degré 3 
omme suit :
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iée est :
o→ x1b
b→ λy1.oOn a A1 = ((o→ o)→ o) alors on ajoute :Le terme initial M00 = λx1.x1 (λy1.y1) etLe générateur G = λfx1.x1 (λy1.fx1).Par la suite l'ensemble des termes est dé�ni par appli
ation de G(· · · (GM00))(selon la pro
édure de génération)Pour démontrer le 
as 7 (général) on a besoin de 
e lemme :Lemme 2.1. Soit B = {x1 : α1, · · · , xn : αn, y1 : o, · · · , ym : o} ave
 degré
αi ≤ 2 (i = 1, · · · , n). Pour tout λ-terme M en forme β-normale, et pourtoute variable de type a ∈ ∪ni=1V ars(αi), nous avons :
B̀ ⊢M : o⇐⇒M ∈ L(G(B, o)) où B̀ = {xi : αi ∈ B|xi ∈ FV (M)}.Preuve :
(⇐)Cas1 :
∗ M = xi, M ∈ L(G(B, o)) pour i ∈ {1, · · · , n} don
 αi = o et G(B)
ontient la règle o→ xi d'où xi : o ∈ B et don
 {xi : o} ⊢ {xi : o}
∗ M = xk(λy1 · · · ym.xjyt) pour k ∈ {1, · · · , n} et M ∈ L(G(B, o)),
αk ≡ (o1 → (o2 → · · · → (om → o)))→ o et G(B) 
ontient les règles :
o → xkbk|xjo et bk → λy1 · · · ym.o, B 
ontient xk : (o1 → (o2 → · · · →
(o3 → o)))→ o et xj : o→ o et yt : o ∈ {y1, · · · , ym}Nous avons alors {xk : (o1 → (o2 → · · · → (om → o))) → o} ∪ {xj :
o→ o} ∪ {y1 : o, · · · , yt : o, · · · ym : o} ⊢ xk(λy1 · · · ym.xjyt) : oSuivant le s
héma d'assignation de type :
xk : (o1 → (o2 → · · · → (om → o)))→ o y1 : o1, · · · , ym : om xj : o→ o

xk(λy1 · · · ym.xjyt) : o

∗ M = xk(λy1 · · · ym.yt) pour un 
ertain k = 1, · · · , n M ∈ L(G(B,o))
αk ≡ (o1 → (o2 → · · · → (om → o))) → o alors G(B) 
ontient la règle
o→ xkbk et bk → λy1 · · · ym.o et par 
onséquent nous avons :
xk : (o1 → (o2 → · · · → (om → o))) → o ∈ B et y1 : o1, · · · , yt :
ot, · · · , ym : om ∈ B nous avons alors :
{xk : (o1 → (o2 → · · · → (om → o)))→ o} y1 : o1, · · · yt : ot · · · , ym : om

xk(λy1 · · · ym.yt) : o
as2 :
∗ M = xk(λy1. · · · .ym.Mk) puisque M ∈ L(G(B, o)) nous avons la déri-vation à partir de o 
omme suit :
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





o→ xkbk
et
bk → λy1 · · · ym.o

∗
⇒ xk(λy1 · · · .ym.M

′

) alors o
∗
⇒ M

′ don
 G(B)
ontient les deux règles o → xkbk et bk → λy1 · · · ym.o par 
onséquent
xk : (o1 → (o2 → · · · → (om → oi)))→ o ∈ B
{y1 : o}, · · · , {ym : o} ∈ BD'un autre 
oté nous avons M

′

∈ L(G(B, o)) par hypothèse d'indu
-tion nous avons
B

′

⊢M
′

: oNous avons alors :
M

′

: o ∪ {y1 : o1} ∪ · · · ∪ {ym : om} ∪ {xk : (o1 → (o2 → · · · → (om →
o)))→} ⊢ xk(λy1 · · · ym.M

′

) : o suivant le s
héma d'assignation de typesuivant :
B

′

⊢M
′

: o y1 : o1 · · · ym : om xk : (o1 → (o2 → · · · → (om → o)))→ o

xk(λy1 · · · ym.M
′) : o

∗ M = xjM
′ pour un 
ertain j ∈ {1, · · · , n}M ∈ L(G(B, o)), αj : o→ oalors G(B) 
ontient la règle o → xjo alors nous avons une dérivationde o 
omme suit :

o→ xjo
∗
⇒ xjM

′ et o ∗
⇒M

′ par 
onséquent xj : o→ o ∈ BD'un autre 
oté M
′

∈ M(L(G(B, o)) par hypothèse d'indu
tion nousavons
B

′

⊢M
′

: oNous avons alors :
M

′

: o xj : o→ o ⊢ xjM
′

: oSuivant le s
héma d'assignation de type suivant :
xj : o→ o M

′

: o

xjM
′ : o

(→ E)

(⇒) on démontre si B′

⊢M : o⇒ L(G(B, o))
as1 :
∗ M = xi est une variable nous avons B

′

= {xi : o} alors αi = o don
G(B) 
ontient la règle o→ xi et nous avons xi ∈ L(G(B, o))
∗ M = xk(λy1 · · · ym.yt) alors B

′

⊢ M : o don
 B
′

⊢ xk(λy1 · · · ym.yt) :
o αk ≡ o1 → (o2 → · · · → (om → o))) → o suivant le s
héma d'assi-gnation de type
xk : o1 → (o2 → · · · → (om → o)))→ o y1 : o1 · · · ym : om

xk(λy1 · · · ym.yt) : o
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 nous avons
xk : o1 → (o2 → · · · → (om → o)))→ o ∈ Bet {y1 : o}, · · · , {ym : o} ∈ BG(B) 
ontient les règles :







o→ xkbk
et
bk → λy1 · · · ym.ytnous avons don
 xk(λy1 · · · ym.yt) ∈ L(G(B, o))

∗ M = xk(λy1 · · · ym.xjyt) alors B′

⊢M : o don
 B′

⊢ xk(λy1 · · · ym.xjyt)suivant le s
héma d'assignation de type :
xk : o1 → (o2 → · · · → (om → o)))→ o y1 : o1 · · · yt : ot · · · ym : om xj : o→ o

xk(λy1 · · · ym.xjyt) : oDon
 nous avons xk : o1 → (o2 → · · · → (om → o))) → o ∈ B et
{y1 : o} ∪ · · · ∪ {yt : o} ∪ · · · ∪ {ym : o} ∈ B et xj : o→ o ∈ BG(B) 
ontient les règles







o→ xkbk|xjo
et
bk → λy1 · · · ym.oet nous avons don


xk(λy1 · · · ym.yt) ∈ L(G(B, o))Cas 2 :
∗ M = xk(λy1 · · · ym.M

′

) alors B′

⊢ M : o don
 B
′

⊢ xk(λy1 · · · ym.M
′

) :
o suivant le s
héma d'assignation de type nous avons :
xk : o1 → (o2 → · · · → (om → oi)))→ o y1 : o1 · · · ym : om M

′

: oi
xk(λy1 · · · ym.M

′) : oDon
 nous avons Bi ⊢M
′

: oi d'un autre 
oté nous avons xk : o1 → (o2 → · · · → (om → oi)))et y1 : o1 · · · ym : om ∈ BPar hypothèse d'indu
tion, nous avonsM ′

∈ L(G(B, o)), G(B) 
ontientles règles :






o→ xkbk|xjo
et
bk → λy1 · · · ym.o
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M = xk(λy1 · · · ym.M

′

) ∈ L(G(B, o))
∗ Mj = xjMj nous avons B̀ ⊢ Mj : o alors B̀ ⊢ xjMj suivant le s
hémad'assignation de type nous avons

xj : o→ o Mj : o

xjMj : o
(→ E)Don
 nous avons Bj ⊢Mj : oj d'un autre 
oté nous avons xj : o→ o ∈ B,par hypothèse d'indu
tion, nous avons Mj ∈ L(G(B, o)) G(B) 
ontientla règle o→ xjo nous avons don
 M = xjMj ∈ (L(G(B, o))Théorème 2.1. (voir [31℄ page 6) : Soit α = α1 → · · · → αn → o un type dedegré 2, nous avons alors Nhabs(α) = {N ←η λx1 · · ·xn.M} pour un 
ertain

M ∈ L(G({x1 : α1, · · · , xm : αm, o}))}.Preuve : (⊆) Sa
hant que la η− rédu
tion préserve les types, il su�t de mon-trer ⊢ λx1 · · ·xn.M : α pour tout M ∈ L(G(α)) d'après le lemme 2.1, nousavons.
{xi1 : αi1, · · · , xik : αik} ⊢M : ooù FV (M) = {xi1, · · · , xik} ⊆ {x1, · · · , xn}Par abstra
tion de x1 : α1, · · · , xn : αn dans 
et ordre, on obtient
⊢ λx1 · · ·xn.M : α1 → · · · → αn → o.
(⊇)Soit N = λx1 · · ·xp.xN1 · · ·Nq ∈ Nhabs(α), la dédu
tion de ⊢ N : α a laforme suivante :

xN1 · · ·Nq : B

x : o1 → · · · oq → B N1 : o1 · · ·Nq : oq
(→ E)

λx1 · · ·xp.xN1 · · ·Nq : α1 → · · ·αp → B
(→ E)où B = aq+1 → · · · → ap+r → o

n = p+ r
αp+1 = aq+1...
αp+1 = aq+r = αnSoit maintenant xp+1, · · · , xp+r de nouvelles variables de termes et B = {xi1 :
αi1, · · · , xin : αin} pour FV (xN1 · · ·Nq) = {xi1, · · · , xin}

xN1 · · ·Nq : B xp+1 = aq+1, · · · , xp+r = aq+r

x : a1 → · · · → ap → B N1a1 · · ·Nq : aq
(→ E)

xN1 · · ·Nqxp+1 · · ·xp+r : o
(→ E)
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B∪{xp+1 = aq+1, · · · , xp+r = aq+r} ⊢ xN1 · · ·Nqxp+1 · · ·xp+r : o et d'après lelemme 2.1, xN1 · · ·xqxp+1 · · ·xp+r ∈ L(G(B, o)) et puisque xp+1, · · · , xp+r 6∈
FV (xN1 · · ·Nq), alors λx1 · · ·xpxp+1 · · ·xp+r.xN1 · · ·Nqxp+1 · · ·xp+r →η λx1 · · ·xp.xN1 · · ·Nq2.3 Con
lusionLa méthode (G3) présentée 
i-dessus donne une 
ara
térisation des types�nement engendrés de deg ≤ 3 sous la forme A1 → (A2 → · · · → (An → o))tel que Ai = o , Ai = (o→ o) ou
Ai = (o→ (o→ · · · (o→ o)))→ o (i = 1, · · · , n) (étudié par Thierry joly[25℄).Notre méthode est une extension de la méthode donnée dans [23℄, on a amé-lioré 
ette dernière par une pro
édure de 
al
ul des termes initiaux et on asimpli�é la pro
édure de 
al
ul des générateurs pour les types de deg ≤ 2,par la suite on a proposé une pro
édure (G3) de 
al
ul des termes initiauxet de générateurs pour une 
lasse plus grande des types, les types �nementengendrés de degré ≤ 3, la méthode proposée 
onsiste à :1. Extraire la grammaire de 
es types.2. Cal
uler les termes initiaux pour le type α.3. Cal
uler les générateurs Gi pour le type α qui sont de type α→ α.Par appli
ation de 
es itérateurs G1, G2, · · · de type α → α aux termesinitiaux M00,M01, · · · de type α on dé�nit l'ensemble de 
es habitants Miqui sont aussi de type α .3 Génération des habitants d'un type de degréquel
onqueDowek et Jiang (voir [19℄) ont dé�ni une grammaire à 
ontexte libre pourénumérer les habitants d'un type simple en s
héma de terme.De notre part nous avons exploité 
ette grammaire pour 
onstruire un en-semble �ni de termes (termes générateurs et termes initiaux) qui représenteles habitants d'un type de degré quel
onque.La méthode proposée 
onsiste à :1. E
rire la grammaire de Dowek à 
ontexte libre (voir 
hapitre 3 page 49)pour un type donné α ≡ α1 → · · · → αn → o
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ette grammaire sous forme d'un arbre de preuve.3. Appliquer ensuite l'algorithme termes générateurs et termes initiaux.3.1 Pro
édure de 
onstru
tion d'un ensemble �ni determesArbre preuve de la grammaire de DowekSoit le type α = α1 → · · · → αn → o.Entrée : Grammaire s
héma de terme (Dowek).Sortie : Arbre preuve T.La règle de produ
tion Sk −→ λxjSl sera représentée par :
Sk

Sl

λxjLa règle de produ
tion Sk −→ xjSl sera représentée par :
Sk

Sl

xjLa règle de produ
tion Sk −→ xjSl · · ·Sm sera représentée par :
Sk

Sl · · · Sm

xjLa règle de produ
tion Sk −→ xj sera représentée par :
Sk

xjAprès la 
onstru
tion de l'arbre, repérer les Si de la grammaire de Dowekqui sont SΓ⊢o et mettre 
es noeuds dans un 
adre, ajouter l'étiquette ⋆ àgau
he de la variable de l'ar
 entrant au noeud en
adré.
Si

Xi⋆tel que ⋆ = (fx1 · · ·xn) (xi variables de type αi).



Chapitre 3 : Proposition d'algorithme de génération des habitants d'un type 78Algorithme termes générateurs et termes initiauxEntrée : Arbre preuve T.Sortie : Un ensemble E = {Gl1
1 , · · · , G

lm
m ,M

l′1
1 , · · · ,M

l′
k

k } �ni de termes.Si T ≡
Sk

xjAlors "pas de termes à générer".Etape 0 :Tant que ∃T ′ ∈ T tel que :
T ′ ≡

S

S1

.

Sn

.

Sj

Sn+k

λx1

λxn

Y1

Yk⋆Ajouter le générateur G0∈l
1 :

E ∪ {G0∈l
1 = λfx1 · · ·xn.Y1 · · ·Yk ⋆}Tel que :

Sn+k est le premier noeud en
adré trouvé en par
ourant l'arbre de la ra
ine
S.
l : Ensemble des indi
es des générateurs 
rées en par
ourant Sn+k vers lepro
hain noeud en
adré immédiat suivant l'Etape I et I+1 .
⋆= (fx1 · · ·xn).
Yi : variables libres ou liées (pour 2 ≤ i ≤ k ) et Y1 variable libre.
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xi : Sont des variables de type αi pour 1 ≤ i ≤ n.
f : est la fon
tion qui permet de générer les autres termes, elle représentel'ar
 entrant au le noeud en
adré.Etape I :Tant que ∃T ′ ∈ T tel que :

T ′ ≡

S

S1

.

Sn

.

Sj

Sn+k

.

.

Sn+k+m

λx1

λxn

Y1

Yk⋆

Z1

Zl⋆Ajouter le générateur Gl′

j :
E ∪ {Gl′

j = λfx1 · · ·xn.Z1 · · ·Zl ⋆}
l′ :Ensemble des indi
es des générateurs 
rées en par
ourant Sn+k+m vers lepro
hain noeud en
adré suivant l'Etape I et I+1.Etape I+1 :Tant que ∃T ′ ∈ T tel que :
T ′ ≡
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S

S1

.

Sn

.

Sj

Sn+p

Sl1 · · · Sli · · · Slm

λx1

λxn

Y1

Yl⋆

xj

et ∃Sli(i = 1, · · · , m) tel queSi Sli ≡

Sli1

.

.

Sim

Xi1

Xim⋆Ajouter les générateurs Gl′′

j sous la forme suivante :
E ∪ {Gl′′

j = λf1 · · · frx1 · · ·xn.xjδl1 · · ·

δli
︷ ︸︸ ︷

(Xi1 · · ·Xim(fix1 · · ·xn)) · · · δlm}tel que fi ∈ {f1, · · · , fr}.Si Sli ≡



Chapitre 3 : Proposition d'algorithme de génération des habitants d'un type 81
Sli1

.

.

Sim

xi1

Xi1

Xim

Alors rempla
er δli par la séquen
e �nie suivante
Xi1 · · ·Ximxi1

l′′ : Ensemble des indi
es des générateurs 
rées en par
ourant le noeud en-
adré Sim du sous-arbre Sli (i = 1, · · · , m) vers le pro
hain noeud en
adrésuivant les Etapes I et I+1, les indi
es sont de la forme ki (k indi
e du géné-rateur Gk et i représente le sous-arbre Sli).Remarque 3.1. Si le sous arbre Sn+p ne 
ontient au
un noeud en
adré leterme générateur Gl′′

j va se transformer en terme initial M l′′

j tel que :
E ∪ {M l′′

j = λx1 · · ·xn.xjδl1 · · ·

δli
︷ ︸︸ ︷

(Xi1 · · ·Xim) · · · δlm}

l′′ : ensemble des indi
es des générateurs 
rées pour le noeud en
adré Sn+pEtape I+2 :Etape (a) tant que ∃T ′ ∈ T tel que :
T ′ ≡
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S

S1

.

Sn

.

Sj

Sn+k

.

.

Sn+k+m

xi

λx1

λxn

Y1

Yk⋆

Z1

ZlAjouter le terme initial M l
i :

E ∪ {M l
i = λx1 · · ·xn.Z1 · · ·Zlxi}

l : ensemble des indi
es des générateurs 
rées pour le noeud en
adré Sn+k quiexiste immédiatement en dessus de xi.Etape (b) Tant que ∃T ′ ∈ T tel que :
T ′ ≡

S

S1

.

Sn

xi

λx1

λxnAjouter le terme initial M0
i :
E ∪ {M0

i = λx1 · · ·xn.xi}
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ation des générateurs et de termes initiaux� Si Gl
i un générateur 
rée suivant l'algorithme pré
édent, alors pour
haque séquen
e d'appli
ation de générateurs et de termes doit 
om-men
er par au moins un Gl

i tel que 0 ∈ l.� Si Gl
i et Gl′

j deux générateurs 
rées, Gl
i peut être appliqué au résultatde l'appli
ation du générateur Gl′

j (par exemple Gi(Gj · · · )) ssi j ∈ l.� Si Gl′

j et M l
i un générateur et un terme initial 
rées suivant l'algorithmeet j ∈ l alors pour 
haque séquen
e d'appli
ation de générateurs auterme M l

i , Gl′

j doit exister au moins une seule fois avant M l
i .Remarque 3.2. Toute séquen
e d'appli
ation de terme générateurs et determes initiaux doit 
ommen
er par un G0∈l

i et se termine par M l′

j .Si M l
i est un terme initial 
rée suivant l'algorithme et 0 ∈ l alors 
e termesera ajouté a l'ensemble des habitants générés.On démontre que :l'arbre-preuve L(A)⇔ L(G) tel que :

L(G) = {M |S
∗
→M et M ∈ V ∗

T }
L(A) = {M |M ≡ etiq0 · · · etiqin}L'arbre-preuve est représenté par

S →
etiq0

S1 →
etiq1
· · · →

etiqin−1
Sin−1 → etiqinS la ra
ine de l'arbre.

S1 · · ·Sin−1 les noeuds intérieurs de l'arbre.
→ représente l'ar
 de l'arbre.
etiq0 variable liée (λx1).
etiq1 · · · etiqin−1 variables libres ou liées (λxi, xi).
etiqin variable libre (xi).Preuve On démontre par indu
tion sur la longueur de dérivation S

∗
→M .Base d'indu
tion l = 2

S
2
→M , M ≡ λxx alors G 
ontient les deux règles :
S → λxS
S → x

M ≡ etiq0etiq1 ,
etiq0 ≡ λx
etiq1 ≡ x
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S

S1

x

λx

par 
onséquen
e M ∈ L(A)Hypothèse d'indu
tion S
∗
→ M est l = n, tous les termes engendrés par ap-pli
ation de (n− 1) règles de produ
tion sont tel que M ∈ L(G),M ∈ L(A)Cas 1 :

S
∗
→ λx1 · · ·xmSj est de longueur n−1, M ∈ L(G) et M ∈ L(A), G 
ontientles règles(n-1) règles 





S → λx1S1...
Sn−2 → λxn−1Sn−1

Sn−1 → xi ∈ L(A)

M ≡ etiq0 · · · etiqn−1.
etiq0 ≡ λx1...
etiqn−2 ≡ λxn−1

etiqn−1 ≡ xi

S
∗
→ λx1 · · ·xmSj ∈ L(A) pour une longueur l = n − 1 (hypothèse d'indu
-tion) et Sn−1 → xi ∈ L(A) par 
onséquen
e M ≡ λx1 · · ·xn−1.xi ∈ L(A)pour l = nCas 2 : S ∗

→ λx1 · · ·xmxiMi1 · · ·Sij · · ·Mim est de longueur n − 1, M ∈
L(G) et ∈ L(A) (hypothèse d'indu
tion), et on démontre pour une longueur
l = n, G 
ontient les règlesp règles 





S → λx1S1...
Sm−1 → λxmSm

Sm → xiSi1 · · ·Sim...
Sij → y(n-p-1)règles { ...
Sim+l → xim

M ≡ etiq0 · · · etiqn−1
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etiq0 ≡ λx1...
etiqm−1 ≡ λxm

etiqm ≡ xi...
etiqp−1 ≡ y...
etiqn−1 ≡ xim

S
∗
→ λx1 · · ·xmxiMi1 · · ·Sij · · ·Mim ∈ L(A) pour une longueur n− 1 (hypo-thèse d'indu
tion) et Sij → y ∈ L(A) alors λx1 · · ·xmxiMi1 · · · y · · ·Mim ∈

L(A) de longueur l = n.Cas 3
S

∗
→M tel que M ∈ L(A) et M ∈ L(G) pour l = n− 1 (hypothèse d'indu
-tion)

S
∗
→ λx1 · · ·xmxiMi1 · · · (λySp) · · ·Mim, G 
ontient les règles
p règles 





S → λx1S1...
Sm−1 → λxmSm

Sm → xiSi1 · · ·Sim...
Sij−1 → λySij

Sij → y(n-p-1) règles { ...
Sim+l → xim

M ≡ etiq0 · · · etiqn−1

etiq0 ≡ λx1...
etiqm−1 ≡ λxm

etiqm ≡ xi...
etiqp−1 ≡ y...
etiqn−1 ≡ xim

M ≡ λx1 · · ·xmxiMi1 · · · (λySp) · · ·Mim ∈ L(A) l = n− 1 et Sp ≡ Sij → y ∈
L(A) alors M ≡ λx1 · · ·xmxiMi1 · · · (λyy) · · ·Mim ∈ L(A) pour une longueur
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l = n.Cas 4 S

∗
→M tel que M ∈ L(A) et M ∈ L(G) pour une longueur l = n− 1(hypothèse d'indu
tion).

S
∗
→ λx1 · · ·xmxiMi1 · · ·λy1 · · · yrSp · · ·Mim ∈ L(A), L(G), G 
ontient lesrègles

p règles






S → λx1S1...
Sm−1 → λxmSm

Sm → xiSi1 · · ·Sim...
Sij−r → λy1Sij−r+1...
Sij−2 → λyr−1Sij−1

Sij−1 → λyrSij

Sij → y(n-p-1) règles { ...
Sim+l → xim

M ≡ etiq0 · · · etiqp · · · etiqn−1.
etiq0 ≡ λx1...
etiqm−1 ≡ λxm

etiqm ≡ xi...
etiqp−r ≡ λy1...
etiqp−1 ≡ λyr
etiqp ≡ y...
etiqn−1 ≡ xim

S
∗
→ M , M ≡ λx1 · · ·xmxiMi1 · · · (λy1 · · · yrSp) · · ·Mim ∈ L(A) pour unelongueur l = n− 1

Sp → y ∈ L(A)( tel que ij = p) alorsM ≡ λx1 · · ·xmxiMi1 · · · (λy1 · · · yry) · · ·Mim,par 
onséquen
e M ∈ L(A) pour l = n.Exemple 3.1. Soit le type des entiers A = (a→ a)→ a→ a
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e type est :� {(, ), λ} ∈ T .� SΓ⊢A ∈ N .� Les règles de produ
tions :
SΓ∪⊢((a→a)→a→a) → λxS∅∪{a→a}⊢a→a

︸ ︷︷ ︸

S1

|{x} ∪ T et {S1} ∪N

S∅∪{a→a}⊢a→a
︸ ︷︷ ︸

S1

→ λy S∅∪{a→a}∪{a}⊢a
︸ ︷︷ ︸

S2

|{y} ∪ T et {S2} ∪N

S∅∪{a→a}∪{a}⊢a
︸ ︷︷ ︸

S2

→ y

S∅∪{a→a}∪{a}⊢a
︸ ︷︷ ︸

S2

→ xS∅∪{a→a}∪{a}⊢a
︸ ︷︷ ︸

S2Alors :
S → λxS1

S1 → λyS2

S2 → y
S2 → (xS2)2. Constru
tion de l'arbre preuve :Nous 
onstruisons d'abord l'arbre de 
ette grammaire.Nous avons S → λxS1 alors on ajouteS

S1

λx1Nous avons S1 → λyS2 alors on ajoute le sous arbre
S1

S2

λyEt la règle S2 → y sera représentée par :
S2yOn représente la règle S2 → (xS2) par
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S2 x ⋆tel que ⋆ = (fxy)Le noeud S2 sera en
adré 
ar il représente la règle de produ
tion S∅∪{a→a}∪{a}⊢a

︸ ︷︷ ︸

S2qui génère des atomes.L'arbre �nal est :
S

S1

S2

y

λx

λy x ⋆3. Génération des termes (termes initiaux et générateurs) :Il y'a un seul 
hemin de la ra
ine S vers le noeud en
adré S2 qui estreprésenté par :
S

S1

S2

λx

λy x ⋆Cet sous arbre permet de 
réer le générateur G
{0,1}
1 tel que :

G
{0,1}
1 = λfxy.x(fxy)Le par
ours de l'arbre

S

S1

S2

y

λx

λy

de la ra
ine vers la variable y permet de générer le terme initial M{0,1}
1 :

M
{0,1}
1 = λxy.yl'ensemble �ni de termes est E = {G

{0,1}
1 ,M

{0,1}
1 }
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e de l'appli
ation doit 
om-men
er par Gl
1 puisque 0 ∈ l et on applique G1 à G1 autant de fois (n fois)puisque 1 ∈ l, pour M l′

1 est un terme initial qui sera ajouté à l'ensemble deshabitants puisque 0 ∈ l′ et 
e terme initial sera pré
édé par au moins un Gl
1puisque 1 ∈ l′, la séquen
e de l'appli
ation des générateurs aux termes ini-tiaux est donnée 
omme suit :(G1 · · · (G1

︸ ︷︷ ︸

nfois

M1))Si on applique G1 une seule fois à M1

(λfxy.(fxy))
︸ ︷︷ ︸

G1

(λxy.y)
︸ ︷︷ ︸

M1

on aura λxy.xy.Et si on applique G1 à M1 n fois on aura le terme λxy. (x · · · (x
︸ ︷︷ ︸

nfois

y))Exemple 3.2. les règles de produ
tion du type A ≡ ((T → T )→ T )→ T (la grammaire de Dowek) sont :
S → λFS1

S1 → (FS2)
S2 → λxS3

S3 → x
S3 → (FS4)
S4 → λxS3Tel que :
S = S⊢((T→T )→T )→T

S1 = S(T→T )→T⊢T

S2 = S(T→T )→T⊢T→T

S3 = S(T→T )→T,T⊢T

S4 = S(T→T )→T,T⊢T→TLa représentation de 
es règles de produ
tion sous forme d'un arbre est :
S

S1

S2

S3

x

λF

F

λx⋆ F
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hemin de la ra
ine S vers le premier noeud en
adré S3

S

S1

S2

S3

λF

F

λx⋆Permet de 
réer le générateur G{0,1}
1

G
{0,1}
1 = λfF.F (λx.fF )Tel que⋆= (fF )Et le 
hemin de la ra
ine vers la variable feuille x

S

S1

S2

S3

x

λF

F

λx

permet de 
réer le terme initial M{1}
1 :

M
{1}
1 = λF.xExemple 3.3. Soit le type Monster M ≡ (((o→ o)→ o)→ o)→ o→ o.La grammaire de Dowek permet de générer les règles de produ
tions sui-vantes :

S → λx1S1

S1 → λx2S2

S2 → x2 | x1S3

S3 → λx3S4

S4 → x2 | x1S3| x3S4L'arbre de preuve 
orrespondant à 
es règles de produ
tion est :
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S

S1

S2

x2 S3

S4

x2

λx1

λx2

x1

λx3⋆ x1

x3⋆tel que ⋆ = (fx1x2)1. Création des générateurs :Le par
ours de l'arbre de la ra
ine S vers le premier noeud en
adréimmédiat S4 (S4 le noeud en
adré représente la règle de produ
tionqui permet de générer des atomes) permet de 
onstruire le générateur
G

{0,1,2}
1 tel que :

G
{0,1,2}
1 = λ fx1x2.x1(λx3.(fx1x2))Le 
hemin du noeud en
adré S4 vers S4 permet de 
réer le générateur

G
{1,2}
2 tel que :

G
{1,2}
2 = λ fx1x2.x1.x3(fx1x2)2. Création de termes initiaux :Le par
ours de l'arbre de la ra
ine vers la variable feuille x2 possédant
omme noeud père S2 permet de 
réer le terme initial M{0}

1 .
M

{0}
1 = λx1x2.x2et de la ra
ine vers la feuille variable x2 possédant 
omme noeud père

S4 permet de 
réer le terme initial M{1,2}
1 suivant l'Etape I+2 de l'al-gorithme termes générateurs et termes initiaux tel que :

M
{1,2}
1 = λx1x2.x2puisque 
'est le même terme initial alors on é
rit :

M
{0,1,2}
1 = λx1x2.x2L'ensemble �ni des termes {G{0,1,2}

1 , G
{1,2}
2 ,M

{0,1,2}
1 } permet de générer leshabitants de type M ≡ (((o→ o)→ o)→ o)→ o→ o.



Con
lusion et perspe
tivesNous avons présenté dans 
e mémoire un état de l'art 
on
ernant les algo-rithmes qui énumèrent les habitants d'un type, 
omme Hirokawa, Takahashi,Zaion
, Broda et Damas, Ben-yelles et Hindely, Dowek et Jiang.Nous avons proposé en premier lieu une grammaire à 
ontexte libre et unalgorithme qui se base sur la gestion de 
ontexte appelé Mat(α, 0) (voirpage 55).Nous avons simpli�é et enri
hi la pro
édure donnée par Hemdani (voir [23℄)puis nous avons proposé une méthode qui traite une 
lasse plus grande destypes, les types �nement engendrés de degré ≤ 3. Cette méthode se base surla notion des générateurs (itérateurs) et les termes initiaux, elle 
onsiste à :1. Dé�nir une grammaire pour les types �nement engendré de degré ≤ 3.2. Dé�nir une pro
édure qui permet de 
al
uler l'ensemble les termes ini-tiaux M00,M01, · · · et de générateurs G1, G2, · · · .3. Générer l'ensemble des habitants d'un type par appli
ation des termesgénérateurs aux termes initiaux et aux termes résultat de 
ette appli-
ation.De notre part nous avons été amené à développer :� Une appli
ation qui répond à nos obje
tifs, génération des habitantsdes types �nement engendrés de degré ≤ 3 (voir page 93).En�n nous avons exploité la grammaire à 
ontexte libre de Dowek et Giang(voir [20℄) et on a proposé un algorithme qui permet de dé�nir un ensemble�ni de termes (termes générateurs et termes initiaux) pour énumérer l'en-semble des habitants pour les types simple de degré quel
onque, suivantl'importan
e de 
e sujet dans le domaine de la re
her
he nous proposonsd'appliquer les résultats obtenus au problème de la dé
idabilité de Ti
ket-logi
.
92



Annexe AProgramme de génération destermes initiaux, générateurs pourles types �nement engendrés dedegré ≤ 3 "gen.ml"open Genlex;;ex
eption Error;;ex
eption END;;type typ =Atom of string|Comp of typ * typ;;let lista=[℄;;let listv=[℄;;let list_brut=[℄;;(*génération des variables*)let (genvar, resetvar) =let index = ref (-1) in((fun
tion () -> index:=!index+1;"x" ^ (string_of_int (!index))),(fun
tion () -> index:=-1)) 93



Annexe A:Programme de génération 94;;let (genvary, resetvary) =let index = ref (-1) in((fun
tion () -> index:=!index+1;"y" ^ (string_of_int (!index))),(fun
tion () -> index:=-1));;let (genvarb, resetvarb) =let index = ref (-1) in((fun
tion () -> index:=!index+1;"b" ^ (string_of_int (!index))),(fun
tion () -> index:=-1));;let (genvarf, resetvarf) =let index = ref (-1) in((fun
tion () -> index:=!index+1;"f" ^ (string_of_int (!index))),(fun
tion () -> index:=-1));;let lexer s =let l1 = make_lexer [ "("; ")"; "->"℄in l1 (Stream.of_string s) ;;let re
 lire_prop f = prop2 fand prop0 = parser[< 'Ident s >℄ -> Atom s



Annexe A:Programme de génération 95| [< 'Kwd "(" ; p = lire_prop ; 'Kwd ")" >℄ -> pand prop1 = parser|[< p = prop0 >℄ -> pand prop2 = parser[< p = prop1 ; q = (reste p) >℄ -> qand reste p = parser[< 'Kwd "->"; q = prop1; r = (reste q) >℄ -> Comp(p,r)| [< >℄ -> p;;(*présentation du type sous forme d'une liste*)let re
 tta typ lista =mat
h typ with|Atom a->List.rev((genvar (),Atom a)::lista)|Comp (a1, a2) ->tta a2 ((genvar(),a1)::lista);;let re
 elimin_der lista list_brut=mat
h lista with|(x,a)::[℄->List.rev(list_brut)|(x,a)::l-> elimin_der l ((x,a)::list_brut);;(*
réation des variables pour 
haque argument du type *)let re
 var_typ lista =mat
h lista with|[℄->""|(x,a)::l-> print_string x ;var_typ l;;(*génération des variables y pour les types finement engendrés de degré <= 3*)let re
 affi
hy ty=mat
h ty with|Atom a -> print_string "."|Comp(Atom a1,Atom a2)-> print_string (genvary())|Comp(b,Atom 
)->affi
hy b|Comp(Atom a1,Comp(a2,a3))->print_string (genvary());affi
hy (Comp(a2,a3))|_->raise Error;;(*génération des règles de produ
tion pour les types degré <=3*)let re
 affi
h_rg_pr_oo lista =mat
h lista with



Annexe A:Programme de génération 96|[℄-> print_string ""|(x,Comp (Comp (a,b),Atom 
))::l-> print_string 
; print_string "->";print_string x;let s=(genvarb()) in print_string (s) ; print_string "|";print_string s;print_string "->";print_string "\\";affi
hy(Comp (a,b));resetvary();print_string ".";print_string 
;print_newline(); affi
h_rg_pr_oo l|(x,Atom a)::l-> print_string a; print_string "->"; print_string x;print_string "|"; affi
h_rg_pr_oo l|(x,Comp (Atom a,Atom b))::l-> print_string b; print_string "->";print_string x;print_string a;print_string "|";affi
h_rg_pr_oo l|_->raise Error;;let re
 print_rest typ=mat
h typ with|Comp(Atom a,Comp(b,
))->print_string a;print_rest (Comp(b,
))|Comp(Atom a,Atom b)->print_string a;|_->raise Error;;(*génération des règles de produ
tion aux types de degré 2*)let re
 affi
h_rg_pr_2 lista =mat
h lista with[℄-> print_string ""|(x,Comp(Atom a ,Comp(b,
)))::l->print_string "o";print_string "->";print_string x;print_rest (Comp(Atoma,Comp(b,
)));print_string "|";affi
h_rg_pr_2 l|(x,Atom a)::l->print_string a; print_string "->";print_string x;print_string "|";affi
h_rg_pr_2 l|(x,Comp(Atom a,Atom b))::l->print_string b;print_string "->"; print_string x;print_string a;print_string "|"; affi
h_rg_pr_2 l|_-> raise Error;;(*est 
e que le type est pour les termes proje
teurs?*)let re
 test_proj lista=mat
h lista with|[℄->true|(x,Atom a)::l->test_proj l|_->false;;(*génération des termes proje
teurs*)let re
 print_term_proj listv=
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h listv with|[℄-> print_string ""|(x,Atom a)::l ->print_string "\\"; print_string(var_typ listv);print_string ".";print_string "xi"; print_string "|";print_string "\n xi";print_string "E";print_string "{";print_string (var_typ listv);print_string "}"(*
al
ul rang d'un type*)let re
 rank p =mat
h p withAtom a -> 0| Comp (a,b) -> (max ( (rank a) +1) (rank b));;let re
 print_term p =mat
h p withAtom t -> print_string t| Comp (a, b) -> (print_string "(" ;print_term a ;print_string "->";print_term b;print_string ")");;(*génération des termes initiaux degré 2*)let affi
h_term2 lista1=let re
 affi
h_term_ini2=fun
tion|[℄->print_string ""|(x,Atom a)::l->print_string "\\"; print_string(var_typ lista1);print_string ".";print_string x;print_string "|";affi
h_term_ini2 l|_::l->affi
h_term_ini2 l in affi
h_term_ini2 lista1;;(*génération des termes initiaux des types finement engendrés degré <= 3*)let affi
h_term lista1=let re
 affi
h_term_ini =fun
tion|[℄-> print_string ""|(x,Atom a)::l1->print_string "\\"; print_string(var_typ lista1);



Annexe A:Programme de génération 98print_string ".";print_string x;print_string "|";affi
h_term_ini l1|(x2,Comp (Atom a1,Atom a2))::l2->affi
h_term_ini l2|(x1,Comp(Comp(a,b),Atom 
))::l-> resetvary();re
her
h lista1 lista1((x1,Comp(Comp(a,b),Atom 
))::l) andre
her
h lista lista1 ((x,t)::l) = mat
h lista with|[℄->print_string "\\"; print_string (var_typ lista1);print_string".";print_string x;print_string"(";print_string "\\";affi
hy t;print_string".";print_string "yi";print_string ")";print_string "|";affi
h_term_ini l|(x1,Atom a1)::l1 -> re
her
h l1 lista1((x,t)::l)|(x2,Comp (Atom a1,Atom a2))::l2->resetvary(); print_string "\\";print_string (var_typ lista1);print_string".";print_string x;print_string "(";print_string "\\";affi
hy t;resetvary();print_string ".";print_string x2; print_string "yi";print_string ")";print_string "|";re
her
h l2 lista1 ((x,t)::l)|(x4,Comp (Comp(a1,b1),Atom 
1))::l3->re
her
h l3 lista1 ((x,t)::l) inaffi
h_term_ini lista1;;(*génération de générateurs pour les types finement engendrés degré <= 3*)let affi
h_g lista1 =let re
 affi
h_termg = fun
tion|[℄->print_string ""|(x,Atom a)::l->affi
h_termg l|(x,Comp(Atom a,Atom b))::l->resetvary();print_string "\\";let f=(genvarf()) in print_string f ;print_string (var_typ lista1);print_string ".";print_string x;print_string "(";print_string f;print_string (var_typ lista1);print_string ")";print_string"|"; affi
h_termg l |(x,Comp (Comp(a1,b1),Atom 
1))::l3->resetvary();print_string "\\";let f1=(genvarf())in print_string f1;print_string(var_typ lista1);print_string ".";print_string x;print_string "(";print_string "\\";affi
hy (Comp (Comp(a1,b1),Atom 
1));print_string ".";resetvary();print_string f1;print_string (var_typ lista1);print_string ")";print_string "|";affi
h_termg l3 in affi
h_termg lista1 ;;(*
al
ul des générateurs pour les types de degré 2*)let re
 genf2 typ=mat
h typ with|Comp(Atom a,Comp(b,
))->print_string(genvarf());genf2 (Comp(b,
))|Comp(Atom a,Atom b)->print_string (genvarf())|_->raise Error;;
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 genf_vartyp typ lis=mat
h typ with|Comp(Atom a,Comp(b,
))-> print_string "(";print_string (genvarf());print_string (var_typ lis);print_string ")";genf_vartyp (Comp (b,
)) lis|Comp(Atom a,Atom b)->print_string "(";print_string (genvarf());print_string (var_typ lis); print_string ")";;let affi
h_gen2 lista1=let re
 affi
h_termg2=fun
tion|[℄->print_string""|(x,Atom a)::l->affi
h_termg2 l|(x,Comp(Atom a,Atom b))::l->print_string "\\";let f=(genvarf())in print_string f ;print_string (var_typ lista1);print_string ".";print_string x;print_string "(";print_string f;print_string(var_typ lista1);print_string ")";affi
h_termg2 l|(x,Comp (Atom a,Comp(b,
)))::l->print_string "\\";genf2 (Comp(Atom a,Comp(b,
)));resetvarf();print_string (var_typ lista1);print_string ".";print_string x; genf_vartyp (Comp (Atom a,Comp(b,
)))lista1;affi
h_termg2 l in affi
h_termg2 lista1;;(*est 'il le type finement engendré?*)let re
 testjol lis =mat
h lis with|[℄->true|(x,Atom a)::l->testjol l|(x,Comp(Atom a,Atom b))::l->testjol l|(x,Comp(Comp (a,b),Atom 
))::l-> testjol l|_::l-> false;;(*est 
e qu'il y'a argument de type Atom?*)let re
 test_atom lis=mat
h lis with|[℄-> false|(x,Atom a)::l->true|_::l-> test_atom l;;tryflush stdout;for i=0 to 5 do print_newline()done;print_string "** Enumération des habitants d'un type finement engendré **\n";



Annexe A:Programme de génération 100print_string "******************************************************\n";print_newline(); resetvar(); resetvary();resetvarf(); resetvarb();print_string " Type := ";while true dolet t = read_line() intry let typ = (lire_prop (lexer t)) inbegin resetvar(); resetvary();resetvarf(); resetvarb();(print_newline(); print_string "The rank of " ;print_term ( typ); print_string " est : "; print_int(rank(typ));print_newline();let list_typ_var =tta typ lista inlet list_brute= elimin_der list_typ_var list_brut inif rank(typ) =2 then begin if test_atom (list_brute)=true then beginprint_string "\n La grammaire de 
e type \n"; print_string t;print_string " est :"; print_newline();affi
h_rg_pr_2(list_brute);print_newline();print_string "\n Les termes initiaux du type \n";print_string t; print_string " sont :"; print_newline();affi
h_term2 (list_brute);print_newline();print_string "\n Les termes générateurs du type \n"; print_string t;print_string " sont :"; print_newline(); affi
h_gen2 (list_brute);print_newline();end else print_string "Ce type de degré 2 ne possède pas d'habitant";end else if (testjol list_brute)= true thenbeginif test_proj list_brute= false thenbeginprint_newline(); print_newline ();print_string "\n La grammaire de 
e type \n"; print_string t;print_string " est :"; print_newline(); print_newline ();affi
h_rg_pr_oo (list_brute); print_newline();print_string "\n Les termes initiaux du type \n";print_string t; print_string " sont :"; print_newline();print_newline ();affi
h_term (list_brute); print_newline();print_string "\n Les termes générateurs du type \n"; print_string t;print_string " sont :"; print_newline(); print_newline ();affi
h_g (list_brute);



Annexe A :Programme de génération 101end else( print_string "Les Termes Proje
teurs :"; print_newline();print_newline();print_term_proj(list_brute));end else print_string "Ce type n'est pas finement engendré ";print_newline();print_string "*************************************\n";print_newline();resetvar();print_string " Type : " )endwithError ->print_string ("\n" ^ t); raise END;donewith END -> ();exit 0;;
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