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Résumé

Vu l'intérét des types dans le A-calcul, nous nous sommes intéressés au pro-
bléme d’énumération des habitants d'un type.

Un type peut avoir un nombre fini ou infini de termes (habitants), a I'image
des types des entiers de church qui peuvent avoir un nombre infini de termes
0,1,---, 00 ces termes peuvent étre représentés par un ensemble fini de terme
{0, S} le zéro et la fonction successeur. Pour un type donné, peut-on définir
un ensemble fini de termes qui génére I’ensemble des habitants ?

Dans notre mémoire nous avons étudié plusieurs algorithmes d’énumération
proposés par plusieurs auteurs, puis nous avons simplifié et amélioré la pro-
cédure proposée par Mr Hamedani (étudiant en Magister Université de Bou-
merdes) pour les types de degré < 2 | par la suite nous avons proposé une
procédure de génération pour une classe plus grande des types, les types fi-
nement engendrés de degré < 3 et enfin nous sommes arrivés a exploiter la
grammaire & contexte libre de Dowek et Jiang pour générer un ensemble fini
de termes (termes initiaux et termes générateurs) qui représente 1’ensemble
des habitants pour les types de degré quelconque.



Abstract

Given the interest in the types of A-calculus, we have interested to the pro-
blem of enumeration the inhabitants of a type.

A type can have a number finite or infinite of terms, for example the types
of integers of Church that may have an infinite number of terms 0,1,--- , 00
these terms can be represented by a finite set of term {0, S} the zero and the
successor function. For a given type, can we define a finite set of terms that
generate all of inhabitants ?

In our thesis we have studied several algorithms for enumeration proposed
by authors, first we have simplified and improved a procedure proposed by
Mr Hamedani (Ex student university of Boumerdes) for types of degree < 2,
next we have proposed a procedure for generation of finely generated types
of degree < 3 and finally we have exploited the grammar Dowek and Jiang
to generate a finite set of terms ( Under the original terms and generators),
which represents all inhabitants types of any degree.



Introduction

Les types dans le A-calcul ont joué souvent un role trés important (voir
[1]). Si on considére d’une part le A-calcul comme le modéle théorique des
langages fonctionnels (Ocaml ---) les programmes qui se terminent seront
interprétés par les A-termes typés. D’autres part si on considére les types
comme les propositions logiques (paradigmes Cury-Howard) (voir [2]) les A-
termes seront interprétes comme les preuves de ces propositions. Dans le cas
général dans le A-calcul, on peut attribuer a chaque A-terme (habitant de ce
type) un type et a chaque type un ensemble de termes (habitants).

Pour résoudre ce probléme d’assignation de type et de synthése de terme, plu-
sieurs auteurs ont proposé des solutions comme Hindely, Hirokawa, Broda,
Zaionc, Jue wang - - - (Voir chapitre 2), nous nous intéressons dans le présent
travail au probléme d’énumération des habitants d’un type [3]. L’ensemble
des habitants d’un type est généralement infini, la question légitime qui reste
posée est : peut-on définir un ensemble fini de termes qui générent I’ensemble
des habitants ?

Dans ce mémoire nous nous proposons d’étudier la solution du probléme posé
par cette question.

Notre travail sera présenté de la fagon suivante :

Dans le chapitre 1 Nous donnons les principales définitions et notations re-
latives au A-calcul et au systéme d’assignation de types (voir [3]). Nous dé-
crirons dans ce chapitre les principaux résultats de A-calcul.

Dans le chapitre 2 nous exposerons ’état de ’art concernant les différentes
solutions proposées pour I’énumération des habitants d’un type.

Dans le chapitre 3 nous présenterons notre contribution.

Enfin, nous terminerons par une conclusion et perspectives.



Chapitre 1

Rappels sur le A-Calcul et le
systéme d’assignation

Dans ce chapitre nous introduisons les notions de base sur la syntaxe du
A-calcul et les réductions (voir [3, 4, 5]).

1 Les M-termes et leur structures

Définition 1.1. L’ensemble des \-termes est défini récursivement a partir
d’un ensemble infini dénombrable de variables de termes selon les trois régles
sutvantes :

1. Toute variable de terme est un A-terme.
2. Si M et N sont des A-termes alors (MN) est A-termes.

3. Si x est une variable de terme et M un A\-terme alors (Az.M) est un
A-terme.

On appelle application, tout \-terme de la forme (MN), et abstraction tout
A-terme de la forme(Ax.M ). Dans l'abstraction (Ax.M ), \x est l’abstracteur
et M le corps de [’abstraction. Le corps de [’abstraction constitue la portée de
I’abstracteur.
Notation 1.1.

1. x,y,z,--- avec ou sans indices, dénoteront des variables de termes.

2. M,N,P,Q,--- dénoteront des A-termes arbitraires.

3. le symbole '=" dénotera l'identité syntazique (P = Q signifie que P est
le méme \-terme que Q), ou la définition.

4. les parenthéses seront souvent omises, ainsi nous €crirons :
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(a) MN{Ns---N, au lieu de (---((MNy)Ny)--- N, ), et
(b) Ax1\xg -+ Ax,.M au lieuw de (Axqy(Azg--- (Azp. M) ---)).

Définition 1.2. La longueur d’un \-terme M, noté [M] est le nombre d’oc-
currences de variables dans M, c.a.d :

1. [z |=1.
2.|MN/|=|M|+|N|/.

Définition 1.3. Les sous-termes d’un \-terme M sont définis par induction
sur la structure de M comme suit :

1. Toute variable de terme est sous-terme d’elle méme.

2. 8t M = \x.P, alors les sous-termes de M sont tous les sous-termes de
P et le terme M.

3. St M = PQ, ses sous-termes sont tous les sous-termes de P et de ()
et M lur méme.

1.1 Variable liées, termes fermés, substitution :

L’ensemble des variables libres d’un A-terme M, notation FV (M), est dé-
fini inductivement comme suit :
- FV(x) = x.
FV(MN) =FV(M) U FV(N).
FV(Ax.M) =FV(M) -
— Un A-terme M est dit fermé si FV(M) =@.

Définition 1.4 (Substitution). On définit [N /z[M le résultat de la substi-
tution de N pour toute occurrence libre de x dans M, plus précisément, on
définit pour tout N, x, P, Q) et tout Y # z :

1. [N/z]x = N,

2. [N/zly =y,

5. [N/a)(P,Q) = ((IN/2]P)(IN/2]Q)),

4. [N/z](Az.P) = \z.P

5. [N/z|(A\y.P) = \y.P sixz & FV(P)

6. [N/z|(Ay.P) = Ay.[N/z|P siz € FV (P) ety ¢ FV(N)

7. [N/z](Ay.P) = Az.[N/z][z/y|P si v € FV (P) et y € FV(N) et z ¢

(NP).

Le résultat de la substitution simultanée de plusieurs \-termes Ny,--- , N, a
des variables libres distinctes x1,--- ,x, d’un \-terme M est défini de facon

similaire a [N/ x| M et est noté
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[N1/x1,-+ , NpJax, | M.

Définition 1.5 (a-conversion). Soit M un A-terme et y une variable de terme
¢ FV(M) nous avons alors la régle o suivante :

e M =, My y/z]M (a)

Le remplacement d’une occurrence de (Ax.M) par \y.ly/z|M est appelé chan-
gement de nom de variable libre .

Si P est obtenu a partir d’un autre \-terme @) par une suite finie de change-
ments de nom de variables liées, nous dirons que P et () sont a-convertibles
et nous écrirons

P=,0Q.

1.2 Reéductions et formes normales

Dans cette section nous rappelons des définitions et les propriétés princi-
pales de la procédure de réécriture des termes appelé S-réduction ( [3][4]).

Définition 1.6 (La [S-réduction).
P >g Q

1. Un B-redex est tout A-terme de la forme (\.M)N, son contractum est
[N/z[M et sa régle de réécriture est :

(Ax.M)N —5 [N/z|M (B)
Cette regle constitue le principal schéma d’axiome du \-calcul. St () est

le résultat du remplacement d’un B-redex par son contractum dans un
terme P, alors nous dirons que P se B-contract a @), et on la note :

P—)gQ

2. Une p-réduction d’un terme P est une suite finie ou infinie (pouvant
étre vide) de [-contractions.
On dit que P se B-réduit a (), notation P —5 (@), si et seulement si nous
avons
(a) P=, Q ou
(b) P—3 Py —p Py =5 ---—3 P, aveen>1 et P, =, Q
Une [B-conversion est une suite finie de [(-erpansions et de (-
contraction.
Si P s’obtient de @) par [-conversion, nous dirons que P et () sont
B-convertibles ou B-égaux et on note :
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P=3Q

Un A-terme est en forme -normale, en abrégé B-nf, s’il ne contient
aucun (-redex.
Si M —3 N et N est en $-nf, alors nous dirons que M a N pour

B-nf.
3. Une [-expansion est une [-contraction dans le sens inverse.
Propriété 1.1. (Unicité et structure d’une B-nf )
1. Tout A\-terme a au plus une S-nf (modulo a-conversion,).
2. Toute B-nf M s’écrit de la forme unique N = Azy---2,,.yNy--- N,
(m > 0,n > 0 ) Avec Ny---N, en [B-nf et si N est fermé alors
y €{xy, xm}-
Définition 1.7 (La n-réduction et la n-conversion). Un n-redex est tout
terme A\x.Mx avec x & FV(M), la régle de réécriture est

Ae. Mz, M (n)

Son contractum est M. Les définitions de n-contraction, n-réduction, n-conversion
sont analogues a celles données pour [3-concepts.

Définition 1.8 (fSn-réduction, fn-conversion ). Un fn-redex est un (- ou
n-redex. Les définitions de (n-contracts, [Bn-réduction, [Bn-conversion sont
analogues au [B-concepts.

1.3 Les \-termes restreints

Définition 1.9 (Al-terme). Un \-terme P est appelé AI-terme ssi pour chaque
sous-terme Ax.M dans P,  a au moins une occurrence libre dans M.

Exemple 1.1.
Les A-termes Axy.xy, \ry.x(zy) sont des NI-termes.
Le A-terme K = Avy.x = A\z.(\y.z) n’est pas un \I-terme.

Définition 1.10 (BCK A-terme). Un BCK A-terme est A-terme P tel que :

1. Pour chaque sous-terme Ax.M de P, x a au plus une occurrence libre
dans M.

2. Toute variable libre de P a exactement une occurrence libre dans P.
Exemple 1.2.

Les temes Axy.x, \xy.y sont des BCK \-termes.
Les temes \xy.x(zy), \ey.x(z(xy)) ne sont pas des BCK A-termes.
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Définition 1.11 (BCI A-terme ). Un BCI \-terme ou bien linéaire A-terme
est un \-terme P tel que :

1. Pour chaque sous-terme A\x.M de P, x a exactement une occurrence
libre dans M.

2. Chaque variable libre de P a exactement une occurrence libre dans P.

Exemple 1.3.
Les A-termes C = Axyz.xyz, B = \xyz.x(yz) sont des BCI A-termes.
Le \-terme Axy.xyy n’est pas un BCI \-terme.

Définition 1.12. La -contraction (Az.M)Nvg[N/z|M est dite une élimina-
tion de N ssi ['occurrence de x n’est pas libre dans M, est dite une duplication
de N ssi z a au moins deux occurrences dans M.

2  Assignation des types aux termes

2.1 Le systéme d’assignation de types dans A-calcul (T'A))

Définition 2.1 ( Les types ). Etant donnée une séquence infinie de variables
de type, les types sont définis inductivement comme suit :

— Chaque variable de type est un type (type atomique).

- Si «v et B sont des types alors (o — () est un type (type composé).

Notation 2.1.
— Les variables de types sont notées par : ’a’,’b’,’c’,’0’,
indice.
— Les types arbitraires sont notés par les symboles grec a [’exception de
2.
— Les parentheses sont souvent omises dans les types (en appliquant [’as-
sociative & droite)

),

'p’, avec ou sans

Exemple 2.1. a - b — c= (a — (b — ¢)).

Formellement, pour interpréter les types on représente chaque variable de
type comme un ensemble et @ — b comme un ensemble de fonctions de a

dans b.

Définition 2.2 (Assignation des types). L’assignation des types est toute
expression de la forme M : T ou, M est un \-terme et T est un type donné.
On appelle M le sujet et T le prédicat.
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Définition 2.3 (Contexte type I'). Le contexte type I' est un ensemble fini
tel que :

F=0oul ={x1:p1, - ,%n:Pn} -

ot chacun des x; : p; (0 < i < n) est une assignation de type, et toute
variable de terme x; est consistante (monovalente) avec le conterte T,
c.a.d chaque variable de terme x; € I' doit avoir une seule assignation.

Définition 2.4 (La formule de T Ay). Pour toutT', M et T le triplet < T, M, T >
est appelé une formule du systéme est noté comme suit :
'M:7oubient-M:7sT =(.

Définition 2.5 (Le systéme de T'Ay). Le systéme de T Ay a un ensemble
infini d’axiomes et deux régles de déductions appelées ((—E) reégle d’élimina-
tion, (—1I) regle d’introduction). Il est défini comme suit :

1. Les axiomes : Pour chaque variable de terme x et pour chaque variable
de type T, la formule

r:Thx:T
est un axiome de T Ay

2. Les régles de déductions :

HEP: M@
(— E) : T U(CIT‘T—ZDQ)Q Q:o (si T1UTy est consistent )
1 2 T
Frv{z:o}kFP:
(— 1) T l_{;\zc ;} - ! (si I' est consistent avec )
z.P:o—T

Une déduction A de T Ay est un arbre de T Ax-formules. Les sommets des
branches représentent les axiomes. Les noeuds intérieurs sont déduits immeé-
diatement des noeuds précédents par 'application des regles de déductions .
Les formules des noeuds de [’arbre représentent les conclusions.

Sion al't M : 7, alors on appelle l’arbre A la déduction de ' M : 7 . Si
' =0, alors dans ce cas, la déduction A est appelée preuve de M : T (voir

[3]).

Exemple 2.2. Soit B= \zyz.z(yz) lassignation de type est comme suit :
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y:c—aky:c—a z:ckz:c
r:a—bFx:a—b y:c—a,z:ckyz:a
r:a—=by:c—a,z:ckx(yz):b
ria—by:c—abk Azx(yz): (c—b)
rx:a—bkAyza(yz): (c—a) = (c—b)
FAzyz.a(yz): (a —b) — (c—a) = (c—b)

(= E)

(= E)

(= 1)

(= 1)

(= 1)

Définition 2.6 (Typabilité). Un terme M est appelé (T Ay )-typable ssi ils
eristent I' et T tel que :

'y M:T.

Lemme 2.1. La classe de tous les A-termes typables est fermée sous les
opérations suivantes :

1. Tous les sous-termes des termes typables sont typables.

2. [n-réduction.

3. La B-expansion sans élimination et sans duplication.

4. St M est typable alors \xz.M est typable.

Définition 2.7 (Types(M)). Si M est fermé on définit Type(M) comme suit :

Type(M) ={71|bx M : 7}

Propriété 2.1. Soit P un terme fermé alors :
1. Prg@Q = Types(P) C Type(Q)

2. Si Prg Q par une réduction qui n'utilise pas une élimination ou une
duplication alors : Types(P) = Types(Q).

Théoréme 2.1. La classe de tous les termes T Ax-typable est décidable, tel
que il existe un algorithme qui décide pour un terme donné dans T Ay s’il est
typable.

2.2 Substitution des types

La substitution s de type est toute expression de la forme :

[01/a1,~-~ ,O'n/CLn]
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ou aq,---,a, sont des variables de type et oq,---, 0, sont des types quel-
conques. pour tout type 7 on définit s(7) la substitution simultanée de oy
par ay,--- ,0, par a, dans 7 .

Définition 2.8.
1. s(a;) = o;.
2. s(b) =b. si b est un atome & {a;---a,}.

3. (p—o)=s(p) = s(o).
On appelle s(T) une instance de T.

)

Notation 2.2. On appelle les lettres r’,’s’,’t’,’u’, v’ les substitutions des
types .

Si s=lai/o1,- - ,an/0on] alors s(T)= [ai /o1, an/on)T.

On appelle Vars(t) l’ensemble de toutes les occurrences des variables dans
le type T.

On appelle Vars(m,--- ,7,), Uensembles de toutes les occurrences des va-
riables de types dans la séquence finie de types< 1, -+ , T, >

On appelle Vars(A), Uensemble des occurrences de variables de types dans
la déduction /\.

Définition 2.9. Soient la séquence de type < 1,--- , 7, >, le contexte I" et
la T Ax-formule M : T.

L’action de substitution s est définie :

(<, ) = < 8(11), e, 8(Th) >

s(T)y=A{xy:8(m),  ,xm :8(Tim)}. si D ={xy : 1, - 2t T}
sC’FM:7)=s (I')F M : s(7).

Propriété 2.2.
1. Si T est consistent alors s(T") est consistent.
2. Si A est un T Ax-déduction alors la propriété reste vraie pour s(A)(voir

[3] page 31)

Définition 2.10 (type principal dans T'A,). Le type principal (PT) d’un
terme M est le type T tel que :

-~ I'Fx M : 7 pour un certain I

= SiI" by M : o pour un certain I'" et o alors o est une instance de T.

Définition 2.11 (Unificateur).

1. Sl existe une substitution s tel que s(p)=s(t) on dit que <p, 7> est
unifiable .
On appelle s Vunificateur de <p,7> et 8(p) une unification de <p,T>.
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2. L’unificateur s de la séquence paire 8 K p1,- - ,pp >, 8 < Ti,++ ,Tp >
de méme taille est :

S(<pr,rypn>)=8s(< T, T >)

Définition 2.12 (M.g.u). L’unificateur le plus général (m.g.u) de la paire
<p,T> est Uunificateur u tel que pour tout autre unificateur s de <p, 7> on
a:

s(p) = $(u(p)) pour tout $

Si v = u(p) pour tout (m.g.u) u de < p, 7 > on appelle v unificateur le plus
général (m.g.u) de < p, T >.

Exemple 2.3. La paire < a — (b = b),(c — ¢) — a > est unifiée par le
plus général unificateur u = [(b — b)/a,b/c| le résultat est le type :

(b—b) > (b—0)



Chapitre 2

Génération des habitants d’un
type

1 Algorithme de Ben-yelles et Hindely

Dans cette partie nous présentons I'algorithme de Ben-yelles et Hindely
(voir|3] page 108-139 et [6]) qui répond & la question "combien de termes
fermés en forme normale peut avoir le type 7 dans le systéme T Ay ?". Pour
chaque type 7 ’algorithme décidera en un nombre finis d’étapes si le nombre
de termes en forme [-normal est fini ou infini.

[’algorithme calculera ce nombre dans le cas fini et énumeére (lister) les termes
dans les deux cas.

Définition 1.1 (Termes typés, TT(I")). Soit le contexte T', I’'ensemble TT(T')
des termes typés relatifs a I' est I’ensemble des expressions définit comme
suit :
1. Siz:o €T alors Uexpression 7 € TT (') est appelée variable typée.
2. Si 'y Uy est consistent et M7 € TT(I'y) et N7 € TT(I'9), alors
(M°7TN°)” € TT(I'y UTy).
3. Si I est consistent avec {x : o} et M™ € TT(I") alors (Az®.M7)°~7 €

TT( -z :0).
Si M7 est un terme typé (Pour un certain '), T est appelé le type de
M.

Lemme 1.1 (Structure de S-nf typé). Soit le contexte T, chaque S-nf M™ €
TT(T) (terme typé) peut étre exprimer sous l'unique forme suivante :
N PV A A e i
o (m>0n>0)etT =7 — -+ = Ty — 7° pour tout " (7% peut
étre composé) et pour tout M]Pj en B-nf relatif a TU{xy : 71, -+ , Ty : T }-

15
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St M7™ est fermé alors m > 1 et il existe i < m tel que : v = x;,
=== py = TY)
Définition 1.2.
1. Depth(M) (Profondeur d’un terme) :

— Depth(y) = Depth(Azy - - - xp.y) = 0.

— Depth(Axy -+ Xp.yMy - - - M,) =1+ Maz<j<p,Depth(M;) (n > 0)
2. Long B-nfs : le terme MT™ typé en [B-nf est long ou maximal ssi chaque

occurrence de variable 7 dans M7 est suivie par la plus longue séquence

d’arguments autorisée par son type c.a.d ssi chaque composante de la

forme (Zpy---pn) (n > 0) qui n'est pas dans la position de fonction a

un type atomique .

Exemple 1.1. Soit le type T = ((a — b) = ¢) — (a — b) — ¢ Uhabi-
tant normal suivant n’est pas en forme normale longue :

M™ = )\x(aﬁb)ﬁcyaﬁb.x(a%b)%cyaﬁb

Par contre l’habitant suivant est en forme normale longue :

NT = )\x(a%b)%cya%b.x(a%b)%c()\Za'yaﬁbza)

3. Un habitant de type 7 est le terme fermé M7, l’ensemble des habitants
de type T est noté :

Habs(T)
4. L’ensemble des habitants en B-nf de type T est noté :
Nhabs(T)

5. L’ensemble de tous les habitants en forme normale longue de type T est
noté :

Long(T)

6. L’ensemble des habitants en forme normale longue de type T avec Depth < d

est noté :
Long(T,d)

7. L’ensemble de tous les termes obtenus pas la n-réduction M™ est appelé
la n-famille de M™ est noté :

{M7},
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Lemme 1.2. Chaque habitant normal de T peut étre n-expansion a un ha-
bitant normal long de type T, et cet habitant long est unique (modulo =,)
c.a.d

{M7,N™ € Long(t) et M\™ =, N"} == M™ =, N".

Corollaire 1.1.
Nhabs(t) = 0 <= Long(t) =0

Note 1.1.

= Soit M™ € TT(T) pour tout I, alors { M7}, est fini et tous ses membres
sont dans TT (T).

~ Si M™ est en n-forme alors tous les membres de {M7™}, sont en -
forme.

-~ M"™ € Nhabs(r) = {M"}, C Nhabs(7) aussi, si M7 est en B-nf sa
n-famille contient exactement un Bn-nf.

— Chaque habitant normal de T dans la n-famille a exactement un habi-
tant normal long.

Notation 1.1. Chaque type est représenté sous la forme suivante :
T=7T = Tym—e (m>0)

e : atome.

On appelle T, -+, T, © prémisses.

Deux occurrences type sont isomorphes ssi elles sont des occurrences d’un
méme type, tel que tail (o )= tail (1)

Définition 1.3 (Long S-nf typé). Soit le type T tel que T =171 — -+ —= Ty — €
(m >0, e un atome) et M™ un 3-nf de type T a la forme :

()\:Lﬂl'l L. $;k'(y(p1ﬁ---pnﬁr*)Mfl . MT//L)”)T*)(’T]—)'“—)T]E—)T*)

ngﬁm etT*ETkJrl—)'H—)Tm—)e.
St M7™ est long alors :

k=m
T"=e
Les types de xq,--- ,x,, coincide avec les prémisses de T.

La queue (tail) du type v est isomorphe a celle de 7.

Si M7 est fermé alorsm > 1 etvex; (1<i<m)
LT, =p1—> = pPp— €

vt o &~
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Définition 1.4 (nf-scheme). On suppose une séquence infinie des expres-
sions appelées méta-variables notées "V", "4 " L' ... distinctes les unes
des autres, et distinctes des variables de termes.

Un nf-scheme est défini comme A-terme mais il doit respecter les régles sui-
vantes.

1. Tout nf-scheme est en [3-nf.
2. Les méta-variables ne sont pas liées c.a.d. \V n’existe pas.
3. Les méta-variables occupent toujours les positions d’arguments.

4. Chaque méta-variable dans nf-scheme apparait seulement une seule
fots.
nf-scheme : est propre s’il contient au moins une méta-variable, un nf-
scheme typé est défini comme un \-terme typé en plus il doit satisfaire les
conditions précédentes, de la méme maniére pour une B-nf longue on définit
un nf-scheme long.

Théoréme 1.1. L’algorithme de recherche suivant, accepte en entrée tout

type « et donne en sortie une séquence finie ou infinie, d’ensembles A(a,d)
(d=0,1,2,--- ), tels que pour tout d >0 :

1. Chaque membre de A(a,d) est un nf-scheme long, fermé de type o, et

il est soit un nf-scheme propre de depth d, ou un terme de depth (d-1).

2. Ala,d) est fini.

3. Long (a,d) C A(a,0)U A(a,1)J---UA(a,d+1) ot Long(c,d) est l’en-
semble de tous les termes dans Long («) de profondeur inférieure ou
égale o d+1,

4' Long(a) - Atermes (Oé, 0) U Atermes (Oé, 1) u...

0l Atermes (i, d) est lensemble de tous les termes dans A(a,d)

La base de l'algorithme de comptage est 'algorithme de recherche, ce
dernier va chercher les habitants en forme normale longue de 7 de plus en
plus profond d=0,1,2,- - -

La stratégie de cet algorithme dépend essentiellement de la structure des
termes typés longs.

1.1 Algorithme de recherche

Entrée : Un type 7.
Sortie : Une séquence finie ou infinie de A(7,d) tel que d > 0.
Si 7 = e (e est un atome) alors "pas d’habitant"
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Sinon
Etape 0 : Choisir une méta-variable quelconque V et définir

A(r,0)={V"}

Etape d+1 : On suppose que A(T,d) est défini
Si A(7,d) = () ou A(7,d) ne contient aucune méta-variable alors arréter I’al-
gorithme de recherche, la sortie est la séquence finie suivante :

A(7,0),- -+, A(1,d)

Sinon commencer la construction de A(7,d + 1), lister tous les nf-schemes
propres dans A(7,d) et appliquer (1) et (2) pour chacun.

(1) Soit le nf-scheme M7™ € A(7,d), lister toutes les méta-variables dans
MT tels que :

‘/’1[317... ’Vnﬁn

appliquer (a) et (b) pour chacune des méta-variables.

(a) Soit V7 une méta-variable dans M7™ € A(r,d), et soit

O=01— = 0pm —a (m>0) (1.1)

Si m—0 alors appliquer directement (b)
Sinon
pour tout i < m tel que tail (0;)= tail ()= a

iz o e w20 (1)
définir
P = (VT V) (1.3)

comme remplacant de V7. Ou les x4 et Vi sont des nouvelles va-
riables et des méta-variables distinctes.

(b) Citer les abstracteurs Ay,” qui couvrent I'unique occurrence de V7
dans M7 tels que :
Tail (y;) = a pour tout j,y; de la forme .

Yi = Yj — = Yy, — 4 (hj >0) (1.4)
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définir
o _ Om . . yj .
N7 = Xt (y V- Vi) (1.5)
Comme remplacant de V7, ol les z, et les V, sont des nouvelles
variables et des méta-variables distinctes.

(2) Si (a) et (b) sont appliqués a toutes les méta-variables dans M7 le
résultat est une liste d'une suite de remplacement pour chaque V; € M7.
Si une ou plusieurs méta-variables n’ont pas une suite de remplacement,
abandonner M™ (appelé rejet), et passer au membre suivant de A(7, d)
(le rejet ne génére aucun membre).

SivV; € {V1,---,V,} dans M7 ont tous une suite de remplacement, M7
est appelé extensible, dans ce cas citer toutes les séquences possibles :
<U)fl7 T 7w1€n>

remplacer simultanément les v; par w; (pour i—=1 & n) dans M7 et
construire le nouveau nf-scheme M*".

On appelle (wfl, -+~ ,wP") une suite de multi-remplacements et M*"
une extension de M7, si cette extension est un terme alors il est appelé
un succes.

1.2 Algorithme de comptage

L’algorithme de recherche sera étendu pour compter et énumérer les ha-
bitants d’un type.

Définition 1.5. A(7,d) et Ajerms(T,d) sont définis comme suit :
A, <d)=A(r,0)U---UA(7,d)
Aterms (7_7 S d) - Aterms (7_7 0) U---u Aterms (7', d)

Rappel : pour tout 7.
|7| : est le nombre des occurrences d’atomes dans 7.
||7]| : est le nombre des atomes distincts dans 7.
D(r)=|7| < [|7l]

Nous avons les propriétés suivantes établies par Ben-yelles (voir preuve [3]
page 125) :

— Si Long (7) a un membre M7 avec Depth d > ||7|| alors il est infini.
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— Long (7) a un membre M™ avec Depth d > D (7) alors il a un membre
NT avec :

I7]] < Depth (N7) < D (7)
L’algorithme suivant donne # (Long(«)) (le nombre d’habitants en
forme normale longue) et Long(«)

1.3 Algorithme de comptage et d’énumération des
Long («)

Si o = e (atome) alors Long (a )= 0 .

Sia=a; = - -a, > e (a composé) alors appliquer 'algorithme de
recherche & «, on obtient en sortie une séquence finie ou infinie d’en-
semble A(a) (d = 0,1,2,...), arréter 'algorithme de recherche a la
profondeur d = D(«).

cas 1 : Si Aserms(a, < D(a)) = 0 alors Long (a)= 0.

cas 2 : Si Ayerms(a, < D(a)) a un membre avec depth > ||a]|, alors
Long («) est infini.

Pour énumérer Long («), appliquer Palgorithme de recherche pour
Ajerms (a,d) (d=10,1,2,--+)

cas 3 : Si Ajerms (o, < D («r)) a des membres qui ont tous une profon-

deur Depth < ||a], alors Long (a)= Aterms (o, < D () est fini.

Exemple 1.2. Soit le type = (a - b—c¢) = (a—b) > a—c
L’algorithme produira le résultat :

A(r,0) =4V}

A(T, 1) — {)\xclzﬁb%cxg%b g a%b%cvavb}

A( T, ) — {)\xaﬁb%c a%bxg xa%b%cxg(xa%b‘/g )}

A( ) — {)\xa—>b—>c a—)be xiz—)b—)cxs (xg—wxg))}

7

Exemple 1.3. Soit le type ((a — b) = a) = a
L’algorithme produira le résultat suivant :
A(r,0) ={V"}

A(T, 1) _ {)\l’ga_)b)_)a-l’ga_)b)_m‘/la_)b}

A(T,2) = 0.
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2 Algorithme de Broda et Damas

Dans cette partie (voir[7, 8, 9, 10, 11]) il sera montré que 1’ensemble des
habitants d’un type 7 peut étre représenté a ’aide des grammaires a contexte
libre .

La méthode présentée dans cette section permet d’étudier la relation entre
la structure des formules (types) et leurs preuves (termes), la définition d’un
schéma de grammaire commun est basée sur la représentation des types.

Définition 2.1 (Arbre de formule (méthode preuve)). Chaque type ¢ est
devisé en parties primitives, et les parties primitives forment une structure
d’arbre appelée arbre formule de ¢ (tree (p)), Uarbre formule de ¢ est utilisé
pour construire l’arbre-preuve de ¢, chaque arbre-preuve sera une représenta-
tion des habitants normauz longs de p. ¢ peut avoir un nombre fini n (n > o)
ou infini des différents arbre-preuve.

Définition 2.2. (Parties primitives) les parties primitives ont les formes
suivantes ( Py) , (P»), (Ps) ou A, B, By, ---, B,, C dénotent les variables
de types :

B
(P) : Jl (P) 7 N (P
By B,

Ici A, By, -+, B, sont appelés les feuilles (variables). B et C sont appelés
tétes de variables, le nombre d’arités des parties primitives égale au nombre
des feuilles (variables).

Définition 2.3. Un arbre formule est en forme d’une structure d’arbre, les
noeuds sont des parties primitives, la structure est appelée arbre formule ssi :

e La racine de 'arbre formule est sous la forme (P;)

e Chaque noeud de la forme (P,) et (P3) dans l'arbre formule est un
descendant d’une feuille (variable) d’une autre partie primitive.

e Chaque partie primitive étiquetée seulement une seule fois dans l’arbre
formule.

2.1 Algorithme arbre-formule

Entrée : le type ¢p = a3 — -+ -, — A ol A est un atome et n > 0.
Sortie : arbre formule de type ¢ (tree(y)).
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L’arbre formule tree(y) est donné par :

— Sin =0, cadp= A, alors tree(p) = ‘

A
— Sin > 1, alors tree(¢)— A‘ .
t(on) t(om)
pour k > 1 et mq,---,mg > 0 on définit récursivement,
t((ong = - = g = Ay) = - = (a1 = -+ = e, = Ag) 2 A)
Ay = Ay
t(a) a t(am1) a t(ag) e t(Qtkma1)

pour 1 < 5 < k, on appelle les parties primitives aux sommets de

A
t(aj1), -+, t(ym, ) les descendants de la partie primitive / \
A, e Ay

a la branche j, dans le cas m; = 0, la feuille variable A; n’a pas de descen-
dants.

Exemple 2.1. Soit le type (A — A) — A) — A Uarbre-formule correspon-
dant est :

Po ll
)

n ‘
A
]

P2 ‘

Lemme 2.1. Soit M un habitant en forme normale longue de type ¢ avec
Uarbre formule tree (p), on considére la variable z dans M et soit P une
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partie primitive dans tree(yp) correspondant a x, si P a k arités (k>0), alors
apparait toujours avec exactement k arguments dans M, de plus, pour k >1, si
i€ {1,---,k} et P a des descendants Py, - --,Py, a la branche/feuille variable
i dans tree (p), alors le i argument de x est de la forme Ayi - ym.N

et les parties primitives correspondantes a yi,--- ,Ym sont respectivement
P17 T Pm

Définition 2.4 (Structure d’un arbre-preuve (PT)). L’arbre-preuve d’un
type @ a une forme d’une structure d’arbre, ses noeuds sont des parties primi-
tives dans pp(p) ={po,- -+ ,pn} Uensemble des parties primitives dans ’arbre-
formule de o et py dénote la partie primitive racine de tree (p) (la seule partie
primitive de la forme py dans pp(p)). Dans la suite on doit utiliser la nota-

tion A pour désigner ’arbre-preuve qui posséde une partie primitive feuille

(tail) variable A.

L’ensemble arbres-preuve pour le type ¢ est donné par les points suivants :

- Sipy = ll € pp(p), alors A est larbre-preuve de

: B
— Si| o | est Uarbre preuve de ¢ et / \ € pp(p) ot
B, .. B,

b

k>1, alors I est l’arbre-preuve de ¢

/ K \
By ce B
: B b
- S B est l'arbre-preuve de p et ‘ € pp(p) alors [ est Uarbre-
B

preuve de .

Définition 2.5 (Arbre preuve-valide). L’arbre-preuve PT d’un type ¢ est

appelé arbre-preuve valide de p ssi :
— Le nombre de sous-arbres enracinés dans chaque noeud/primitive dans
PT (arbre-preuve) est égale au nombre d’arités de cette partie primitive.

B
- Sip = / \ . avec k > 1 est une partie primitive dans
B, e B,
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Uarbre de formule tree (@), et p est un descendant de p' dans tree (p)
a la branche i, avec 1< 1 < k, alors en dessus de chaque occurrence p
de p dans PT il y’a au moins une occurrence p' de p' dans PT, tel que
l’occurrence p apparait dans le sous-arbre de PT enraciné dans la 1™
branche de p'.

Cette définition décrit la hiérarchie de tree(p) qui sera imposée pour
construire [’arbre-preuve valide.

Exemple 2.2. Arbres preuve-valide pour ['exemple 2.1 sont :

|
| A
Po ‘ A ‘
Po go b1 A ‘ A

b1, pl s Proye c.a.d ‘ ’ A ’ ‘ ’
D2 p; yai A ‘ A
P2 ‘ A ‘
| A
|

2.2 Algorithme terme

Entrée :Un type ¢, et 'arbre-preuve valide de .

Sortie : I’ensemble fini non vide des habitants normaux long fermé de
o(termes (PT)).

Soient py, - - - , pn les parties primitives dans tree(y), po est la racine et n > 0,
I’ensemble termes (PT) est construit comme suit :

a Représenter PT sous forme d’application pour 0 < i < n, remplacer p;
par z;, alors pour chaque occurrence de variable x; dans I’application
tel que la primitive p; a k; arités (k; > 0) insérer une séquence d’abs-
traction avant ses k; arguments. La séquence d’abstraction Az;; - - -z,
sera insérer avant le j"¢ argument (1 < j < k) qui correspond aux

descendants pj1,---,pji, a la branche j de p; dans tree (¢).
b éliminer la variable x.

¢ Pour le schéma-terme T (TS(T)) obtenu dans les étapes précédentes
calculer les Termes de I’arbre preuve-valide (terms(PT)), C(T) = T2°

comme suit, ou 2° = z (pour toute variable). o
- eyt =k

o l’/;i];i '''''' ]XLL :{xia']’:l’asgh e 7xfi_1 } 3 kz Z 1.

- (ST —{SiT1S: € Sy, Th € TR )

_ ()\xi.T)kl.uk;n:{ )\xfi.n| c T§f£k+£2kn} .

xri1-Tp L g Tt = ST T
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Les propositions suivantes sont données et vérifiées par Broda (voir [7| page
13)

— Chaque habitant normal de type ¢ correspond exactement & un arbre-
preuve valide construit a partir de tree(y), tout arbre preuve-valide
construit & partir de tree(y) a un ensemble fini des habitants normaux
de ¢, et distincts arbre-preuve valide correspondent aux distincts en-
sembles disjoints des habitants normaux.

— Soit le type 7 et soit ’arbre de preuve-valide PT construit a partir de
tree(7). alors modulo a-conversion,

C(TS(PT))=Terms (PT). ou C est I’ensemble des A-termes.

Chaque arbre preuve-valide est une représentation d’un seul term-scheme.
Po

On applique I'algorithme terme pour le premier arbre preuve-valide p; ob-
D2

tenu dans I’exemple 2.2 on aura :

zroAr1.21(Axe.22) (application de (a))

Az1.21(Axe.z2) (Elimination de x (application de (b)))

En suite, appliquant (c¢) pour le terme-schem Az1.x1(Az2.22), on obtient un

seul habitant en longue normale forme.

{ )\.Tl..’lfl ()\.’1725(]2)}
Po

Pour le deuxiéme arbre preuve-valide ]ZZ ' appliquant I’algorithme terme,
1

D2
on obtient les deux habitants en longue normale forme suivants :

.21 (Azg.x1 (A 2)), Ary.a (Azg. 21 (Axy.25))}

Do

D1
De méme pour le troisieme arbre preuve-valide p; , on obtient

b1

D2
{xy.20(Azo. 21 (Ary. 21 (ATy.29))), vy (A2g.21 (Aay.2 (M. 25))),
Aoy.2y ( Aoz (Aay.zy (Axy.25))) ), - - -

2.3 Grammaire & contexte libre G-

Dans cette partie, nous présentons une grammaire a contexte libre pour
un type 7.
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Cette grammaire génére I’ensemble des term-schemes, qui correspondent exac-
tement aux habitants normaux fermés pour un type 7 donné.

Définition 2.6. Soit 7 un type avec les atomes Ay, - -+, Ay, tel que tree(T) a
les parties primitives Py, - -+ , P, ou Py est la racine de tree(T).
Soit G(t)= (T,N,R,S) est la grammaire & contexte libre avec :
— L’ensemble des symboles terminaux T ={(,), A, ., x1, -+ ,x,}
— L’ensemble des symboles non-terminauz N= {S}U{AV|1 <i<m,p¢€
2{1,...7n}}
— Symbole initial S.
et R est le plus petit ensemble satisfait les conditions suivantes :

- Si Py= f‘l a les descendants Py, - -+, Py dans Uarbre (1), alors R a

exactement une regle de production :
S — A\xyp - - -xit.Aih"”’it}
— 51 le non-terminal A? apparait dans la partie la plus a droite de la régle

de production R, alors pour tout v € p tel que P; de la forme
A;

on ajoute la régle

— 51 le symbole non-terminal A? apparait dans la partie la plus a droite
d’une production R, alors pour tout i € P tel que P; de la forme

/ ! \
A . A,
et pour tous les descendants lel, e ,Pjtl de Aj; alors ajouter une régle
l

de production dans R de la forme
A = a2l AR - (g, -l ATY)

ot P =PU{j,--,ji'}
Exemple 2.3. Soit le type 7 = ((A — A) = A) — A la grammaire corres-
pondante est :

S — )\ZL‘l.Al

Al — l‘l()\l‘Q.Am)

A2 - 1 ()\.TQ.AlZ)

A2 T
La grammaire génére ’ensemble infini des term-schemes :

L(GT) = {)\l‘l.l‘l(AZL‘Q.ZL'Q), )\ZL‘l.IL'l()\ZL'Q.I‘l()\I‘Q.I‘Q)), )\l‘l.ZL'l()\ZL‘Q.IL‘l()\ZL‘Q.ZL‘l()\ZEQ.I‘Q))), cee }

Proposition 2.1. (voir [9] page 9) Pour le type T la grammaire G, décrit
les habitants normaux Nhabs(T) dans le sens :
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Nhabs ()= {M|3T € L(G,)3N € C(T)) tel que N —, M}

La définition de G, est une description des possibilités de construction des
arbres preuves valides de tree(T ), et les régles de productions pour les symboles
non-terminauz A" 0in déerivant tous les chemins possibles pour décrire les
occurrences de A avec d’autres occurrences de A dans la partie primitive P;
de tree(T).

2.4 Le schéma général d’une grammaire pour une struc-
ture de type donné

Soit le type 7 on représente la structure de type par le remplacement des
occurrences des atomes par des boites indexées comme le montre I'exemple
suivant :
7=(A—B)—- A— B)— (A— B) - A — B) ce type sera représenté
par la structure suivante :
@:((D1—>D2)—)D3—)D4)—)(|:|5—)|:|6)—)|:|7—)|:|8

Définition 2.7. Soit © une structure de type avec les boites indexées [y, --- [,
avec le tail O, (0, est la racine dans tree (©)), et G (©)= (T,N,R,S ) une
grammaire a contexte libre avec :

— L’ensemble des symboles terminaux T ={(,),\,x1,- -+, x,}.
— L’ensemble des symboles non-terminauz N={S} U{F|1 <i < m,p €
011},

— L’aziome S.
Soit R le plus petit ensemble satisfait les conditions suivantes :

- St la racine 0 ¢ les parties primitives descendantes dans [’arbre
i

(1) les racines Oy - - - Oy respectivement , alors R a exactement une
régle de production de la forme : S — A\x;, - - - x;, L%

— A chaque apparence du non-terminal D? dans la partie la plus a droite
d’une regle de production R, alors pour chaque i € p tel que P; de la
forme D‘z , ajouter la regle D? — T

— Pour chaque symbole non-terminal D? apparait dans la partie la plus
a droite d’une régle de production R, et pour tout ¢ € P tel que P;

de la forme 0 et si [;; posséde les descendants
Oy . 0

U1, - - -Uu, alors ajouter la régljéq de production :
! 1

O} — zi(Az; - ‘T O - (Amg - s L),

Ou P, =PU{i}, i}
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Exemple 2.4. :Soit © = (T, N, R, S) avec
- T={(),\ 21, , 20},
- N={S}u{@N<i<8 Pc2tt8h
— Symbole initial S
Les régles de production R sont données comme suit :

S — Aryzew7.00557 (67— oy

467 1467 467 1467 1467 1467
DZ’L - — .T4()\.§U41.|:|2 )(D3 ) |:|4114 - — .T4<)\.Zli'}1|:|2 )(D3 )
06" — 6(05°7) 067 — 26(05%)
|:|$67 — X7 D%467 — X7

La propriété suivante est vérifiée par Broda (voir [9] page 12) :
Soit le type 7 avec la structure © c.a.d. 7 = [A; /04, -+ A,/0,] (ou les A;
ne sont pas nécessairement distincts), soit G,/© une grammaire a contexte
libre obtenue a partir de G, par la substitution de toutes les occurrences de
Oy, - -+, 0O, respectivement par Aq,--- A, alors modulo a-conversion :

Nhabs(t) ={M|3T € L(G,)3AN € C(T) tel que : N —, M}
={M|3T € L(G,/©)3aN € C(T) tel que : N —, M}
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3 La technique de plus petit point fixe (fix-
point) pour le comptage des termes dans le
lambda calcul (Zaionc)

Dans cette section nous présentons I'algorithme de Zaionc (voir [13]) qui

permet de compter les habitants d’un type donné. Le principe de cet algo-
rithme nécessite dans un premier temps de chercher le polynome d’un type
puis le calcul du plus petit point fixe de ce polyndome.
Zaionc a montré qu’il y’a une vraie correspondance entre le probléme de
comptage des termes en forme normale longue et la recherche de plus petit
point fixe d'un polynéme dans un treillis complet (voir [13, 14, 15, 16, 17,
18]).

Notation 3.1. L’ensemble des types sont définis comme suit :
1. Les variables de type (atomes) sont notées par les lettres {A,B,...}.

2. Chaque type T a la forme suivante ®?:1 T; — | ot pu est une variable
de type.

3. Si T est un type de la forme Qj_, 7; — p alors les 7; (i < n) sont
appelés les composantes de T notées T[i].

4. Pour chaque type T on définit rank(t) et arg(t) tel que :
siT = A (atome) alors arg(r) = rank(r) = 0 et arg(Q;_, 7j — 1) = n
et rank(@Qj_, 7 — 1) = 1+ Maz—1..,rank(7[d]).

5. On définit inductivement les types Tliy, -+ ,ix] par (T[iy, - ,ix—1])[ix]
pour 1 S 'Lk S (I'I"g([’il, e 7’L.k—1])-

6. Les deux atomes T et p sont dit équivalents (noté par T~ p) si 7= p
cette relation est étendue pour tous les types par les reégles suivantes :
(T—=v)~pssive pett~(u—v) ssiT~uv.

7. La complexité ™ pour les termes fermés est définie comme suit :

Si T =Xy xp.x; alors m(T) = 1 est un terme fermé en forme nor-
male longue et
SiT = Axy - xp2;Th - Ty alors m(T) = 14+ Maxj—y..k(m( A2y - - - 2,.T5)).

8. |7| : est le nombre de termes fermés T en forme normale longue de type

T.

9. |7|a : est le nombre de termes fermés T en forme normale longue de
complezité m(T) < a.
Définition 3.1. Le type 7 est recouvert par pu si 7 ~ p et sl y a une

surjection f:{1,--- arg(T)} = {1,--- ;arg(u)} tel que 7[i] = u[f(i)] pour
tout i < arg(T).



Chapitre 3 :La technique fixpoint 31

Définition 3.2. le type 7 est un prolongement direct d’un type

siT=@Q)_, ulj] = uli, p] pour tout i < arg(u) et p < arg([i]) ot n = arg(u)
et pli] ~ p la relation de prolongation est transitive et réflezive.

Définition 3.3. Le type T est une extension d’un type p s’il y a une séquence
finie des types 1y, - - - , T, pourn >1tel que 7y = p et T, = 7T et si les conditions
sutvantes sont satisfaites :

1. 7; est un prolongement direct de 7;_1 pour tout 2 <1 < n.

2. 1; n'est pas recouvert par aucun T pour k < i.
Théoréme 3.1. Chaque type admit un nombre fini d’extension (preuve voir[13])

Définition 3.4. L’arbre d’extension d’un type T est un arbre des branches
finis tel que chaque noeud est étiqueté par un type, ’arbre d’extension est
construit comme suit :

1. La racine de l'arbre est 7.

2. Si le noeud courant p est une extension de T et p a des prolongements
directs iy, ..., bn, alors dessiner un arc de p vers chaque p; (1 <i <mn).

3. St le noeud courant p est une extension de T et qu’il n ’a pas des
prolongements directs alors p n’a pas de successeurs dans [’arbre, tel
que [ est un noeud terminal dans l’arbre.

4. Si le noeud courant pu n’est pas une extension de T ( p est recouvert par
l'un de ces prédécesseurs), alors p n’a pas de successeur dans ’arbre,
tel que i est un noeud terminal.

Définition 3.5. — On définit 'ensemble N = NU{w} tel que i < w pour

tout v € N.
On définit aussi :
L’addition a + w = w.
La multiplication 0.w =0 et a.w = w (a #0)
L’ensemble (N*, <) est ordonnés dans N tel que :
(al, ...,ak) S (bl, ,bk) st V1 S k a; S bl

~ NX est un treillis complet, N¥ a une borne inférieure et une borne
SUpErieure.

~ La fonction f : N* — N* est appelée un systéme des polynémes (ou un
polynome) si f = (f1,..., fx) et toute fi : N™ — N est une composition
de laddition de multiplication et des fonctions constantes, toutes les
fonctions sont monotones dans N* .

~ Pour tout polynéme f : N* — N* (i€ N) on définit le polynome
fi i N¥ = N* par fitl = fo fi et f! = f.
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— On dit que vy € N* est le plus petit point fize de f: N* — N* si zg
est un point fize tel que f(xg) = xo et pour tout point fize x de f on a
To L 2.

Le théoréme suivant est issu du lemme Knaster-tarski :

Théoréme 3.2. Soit f : N¥ — N* un polynome alors UX,f%(0,...0) est le
——

k fois
plus petit point fize de f.

3.1 Algorithme de plus petit point fixe

Entrée : f: N*¥ — NF,

Sortie : z, € N*

Spécification : x( est le plus petit fixe point de f.

k :la dimension du probléme de la fonction f. I'algorithme est récursif sur k.
Cas 1 : On résout le probléme pour k = 1

chaque polynoéme f : N — N peut étre transformé sous la forme f(z) = Y7 cua’ + ag (o € N),

le plus petit point fixe de f est ag + apaw ot a = > 7| .

Cas 2 : On résout le probléme pour une dimension de k + 1

soit (f, F): N x N¥ — Nk+1

soit le polynome f : N x N* — N et soit le systéme polynomial F : N x N¥ — N*
le polynome f peut étre transformé : f(z, 7)) = S0, ai(Y)z’ + (V) tel

que () = 37, ;(Y) on construit le polynome g : N¥ — N comme suit :

9(V) = ao(V) + (V) )w

on définit F’ : N¥ — N* par la formule :

F(¥) = F(g(¥), V)

On suppose qu’il y a une procédure de résolution du probléme pour une
dimension k

Soit y4 le plus petit point fixe de F', soit o = ¢g(y5), la paire (zq, yg5) est le
plus petit point fixe pour ce probléme (Voir [13]).

3.2 Le nombre de termes fermés

Lemme 3.1. Soit le terme fermé T de type T = ®?:1 7, — A, s’il existe
i <arg(r) tel que 7[i] ~ T et si k = arg(7[i]) > 0 alors il y’a des termes
fermés Gy, -+, Gy de types Qj_, 7j — 7li, 1], -+, @}, 7 — T[i, k] respec-
tivement tel que :
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T = )\.’L‘l .. 'xn-$i<G1x1 .. .xn) e (kal .. .xn)
Voir preuve [13] page 6.

Définition 3.6. Pour tout type 7 on définit :

1. S.={i<arg(r): 7~ 7[i] et rank(r[i] > 1)}
et

2. T.={1<arg(t): 7~ 7[i] et rank(t[i] =0)}

Lemme 3.2. 51 S; UT, =0 alors || =0

Théoréme 3.3. 57 S, UT, # 0 alors

Lol =T+ Y, T ™ @, 7] — 7l pll
2 |7la = |To| + X, I Q) 7l) = 7li, plla—s tel que a > 0.

Remarque 3.1. le nombre total des termes de type T de téte x; est donné
par le produit Hp:l | ®j:1 T[] = [4, pll.

Lemme 3.3. Soit le type T et soient 1, ..., T, des prolongements de T, Soient
x=|1| et &1 =|m|,...,xn = |T| alors il y’ a un polynome f: N* — N tel
que x = f(xq,...,x,) (Voir preuve [13] page 7).

Exemple 3.1. Soit z, y, z € N le nombre des termes fermés des types sui-
vants respectivement :

(B,C = (),C,C,(B,C — B),(C,C = A),(A,B—A)— A

(B,C = (),C,C,(B,C — B),(C,C = A),(A,B— A) > B

(B,C —-(0),C,C,(B,C— B),(C,C = A),(A,B—A)—>C

On cherche d’abord :

Sy =A{i<arg(r) : 7 ~71li] et rank(r[i] > 1)}
et

T, ={i<arg(r):7 ~7li] et rank(r[i] =0)}
puis on applique le Théoréme 3.3

7 = 1T+ X, T @)y 71i] = i, pll

— rank(Arg(7[i])) > 1{i = 5,6 tel que tail T[5] ~ tail T[6] ~ A} alors
S, ={5,6} .

- T, = ® pas d’arguments
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alors

2 =0+ Ve I 1 @), 1) = 7li,p)

tel que x = T[4 | @7 7(j] = 715, pll + T[4 | @7, 711 = 7(6. ]
z . | ®j;1 T[j] = 7[5, 1]] * |®j:1 T[j] = 7[5,2]] + ®j:1 Tlj] — 7[6,1]| *
| ®%:1 T[J] — 7(6,2

Y=Yz
2z =24 yz (rank(arg[2]) = rank(arg[3]) = 0 ) et (rank(arg [1]) > 1).

Lemme 3.4. Soit i > 1 les types T — p et 7 — pu ont la méme taille (voir
[13] page 7).

Lemme 3.5. 7 = @, 7[j] — A et soit f : {1,---,n} — {1,--- ,n} est
une permutation si p = Q;_, 7[f(§)] = A alors |7| = |u| (voir [13]).

Lemme 3.6. 57 le type 7 est recouvert par p alors T et p ont la méme taille.
Lemme 3.7. Si le type T est recouvert par v alors |p|a < |7|a (0 € N) et si

|tt|la = 0 alors |1|o = 0.

3.3 Algorithme de construction polynomiale

Entrée : type 7 B B
Sortie : Une liste de types (71, -, 7,) et le polynéme F': N* — N"

Soit 'arbre fini d’extension de type 7 ( théoréme 3.1 )
Soient les types 7, - -+, 7, dans I'arbre.

1. Mettre 7 = 7.
Pour tout type 7; on introduit une nouvelle variable z; qui sera notée

Soient toutes les extensions 71, - - - , 7, de 7 dans 'arbre, pour cela on va
construire K polynoémes fi,---, fx un pour chaque extension de type
T.

2. Si le noeud courant 4 = 7; dans 'arbre est une extension de 7 et u a
les prolongements directs pg,- - , i, alors suivant le lemme 3.3 il y’a
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un polynéme dit f; tel que f; : NP — N (f; peut étre vue comme une
fonction des arguments x4, -- -, x,) tel que

v = filerowa) (1)

3. Soit 7; un noeud terminal dans ’arbre, 7; est une extension de 7 et 7; ne
posséde pas des prolongements directs alors s = |17,| (Voir définition
3.6), mettre

r, = s (2)
4. Si 7; un noeud terminal tel que 7; n’est pas une extension de 7 (pour

i > k), alors il existe un prédécesseur de 7; appelé 7 tel que 7; est
recouvert par 7, et le type 7, est une extension de 7, mettre

T, = T (3)

Maintenant on a exactement n équations polynomiales entre variables
1‘1 = fl(l‘l .. .l‘n)

;Uk = fe(wy - 2p)

Tpi1 = Ty, OU Ty est recouvert par 75, € {19, - , Tk}
T, = Ts,_, OU T, est recouvert par 75, € {7, -, T}
Utilisant (n - k) équations, on peut remplacer xy,1,- - , 2, qui ne sont

pas des extensions de 7 par d’autres variables qui sont des extensions
de 7, aussi on suppose pour tout ¢ la variable z; a une apparence dans
le polynéme f; , sinon on doit réduire le nombre d’équations par la
substitution polynomiale f; (z1 - --x,) pour chaque x;, on doit réduire
le chemin pour toutes les équations de le forme z; = s.

Si (zq,- -, x,) est le plus petit point fixe de F alors

x; = || pour tout i <n

Suite de I’exemple précédent, le probléme est de trouver des termes en forme
normale pour le type (B—-C - (C)—-C —-C - (B—-C — B) - (C —
C - A — (A— B — A) = A, on applique I'algorithme de construction
polynomiale.

On introduit quelques types qui dénotent le nombre de termes en formes
normales :

r=|(B—-C—-C)-C—-C—-(B—-C—-B)—-(C—-C—A4) - (A—
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B — A) — A|
y=|B-C—-C)-C—-C—-(B—>C—>B)—-(C—>C—A4)—>(A-—
B — A) — B|
z2=|(B—-C—-C)-C—-C—-(B—-C—->B) = (C—->C—A) = (A=
B — A)— C|

Le résultat de 1’algorithme de construction polynomiale sur les types est les
équations suivantes :

r =axy+ 2?
y =yz
z =yz+2

On applique 'algorithme de plus petit point fixe on obtient le plus petit point
fixe des équations précédentes

T 4
y =10
z 2

0 0 4 4
ol L lolL ol Lo
0 2 9 2

il y’a exactement 4 termes fermés de type
B—-C—-C)-C—-C—->(B—->C—-B)—>(C—->C—=A)— (A
B—A) — A

Exemple 3.2. (voir [13] page 11) Dans cet exemple on construit le systéme
polynomial et on accorde le nombre de preuves (termes) pour cette formule
(type) qui n'est pas prouvable nommé Pierce law ((A D B) D A) D A, le
symbole D représente application classique — et le symbole 1L le NOT lo-
gique.

Alors ~ A est représenté par A -1 et AD B par A — (~ B —1) .

apres la transformation de Priece law on aura la forme suivante :
(A-B—-l)—=1l)»(A—-l)—»l)—-(A—1)—1L

Pour la performance de l’algorithme de construction polynomiale on introduit
quelques types et des variables qui dénotent le nombre des formes normales
pour ces types.

Soit :

r=|(A-(B—-l)=l)»(A—-l)->l)—=(A—-1l)—L]|
y=|(A-B—-l)»l)»A—-1l)=»1l)»(A—>1l)—> A= (B—1l)—L1]
z=|[(A-B—-L)=»l)mA—-L)=1l)(A—-1l)—>A—L]|
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u=[((A=-(B—-l)=»l)=(A—-Ll)—=1l)=(A—=1l)— A
s=|(A—-B-L)—=1l)»(A—>l)-»l)»(A—>1l)>A— A— (B—l)
t=|(A-B—-l)=»1l)»(A—=-1l)=»1l)(A—=>1l)> A A—1|
w=|((A=-B—-l)»1l)»(A—=>1l)—>1)—> (A—>1)—> A= A
v=[(A-B—-L)—»1)-A=>1l)—»1)5(A—>l)>A—>(B—1l)—> A—
(B—1l)—1]
p=|((A—-B—-1l)—-l)(A—>l)—=l)—-(A—>l)—>A— (B-—->l)—>
A—L|

=l(A-B—-L)-1l)A—-1)=1l)»(A—-1l)—>A— (B—1l)—= A
r=[(A—-B—-L)—»1l)»A—-1)=1l)(A—-1l)—>A— (B—1l)— B|

Accorder [’algorithme construction polynomial on aura les équations poly-
nomziales suivantes :

r=yz+u
u=20
y=uvp+q+r
r=20

qg=1
z=st+w
w=1

v =1y v est recovvert par y
p =1y p est recovvert par y
s =1y s est recouvert par y
t = z t est recouvert par z
par substitution, le systeme peut étre se réduit :

T =1yz

y=y>+1

z=yz+1

Le résultat de 'algorithme de plus petit fixe point est la solution minimale
pour le systeme y = w,z = w par conséquent x = w, il y'a un nombre

infini de termes en formes normales (prewve normale) de type (formule)
((A>B)DA) DA

Utilisant le théoreme Knaster tarski on aura une diverge conséquence des
tuples.
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4 Grammaire de génération des habitants d’un
type (Takahashi, Akama)

Dans [24] Takahashi et Akama ont présenté une grammaire a contexte
libre pour générer 1’ensemble des habitants M en forme [-normale et en
forme normale longue pour un type A et un contexte I

Définition 4.1. (Grammaire a contexte libre G) Une grammaire & contexte
libre est un quadruplet définit comme suit :
G = (T,N,R,0) tel que :

— T :Alphabet de la grammaire ou symbole terminauz.

— N :Ensembles des symboles non-terminauz.

— R :Le sous-ensemble fini des régles de production

{€ ~wl§ e N,we (TUN)*}
— o :Un élément de N appelé axiome.

Définition 4.2. (Langage Contexte libre) Le langage engendré par une gram-
maire a contexte libre G est défini comme suit :

L(G)={r € T*|oc ~ 7} tel que :

~5 est une fermeture transitive réflezive.

(wn ka,ﬂkemwlv]zwkzwlwwgw~-~->wk).

Définition 4.3. (forme (-normale) B,(T', A) est une forme -normale pour
un contexte I' et un type A et on définit :
B{(T,A) ={ xaxa, - -xa, xpM M- Mylp,q >0,
JA', By, - -+, B, tel que
A=A A — = A, > A
B=DBy = By — -+ — B, — A’ € type(I"),
M; € By(I", B;)(j = 1,2, --q)
ou I"=TU{x; : A1, 291 Ao, ,xp: Ay}
Définition 4.4. (Forme normale longue)
La formule U' -y Az g, wa, - - x4, xpMiMy--- M, : A est dite en forme nor-
male longue pour tout a, By,--- , B,
A=A - Ay — - = A, — a,
B=By — By —---— B, = a € type(l"”), et
It M; : Bj est en forme normale longue (j =1,--- ,n)
ou I"=TU{za, : A1, x4, : Ao+ -4, : An} on écrit :
L(T,A) ={M|l' -, M : A est en forme normale longue }.

Rappels :
Soit le contexte I' = {z1 : Ay, 29 : Ao, , 2, : A, } alors :
Sujet(I') = {xy, 29, -+ ,x,} et
Type(l) = {A1, Ag, - -+, Ay}
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4.1 Grammaire de génération des habitants d’un type

Dans la suite nous allons présenter une grammaire G(T, N, R, < T'; A >)
qui engendre les habitants d’un type A en forme normale longue (L,(T', A))
dans un contexte I'.

Théoréme 4.1. Soit le contexte I' et le type A :
B {A’ " (7)} CT.
-(I'A) e N
— Pour tout (A,C) € N ajouter a R la régle de production suivante :
(A, C) ~ (Axe e, - xo,.xp (A, By) (A By) -+ - (A, By))
A'=AU {.TCI 2O,z Cm},
3 ¢ tel que :

C = Cl—>02—>---—>C’m—>c.
B = By — By —---— B, — c € type(A").
To, € 1=1,---m).
) T (=1
(A"B;) € N (j=1,-+-,n)

alors lensemble L,(T', A) est généré par la grammaire & contexte libre

G,(T, A) = (T, N, R, (T, A)).

Exemple 4.1. SoitI' =0 et A=A — Ay — A3 - bou A = Ay — A3 — b
Ay = Az = b, A3 = a on applique le théoréme 4.1 on obtient la grammaire
a contexte libre G = (T,N,R, (0, A)) pour générer ’ensemble L,(0, A) ot :
T= {xA17'rA27 LAs, A (7 >}

N ={(0,A),(A, As), (A, As)}

R = { <®7 A) ~ (AxA1xA2xA3'xA1 <A’ A2> <A’ A3>)
<@7 A) ~ (sz‘h LAy TAz-L Ay <A7 A3>)
(A, Ag)  ~  (Azag.ma, (A, Ag) (A, A3))
<A’ A2> ~ (Aan'xA2 <A’ A3>)
<A’ A3> e (xA3)}

Avee A = {.’L‘Al IA17.’L‘A2 . AQ,.’L‘AS . Ag}

La génération d’une grammaire a contexte libre pour By (T, A) est similaire
a Ly(T, A).
La grammaire pour générer les habitants en forme S-normale (B;(T', A) ) est
donnée par le théoréme suivant :
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Théoréme 4.2. Soit le contexte I" et le type A :

-{N,()}CT.

-(I';A) e N

— Pour tout (A,C) € N ajouter a R la régle de production suivante :
(A, C) ~ (Axcyxey, - vo,xp (A, Br) (A, By) - - (A, By))| p,q >,3C"tel
que :

C = C1—=0C—--=C =

B By — By — -+ — B, — C' € type(A)

A = AU{ze, :Ch, - ag, 1 Cp}
(A, Bj) e N(j=1,--,q).

Alors les ensembles T,N,R sont finis et B,(I', A) est généré par une gram-
maire & conteste libre Gy(I', A) = (T, N, R, (I') , A)

'y M : A est en forme S-normale ssi 3" -, M’ : A en forme normale
longue tel que M’ —, M.

Exemple 4.2. On applique le théoreme 4.2 pour l'exemple 4.1
T =0eA=(a—b —a—b — (a—=b — a—0b), on obtient la
grammeaire sutvante :
T= {xA17'rA27 Tags A, - (7 >}
N = {(0,A) (A, As) , (A, Ag)}
R = { <@,A> ~ )\IAl..TAl

<@, A) ~ )\l‘AlfL‘AQ.ZL‘AQ

<®7 A) ~ ()‘xA1"L‘A2xA3 T Ay <A’ A2> <A’ A3>)
<@7 A) ~ (AxAleQxAs L As <A7 A3>)

<A7 A2> ~ (sz‘\s LA <A A2> <A7 A3>)

<A7 A2> ~ (sz‘\s LA, <A A3>)

(AL A) ~ (4, (A A3))

<Av A2> ~ ("L‘A2)

<Av A3> e (xA3)}

Avee A ={xy, : A1, 20, : Ao, xa, : As}.

Corollaire 4.1. Li(T', A) peut étre vide, fini, ou infini pour tout I et A. le
méme sera vrai pour Bt(l", A).
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5 Génération aléatoires des termes en forme
p-normale des types simples(J.Wang)

Dans [21] Jue Wang a donné un algorithme pour générer d’'une maniére
uniforme aléatoire des termes en forme S-normale d’un type A et d” une taille
s donnée. Dans la suite nous présentons cet algorithme aprés avoir rappelé
quelques notations et définitions.

Définition 5.1.
1

si M =x
— size(M) = 1+ size(N) + size(P) si M = (NP)
1+ size(N) si M = (Az.N)

AiUAU---UA, Uargs(A;)U---Uargs(4,) si A=A —
aT’QS(A):{ {}1 ? #EE 95(n) siA:al

— Un environnement I est un ensemble constitué des types A; et le nombre
d’apparition n de ces types dans Uenvironnement (A; : n).
Soit l’environnement I'y = {a : 1,a — b: 3,a — a : 0}, cet environne-
ment indique qu’il y’a une seule variable de type a, trois variables de
type a — b et aucune variable de type a — a.

— typeSet(') : est une fonction qui retourne les différents ensembles des
types liés a un environnement I' donné.

typeSet(I'y) = {a,a — b,a — a}.

— typeCnt est une fonction qui retourne le nombre de variables dans I’
de type A

typeCnt(Ty,a) =1

— typeCntInc(I', A) : est une fonction qui incrémente le nombre de va-
riables de type A dans T' par 1.
typeCntinc(Ty, a) produit le nouveau environnement

I'h={a:2,a—b:3,a—a:0}.

Jue Wang [21] a modifié la grammaire(infinie) développée par Takahashi
[24] pour obtenir la grammaire présentée ci-dessous, dans cette grammaire il
a ajouté les symboles non-terminaux [I', A] qui dérivent toutes les variables
dans I'environnement de type A.

= Ay —oa
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5.1 Grammaire de génération des termes en forme -normale
d’un type A avec ’environnement I :

Soit ’environnement I et le type A,
La grammaire G(I', A) = (T, N, R, < ', A >) génére I’ensemble
B(T,A) ={M|T'+ M : A en forme S-normale }
T :L’ensemble des symboles terminaux.
N :L’ensemble des symboles non-terminaux.
R :L’ensemble des régles de productions, définit comme suit :
e {\..(,)} CT.
e <I'A>e N,[I'A] € N.
e Pour tout <I', A >€ N, ’ensemble des régles de production R :
<INA> ~ T, Al

o P <I)B > - <I,B, >
pour i =0, -+, (typeCnt(T', B) — 1),
pour tout B= By — -+ = B, —» A € typeSet(I)
NU<I',Bj>pourj=1---,m

~ )‘xg;;eCnt(F,Al) c Ay < typeCntine(T'; Ay), Ay — -+ — A, — a >
siA=A—A,—---— A, —>a,n>1

Ty xé/;)eCnt(F,Ai) pour L= 07 e,
[T, A ~ x4, pour j = 0-- - (numType(T, A) — 1)

La grammaire génére tous les termes M de type A en forme [-normale
par les régles de production de non-terminal < I'; A >.
Si la premiére production [I', A] est utilisée, alors la grammaire génére toutes
les variables de type A dans I' et les variables sont en forme -normale.
Si la deuxiéme régle de production de z? < I',B; > --- < ', B,, > est
utilisée et si on suppose que < I'; By > --- < I', B, > générent m termes
Y1, Ym de type By, ---, B,, en forme [-normale, alors le terme résultat
est M = (- (xPy1) Ym)-
SiA=A; — ---— A, — a alors la troisiéme production peut étre utilisée
pour générer les termes (Voir[21] page 6).

Exemple 5.1. Cet exemple donne une grammaire pour générer [’en-
semble B(I',((a — b) — a — b) — (a — b) — a — b) de tous
les termes en forme [B-normale de type A = Ay — Ay — a — b ou
Ai=(a—=b) —a—b Ay =a—b.
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— L’environnement initial T = {A; : 0, Ay : 0,a : 0}.

— L’ensemble des terminaux T :

Asa()

As—a—b

: , pour j =0---(typeCnt(I', Ao — a —b) — 1),
ij pourj =0---(typeCnt(l', Ag) — 1), et x5 pour j = 0--- (typeCnt(I';a) — 1).
— L’ensemble des non-terminauz N :
<INA><T Ay —wa—=b><Tla—b><Tla—=b><T,b>,
<I'ia>,[I'yAs = a—0b],[I', A, [T, a]

— L’ensemble des regles R :

<I,A> ~ )\xf;)ecnt(nAl) : Ay < typeCntIne(T, Ay), Ay — a — b >
<I,Ay—a—=b> ~ [, Ay — a — b

Axé}i}ecnt(r ap) ¢ A2 <typeCntlne(l', As),a — b >
<Ia—b> ~o ,a — b

AL e Cnt(ra) @ < typeCntinc(l',a),b >

A <Tia—b>

<Ib> ~ [T, 0]
M < T, Ay ><T,a> pouri=0--(typeCnt(T, A;) —
A2 < T a> pouri=0---(typeCnt(T, Ay) — 1)

<Ia> ~o [T, a

I, Ay = a — b ~ 2277 pour j =0+ (typeCnt(T', Ay — a — b) — 1)
[T, As] ~ SL’jAQ pour j =0---(typeCnt(I', Ay) — 1)

[T, al ~ x¢ pour j =0--- (typeCnt(T,a) — 1)

T, b] ~ Aucun.

5.2 Génération des termes d’un type donné

Dans cette section, nous présentons 'algorithme donné dans [21] pour
générer les termes fermés en forme [S-normale d'un type A et d’une taille s
(size), d'une maniére aléatoire uniforme .

Le type et la taille ne sont pas un critére suffisant pour connaitre la forme de
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terme & générer, pour cela J.Wang a utilisé les fonctions de comptage pour
déterminer la probabilité de chaque forme de terme qui va guider la généra-
tion.

Pour compter le nombre de termes d’un type A et d’une taille s, J.Wang a dé-

fini les fonctions countTerm, count HeadV arTerm et countHeadV ar ArgTerms

d’une maniére récursive.

La fonction count initialise countTerm avec un environnement [' vide, un
type A et une taille s.

La fonction countTerm retourne le nombre de termes en forme ([-normale
basée sur la taille s.

— Si s = 0 alors le nombre de terme =0.

— Si s = 1 alors le seul terme d’un type donné est une variable de terme,
et on cherche le nombre de variable de termes dans ’environnement.

— Si s >1 on considére deux cas, le type soit une variable de type ou un
type composé.

* Si le type — variable de type (atome) alors on appelle la fonction
countHeadVarTerm(A, T, s), cette fonction compte le nombre
d’application terme de la forme ((- - - (zM;) -+ - My_1)My) onx : By
et M; : B; pour 1 <17 <k.
count HeadV arTerm cherche toutes les variables a:f dans I' qui
retourne le type A et pour toute xf on calcul tous les chemins
possibles pour générer les termes de téte a:f a ’aide de la fonction
count HeadV ar ArgTerms.

* Sile type T = A; — A, (type composé) alors on peux générer
soit une abstraction ou une application terme, on ajoute dans les
deux cas le nombre de termes.

Dans le cas d’une abstraction on déclenche la fonction
countTerm(As, s — 1, typeCntInc(l', Ay)).
Dans le cas d’une application, on doit avoir comme opérateur une

— - —=> By —> A

variable de terme de type 1" et on déclenche la fonction count HeadV arT erm

pour compter le nombre de ces termes.

La génération des termes se fait par les fonctions genTerm, genVarterm,
genLamTerm et genAppTerm d’une maniére récursive. On utilise gen(A, s)
pour générer les termes en forme S-normale cette derniére déclenche la fonc-
tion genTerm(I" = 0, s, A), on distingue les cas suivants sur la taille s.
— Si s = 0 alors pas de terme.
— Si s = 1 alors on appelle genVarTerm qui retourne une variable de
terme de type T choisit dans un environnement I' d’'une maniére aléa-
toire uniforme.
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— autrement

* Si type = variable de type (atome) soit A, la seule régle qu’on peut

utiliser est (— E) et on doit appeler la fonction gen AppTerm pour
générer les termes application.
Dans la génération de ’application terme on appelle la fonction
choose HeadV ar pour générer le type de la variable téte choisit,
avec ces informations utiliser genVarTerm pour générer la va-
riable téte, genTerm pour générer les arguments de termes et
construire le terme pour ces piéces.

* Sile type T'= A; — A, (type composé), on peut générer soit une
abstraction ou une application, on appelle la fonction countTerm
pour compter le nombre total de termes d’'un type T et d’une
taille s donné et calculer le nombre total d’abstraction terme d’un
type T et d’une taille donné s, si le nombre d’abstraction terme
est supérieur a la probabilité correspondante au pourcentage de
nombre total de termes alors on choisit la génération d’une abs-
traction terme, pour cela on génére une variable de type A;, on
appelle la fonction genTerm(As,s — 1, typeCntint(I'; A;)) pour
générer le corps du terme sinon on choisit la génération d’applica-
tion terme et on appelle la fonction genAppTerm.

Dans les figures (FIGURE 2.1 et FIGURE 2.2 ) 'auteur a présenté un pseudo-
code pour les fonctions de comptage et de génération d’un terme suivant une
spécification donnée, 'implémentation est donnée en Ocaml(voir [22] page 41-
62).

Fonction auxiliaires partagées entre les fonctions de comptage et
de génération
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Entrée :type A= A1 > Ay--- — A, — a, taille s
Sortie :le nombre de termes en forme S-normale d’une taille s et de type A.

count(A, s) = countTerm(A,0, s)
countTerm(A,T,s) =
IF s =0 THEN
RETURN 0
ELSE IF s =1 THEN
RETURN typeCnit(T', A)
ELSE
IF varType?(A) THEN
RETURN countHeadVarTerm(A,T,s)
ELSE
RETURN countTerm(resType(A), typeCntIne(T, argtype(A)),s — 1)
+countHeadV arTerm(A,T, s)

countHeadV arTerm(A,T,s) =

numTerms < 0

FOR each B=B; — -+ — B, = A € validHeadV arTypeSet(A,T")
numTerms < numTerms + countHeadV ar ArgTerms(B,T, s)
RETURN numT'erms

countHeadVarArgTerms(B,T',s) =

numIerms < 0

numVarWithTypelnEnv < typeCnit(I', B)

IF numVarWithTypelnEnv > 0 THEN

FOR each (s1, -+ ,8m) € ndk(s —1 —m,m)
numTerms < numTerms + [[;~, countTerm(B;, T, s;)
RETURN numVarWithTypeInEnv x numTerms

FIGURE 2.1 — L’algorithme de comptage des termes en forme normale d’un

type et d’une taille donné
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true ifA=a
{? p—
varType?(A) { false if A= A — A,

false if A =a

arrowType?(A) = { true if A= A; — Ay

Error if A—a
argType(4) = { A A=A o A

Error if A=a
resType(4) = { Ay ifA= A= Ay

validHeadV arTypeSet(A,T') = {B|B = B — -
ndk(n, k) = {(s1, -, sx)|si > 1,2?21 si=n}

By, — A,m>0,B € dom(T")}

random(bound)=générateur de nombre aléatoire qui retourne un nombre
aléatoire entre 0 (inclusif) et une borne (exclusif).
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Entrée :type A= A1 — Ay — -+ = A, — a, taille s

Sortie :un terme en forme S-normale de taille s et de type A, générer uniformement aléatoire.
gen(A s)=genTerm(A,0,s)

IF s <1 THEN

RETURN None

ELSE IF s =1 THEN

IF typeCnt(I', A) > 0 THEN

RETURN genVarTerm(I', A)

ELSE

RETURN None

ELSE IF arrowType?(A) THEN

total NumTerm < countTerm(A,T,s)

numLamTerm < countTerm(resType(A), typeCntInc(L, argType(A)),s — 1)
IF (randomtotal NumT erm) < numLamTerm THEN

RETURN genLamTerm(argType(A),resType(A), T, s)

ELSE

RETURN genAppTerm(A,T, s, total NumTerms — numLamTerm)

ELSE RETURN genAppTerm(A,T, s, countTerm(A,T,s))

genVarTerm(A,T") =

IF typeCnt(I'; A) = 0 THEN
RETURN None

ELSE

index(T',A)
RETURN xrandomtypecnt(FvA)

genAppTerm(A,T, s,numAppTerms) =

(B, (51,82, ,8m)) < chooseHeadV ar(A,T',s,numAppTerms)
headV ar < genVarTerm(B,T")

FORi=1TO m

term; < genTerm(B;,T, s;)

RETURN (- ((headVartermy) - - - termy,_1)term,,)

genLamT erm(argType,resType, ', s) =

index(T,argType)

typeCnit(T,argType)

body < genTerm(resType, typeCntInc(T, argType),s — 1)
RETURN MAvar.body

var <—

chooseHeadV ar(A,T, s,numAppTerms) =

randNum < randomnumAppTerms

numTerms < 0

FOR textiteachB = By — --- By, = A € validHeadV arTypeSet(A,T")

numTerms < numTerms + countHeadV ar ArgTerms(B,T, s)

IF randNum < numTerms THEN

RETURN (B, chooseArgSize(B,T, s, (countHeadV ar ArgTerms(B,T, s))/typeCnt(T', B)))

chooseArgSize(B, T, S,numArgTerms) =

randNum < randomnumArgTerms

numIerms < 0

FOR each(s1, -, Sm) € ndk(s —1 —m,m)

numTerms < numTerms + [[;~, countTerm(B;, T, s;)
IF randNum < numTerms THEN

RETURN (s1,--+ ,8m)

FIGURE 2.2 — Algorithme de génération de terme d’un type A et de taille s.
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6 Enumeération des habitants des types simples
(G.Dowek et Y.Jiang)

Dans cette section, nous exposerons ’approche de G.Dowek et Y.Jiang
pour définir une grammaire de type 2 qui énumeére les habitants en forme
f-normale d’un type donné. pour arriver a ce résultat Dowek et Jiang dans
[19, 20| introduisent la notion de schéma de termes qui consiste & identifier
les variables ayant le méme type.

Rappelons quelques définitions utiles pour ce qui suit :

Définition 6.1. (Séquent) Un séquent est la paire T - A ou T est un en-
semble fini de types appelé contexte du séquent, et A est un type appelé conclu-
sion du séquent.

On dit que le terme t a le séquent type I' = A s’il a le type A, et les types de
ses variables libres sont dans I" .

Formellement, [’ensemble des termes du séquent types I' - est défini inducti-
vement comme suit :

— Si x est une variable de type A et A est un élément de I' alors x est un
terme du séquent type I' = A.

— Si x est une variable de type A et t est un terme du séquent type
F'U{A} + B alors At est un terme du séquent type I' - A — B.

— Si t est un terme du séquent type ' = A — B et u est un terme du
séquent type I' = A alors (tu) est un terme du séquent type I' - B

Définition 6.2. (sous-formule) La sous-formule d’un type est définie comme
suit :

1. Sub(T)={T}, si T est une variable de type (atome).

2. Sub(A — B)={A — B} U Sub(A) U Sub(B).

La sous-formule d’un séquent est définie comme suit :

Sub(T' F A)=Sub(T") USub{A} tel que :

Sub(T’) = 0 Sil =10
ST Sub{By} U Sub{By} -+ U Sub{B,,} SiT = {By,By,---, By}

L’ensemble des sous-formules d’un séquent I' = A ou d’un type est tou-
jours fini.

Définition 6.3. (Variable canonique)Une variable typé est dite canonique
dans un terme donné si elle est identique a toute variable de méme type.
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Définition 6.4. (Schémas de terme) Le schéma de terme est un terme en
forme normale longue dont les variables sont toutes canoniques.

Exemple 6.1. — La projection d’un terme t est le schéma de terme ob-
tenu par le remplacement des occurrences de variables par la variable
canonique d’un méme type.

Parmi les termes normaux fermés de type (T — T) — T) — T nous
avons les termes :

AF(FAx(FAyx)) et \F(FAx(FA\yy))ot

F est de type (T — T) — T, x et y sont de type T.

Si on considere que et y identique car de méme type, on peut fusion-
ner ces deux termes en un seul appelé schéma de terme :

AF(FAx(FAzxz))

Stz est une variable canonique de type T et F est une variable cano-
nique de type (T' — T) — T alors le terme

AF(FAx(FAx(FAzx)))
est un schéma de terme et
AF(FAx(FAy(F\zy)))

n’est pas un schéma de terme

6.1 Grammaire pour énumérer les schémas de terme

Dans [19], les auteurs construisent une grammaire a contexte libre pour
énumérer l’ensemble des schémas termes d’un type donné.

Définition 6.5. (Schéma de la grammaire)

Soit I' B A un séquent, T ['ensemble des sous-formules de I' F A.

S est l’ensemble fini des séquents construit avec les types de T .

On associe au séquent I' = A la grammaire G(T,N,R, Srw4) construite comme
suit :

n {(7 )7 >‘} eT.

— Srra € N.

— Les regles de productions R :
Pour tout symbole non-terminal Sa-a faire
-S1 on a Sarpc € N alors ajouter la regle :
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SAFB—C — ATSAU{BI-C
ot « est la variable canonique de type B, {x} UT et spupyrc € N.
-S1 Sara € N et By — -+ — B, — a € A alors ajouter la régle

ShAra = (xSAFBl"'SAFBn)
ou r est une variable canonique de type By — --- — B, — a et
{SAFBl} UN--- {SAFBn} UN .
Le cas particulier de la deuziéme regle est :
-Si Spra € N et a € A alors ajouter la régle :
SAra =+ T
x est une variable canonique de type a

Exemple 6.2. Construisons la grammaire G(T, N, R, Sr-4) qui engendre
l’ensemble des schémas de termes habitants au type A = (a — a) — a — a
Le contexte ici est vide T’ = ().

— T contient initialement {(,), A}.

— N contient initialement Sy 4, 'aziome.

— Déterminons les regles de productions :

SFUF((aHa)%a%a) —  Ar S@U{a%a}ka%a ‘{SL’} UT et {Sl} UN
—_——

S1
S(Z)U{a—)a}l—a—)a — )\?/ S@U{a—)a}u{a}l—a |{?/} UT et {SZ} UN
—_——— —_———
S1 Sa

S@U{a—)a}u{a}l—a -y
—— —
Sa
S@U{a%a}u{a}ka - X S@U{a%a}u{a}ka
— —_—

Sa Sa
Alors :
S — )\SL’Sl
51 — )\ySQ
Sy — Yy
SQ — (1‘52)

Exemple 6.3. de la méme maniére on construit les régles de la grammaire
G(T,N, R, Srra) du séquent = ((T — T) - T) — T sont :

S = AFS;
Sl — (FSQ)
Sy —  AxS3

Sg — X

Sg — (FS4)
S4 — )\.TS3

ol x est une variable canonique de type T et F est la variable canonique de
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type (T - T) =T

S = Se@s1)-T)-T
S I S (T—T)->THT

S2 - S(T%T)*)TFT*)T
S = Saror)-T 1T

54 - S(T—)T)—)T,Tl—T—)T

Proposition 6.1. 1. Un terme en forme normale longue du type séquent
A F B — C ala forme Azt pour toute variable x de type B et d’un
terme t de type séquent AU {B} F C.

2. Un terme en forme normale longue de type séquent A = T ou T est
un type atomique a la forme (xty,--- ,t,) pour toute variable x de
type By — -+ — B, = T € A et les termesty,--- ,t, des types séquent
AFBy,---,AF B,.

Proposition 6.2. Soit le séquent I' = A, soit T I’ensemble des sous-formules
de I' B A et S ensemble fini des séquents construits des types de T, soit le
séquent A+ B de S et t le schéma de terme du type séquent A+ B, alors t
est généré dans Sar-p par la grammaire décrite par la définition 6.5.

Preuve (voir [19]) : par induction sur la structure de t

- S5t B=C — D alorst = Axu ou x est une variable canonique de type
C et u est de type séquent AU {C} & D (proposition 6.1), par hypo-
these d’induction u est généré par Saugcy-p et t est généré par Sarp
utilisant la regle :

SArCc—»D — )\I‘SAU{C’}I—D
— Si B est un type atome alors t = (xty,--- ,t,) ot x est une variable
canonique de type C7 — --- — C,, — B € A et ty,---,t, sont des
termes des types séquent A + Cy,--- A+ C,, respectivement (proposi-
tion 6.1). Par hypothése d’induction, tout type t; est généré par Sarc,
et t est généré par Sar-p utilisant la regle :

Sarp — (xSAI—C’la T asAI—C’n)

6.2 Grammaire pour énumérer les termes fermés et ou-
verts

Pour simplifier la grammaire on suppose qu’on a une seule variable pour
chaque type.



Chapitre 3 : Enumération des habitants des types simples 53

Pour construire cette grammaire on utilise la grammaire précédente et on
ajoute un index pour chaque variable.

Définition 6.6. Soit I' = A un séquent

Soit T l'ensemble des sous-formules de I' = A et S un ensemble fini construit
a partir de T .

Pour chaque séquent I' = B € S, on associe le symbole non-terminal Sar-p
et on prend les régles.

SAFB—C = AT SAU{BIFC

x est une variable de type B
-S1 A contient le type By — --- — B,, — T on prend la régle

xiSAFBl e 'SAFB,L

ot x est une variable de type By — --- — B, — T on ajoute les deux régles
sutvante :

1 — 0
1 — 5
Preuve par induction sur la structure de ¢
- Si B=C — D alors t = Ax;u ou x; est une variable lettre de type C

et u est de type séquent AU{C} + D (proposition 6.1), par hypothése
d’induction u est généré par Sauqcy-p et t est généré par S p utilisant

la regle :
SArc—»D = ATiSAu{C)-D
— Si B est un type atome alors t = (x;t1,- - ,t,) ou x; est une variable
lettre de type C; — --- — C, — B € A et ty,--- ,t, sont des termes

des types séquent A F C4,---A F C, respectivement. Par hypothése
d’induction, tout type ¢; est généré par Sarc, et t est généré par Sarp
utilisant la régle :

Sars = (:Sarcy, -, Sarc,)
(voir 'exemple dans [19])
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6.3 Grammaire infinie pour énumérer les termes nor-
maux fermés

La grammaire donnée pour énumérer les termes ouverts et fermés peut
étre transformée a une grammaire infinie qui génére les termes normaux fer-
més d’un type donné, on controle les indices des variables libres des termes
générés par le symbole non-terminale Sp, ... p,.-c, Ajouter un paramétre pour
chaque B;.

Le symbole non-terminal Bfl, .-+ BF génére tous les termes dont les va-
riables libres de type B; avec indice < k;

Définition 6.7. - SiC¢g{By, -+ ,B,} on prend la régle

SBfl — )\xOSBfl

-, BEn-Cc D -, BEn oD
ou z est une variable lettre de type C
— Si un élément de {By,--- , B,}, soit By on prends la régle
SBIIC17~~~B§L”I—C—>D — )‘xSklstkl,B;“?-
ou z est la variable lettre de C.
— Si un élément de {By,--- , B,}, soit By a la forme

Ci—=--—=Cy—=T

.BFni-p

)

SBfl,--- Brorr 7 (l‘iklsBllcl’, k1

--,Bﬁ"%cl'“SBl o BRIy
ot z est une variable de lettre de type B,
L’indice de la variable z est un nouveau non-terminal i, on ajoute des
regles pour ce symbole pour générer tous les indices < q

iy, —MN

ls, = In



Chapitre 3

Proposition d’algorithmes de
génération des habitants d’un

type

1 Machine Mat («,T') pour I’énumération des
habitants d’un type

Dans cette partie, nous présentons un algorithme d’énumération des ha-
bitants d'un type a de degré quelconque, cet algorithme est le fruit de I’étude
des algorithmes précédents il se base sur la notion de contexte.

1.1 Machine d’énumération des habitants en forme S-normale
longue

Entrée : Mat(oy — -+ — a,, — 0o, T =0).
Sortie : Ensemble des habitants en forme normale longue.

1. Sil’état de la machine est Mat(a; — a3, T") alors remplacer
Mat(a; — ap,T') par Az®t.Mat(az, T U{x : aq}).

2. Si Iétat de la machine est Mat(o,z : a7 — -+ — «,, — 0 € I') alors

remplacer :
Mat(o,z € T) par tMat(aq, ) Mat(ay,T) - - - Mat(c,, T')

3. Si Mat(o,T' = ()) alors arréter la machine, pas d’habitants.

4. Si Mat(o,x : a1 — -+ — a, = 0 € I') (pour i > o) alors arréter la
machine, pas d’habitants.

%)
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5. Si Mat((,T) alors Stop et lire le terme.

Exemple 1.1. Soit le type (a — a) > a — a
Mat((a = a) = a — a,0) — Xz®7* Mat(a — a;{z:a — a})

5 St
— A7 \y*. Mat(a;{z :a — a,y:a})
52
— A7 N\y . x Mat(a;{x :a — a,y: a})
5

= )\xaﬁa)\y“,;pyMat(@; {r:a—ay:a})
ou bien
N )\xaaa)\ya.x(x<Mat<a; {.T ta—a, y: a’})))

Sa

Les autres termes sont générés par application de cette regle

Mat(a;{zx :a — a,y : a}) —» x Mat(a;{x:a — a,y:a})ly

7 /

vV vV
SQ S2
récursivement.

Définition 1.1. (Grammaire Mat(a,T')) soit la machine Mat(a,T') d’un
type o et d’un contexte I', T est [’ensemble des sous types de o, S est l’en-
semble fini des machines construites a partir des types de T, on associe a
Mat(a,T') la grammaire G(Vp, Vy, P, Mat(o, 1)) est définie comme suit :
n {(7)7>‘} € Vr.
- Mat(a,T) € V.
— Les regles de productions P :
Pour tout Mat(o,T') € N faire
St on a Mat(ag — an, ') € Viy alors on ajoute
st x:ay €I alors ajouter la regle
Mat(oy — ag, ') = Ax® . Mat(ay, T)
sinon Mat(a; — ag,T) — Az®t. Mat(ae, T U {x : ay}).
Si on a Mat(o,T') € Vy et x: a1 — -+ — a,, — o € I alors ajouter

la regle :
Mat(o,T') — xMat(ay,T') - - - Mat(a,,I') Vv U{Mat(a;, 1)} (pour
i=1,---,n), le cas particulier de cette régle est :

Si on a Mat(o,T') € Vy et x: 0 € T alors ajouter la regle :
Mat(o,T') — x
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2 Les types finement engendrés

Plusieurs auteurs ont étudié le probléme d’énumération des habitants d’un
type (Voir chapitre 2), 'ensemble de ces habitants est généralement infini.
Dans ce chapitre nous intéressons a étudier ce probléme d’énumération par la
définition d’un ensemble E = {G1,Ga, -+, Gy, Mo, Moo, - -+, Moy} fini de
termes (termes générateurs et termes initiaux) pour un type «, cet ensemble
fini permet de représenter les habitants de ce type (par exemple si on prend
le type des entiers de Church (a — a) — a — a, 'ensemble de ses habitants
est finement engendré c’est a dire, il est généré a partir des deux termes {0,
S}, Zéro et la fonction successeur).

[’idée est déja donnée dans [23] pour les types de degré < 2, la méthode pro-
posée ne caractérise pas complétement les habitants d'un type puisque elle
suppose déja connu l'un de ces habitants (terme initial). Nous enrichissons
cette derniére par une procédure de calcul des termes initiaux et nous étu-
dions ce probléme pour une classe plus grande des types (les types finement
engendrés de degré < 3).

Donnons d’abord quelques définitions.

Définition 2.1. (termes générateurs ) Soit un type o, on appelle un terme
générateur G tout terme de type o — « tel que si on applique ce terme G a
un autre terme M de type o on obtient un autre terme de type o (GM : «).

Notation 2.1. Pour tout ensemble C' de A-termes, [C] est l’ensemble des
A-termes construit a partir de C en utilisant seulement les applications.

Définition 2.2. On dit qu’un ensemble S de A-termes fermés est finement
engendré s’il existe un ensemble fini C' de A-termes fermés tel que chaque
A-terme de S est fn-equivalent d’un A-terme de [C].

Définition 2.3.
— Rank d’un type (degré) :
rk (o) est défini récursivement par :

rk(o) =0 et rk (A — B) = Max (rk (A) + 1,7k (B))

Exemple 2.1.
1. rk(((o = 0) = (0= ((0 > 0) = 0)))) =2
2. 1k (((0 — (0= (0 —0))) = 0) = (0= (((0 > (0 —=0)) —0) —0)))=3

— Argument d’un type « :
a=A — (A — (A, = 0))
Arg (o) ={ A1, Ag, -+, Ay}
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2.1 Génération des habitants des types de degré 2 & une
seule variable

Hirokawa a donné l'idée (voir [31]) et il a montré qu’on pouvait utiliser
la notion de grammaire a contexte libre pour générer les habitants en forme
[-normale dans le cas particulier des types de degré deux :

Un type de degré deux est de la forme :

a=(al = —a,—=d)—= 5@ —=-—>a —am) —aon

at,---,al,al,-- Ja - Ja™  a™ et a sont des variables de types,
(ny, -+ ,ny, >0) et m> 1.

Etant donné un type a de degré deux, ’auteur a montré comment on peut
construire une grammaire & contexte libre G(«) tel que :

Nhabs (a) = {N|N <— Az - x,,.M} pour un certain M € L(G(«)).

ou L(G(a)) est le langage engendré par G(a).

Dans [23] Hemdani s’est limité aux types ayant un seul symbole non-terminal
(Vv = {a}) apparaissant au plus une fois dans chaque membre droit des régles
de production, les régles de production étudiées sont de la forme :

a = TiTq - TijATijyr - Tin o (1)
ou bien
a — TjTj1- " Tjp (2)

Les grammaires traitées ici, l'itération est assurée par les régles de produc-
tion de la forme (1). Le générateur associé aux grammaires ayant un seul
symbole non-terminal apparaissant une seule fois dans chaque membre droit
des régles de production est de la forme :

Gi = A\yz1 -+ T i1 - Tij (Y1 Ty Tijg1 - - T

Dans la suite 'auteur a traité les grammaires ayant un seul symbole non-
terminal qui peut apparaitre plusieurs fois dans le membre droit des régles
de production, les régles de production sont de la forme :
@ — i1 Tjn1Q1 - Ljp - Tinplp -+ Ljn -+ Ljnm (3)

Pour chaque régle de production de la forme (3) il peut définir p * ¢?~* (q :
régle de production triviales, p : le nombre de a) générateurs selon 1’algo-
rithme suivant : ([23] page 77)
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pour i—1 & p faire
Début :

1. Prendre une combinaison de (q-1) dérivation triviales (parmi les ¢?~!
combinaison distinctes).

yeme

2. Remplacer les (p-1) occurrence du symbole a (exceptée la
dérivations triviales correspondantes.

) par les

3. Construire 'unique itérateur associé a la régle de production obtenue
(ayant une seule occurrence du symbole a dans son membre droit).

4. Prendre la combinaison de dérivations triviales suivante et allez a 2.
Fin :

Appliquant cet algorithme & I'exemple suivant :

Exemple 2.2. Soit le type a« = (0 — 0 — 0) = 0 — 0 — 0 de degré 2 :

La grammaire associée a ce type (relativement a la base {x : 0 — 0 — 0,y : 0,z : 0})
a pour regles de production :

0 — xooly|z

Dans ce cas, l'itération est assurée par la régle o — xoo, Hemdani a extrait

4 générateurs :

G1 = doxyz. (z (oxyz) y)
Go = oxyz. (x (oxyz) 2)
G35 = doxyz. (zvy (oxyz))
Gy = doxyz. (xz (oxyz))

Pour calculer les autres termes 1’auteur a supposé un terme initial

M = \zyz.x (zyz)y, appliquant ces générateurs au terme M :
G1(Ga(Ga(G4M))) — Azyz.a(a(zy(e=(2(zy=)))2)y

les autres termes sont obtenus par application des G; a M (i =1,--- ,4).

Simplification et amélioration de la procédure (G2)

La méthode présentée ci-dessus ne traite que le cas des grammaires de

degré 2 elle ne caractérise pas complétement les habitants d'un type a donné
puisqu’elle suppose déja connu I'un de ces habitants (terme initial).
Dans la suite nous enrichissons la méthode proposée (G2) par une procédure
de génération (G3) pour calculer les termes initiaux et les générateurs des
types finement engendrés de degré < 3 sous la forme étudiée par Thierry joly
(voir |25, 12]).
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Dans la section suivante nous donnons une procédure qui permet de générer
un ensemble fini de termes générateurs et de termes initiaux pour les types
a de degré quelconque on se base sur la grammaire de Dowek [20].

Définition 2.4. (Grammaire associée a un type de degré 2 ) Soit le type

a= (0 - =0y —=o0)= - = (= - =" — 0" o0
Soit B = {x; : 0y = -+ = 0,; = 0'li = 1,---,m} une base de type avec
o, - ,0,;,0" et o des variables de type atomique (i =1,--- m)

on définit une grammaire o contexte libre G(B) =< Vp,Vy,0, P > comme
suit :

— Ensemble des symboles terminaux Vi = {x1, -+, xm, (,),., A}
— Ensemble des symboles non-terminauz Vy = {o}.
~ Ensemble des régles de production, P = {0" — x;0} ---0';[i =1,--- m}.

Remarque 2.1. P, € 0o = VpVy.

Définition 2.5. Procédure de génération (G2)

Entrée :Un type a =y — -+ — ay, — 0

(=0 — - =0, —=oli=1,--,m)

Sortie : deux ensembles Ey, = { Moy, -+, Mo,} et Eqg ={G1, -+, G} ap-
pelés respectivement ensembles des termes initiauzr et ensembles des termes

générateurs :
Etape 0 :
EMO = EG() = @
St o — x; € P alors ajouter le terme initial My,
MOj = )\1’1 T T
Eng U{M,,}.
St 0 — x;01---0, € P et m>1 alors ajouter le générateur G;
G’l = Afl ... fml‘l .. 'xn-l‘z(flxl .. ."En) .« e (fmxl .. -xn)
Eq U{G;}
FEtapel :
St Ey, =0 alors pas d’habitants pour ce type

Sinon S Ec =0 alors l'ensemble des habitants est Eyy,
Sinon I’ensemble des habitants est E tel que

E=FEy, U{GiMp, -, (G1 - (GiMp)) -+, GrMoy, - - -

(G (GruMon)) } U{Gr - - (GpMo;) }
tel que j=1,---n et Gy,---,G, € {G1, - ,Gp}

Preuve : Démontrons que si My, : a alors (((G;Moj) Moj+1) - - - Mom) : o
Donc I'assignation de type au (((G;Mo;)Moj+1) - - - Mom) = o se fait selon la
déduction :
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firaog = = ap—0 X111 Ty Qp fmiar— - = a, =0 T1iay Ty iay

- E)--
fizi-xn o ( ) fmx1xpn 0

(= E)

On a x; : a; et d’aprés la construction de la grammaire la variable x; se
trouve en téte d’une régle o, a; a donc la forme :
G=O0— - —>0—0
N—_——
m fois o

la suite de ’assignation de type au terme (((G;Moy;)Moj+1) - -+ Mon,) se fera

donc comme suit :
m fois o

———
ri:0—--—=>0—0 (firy - xy:0) - (frx1- Ty :0)

%(flxlxn)(fmxll’n)o

En déchargeant les hypothéses zy : ay,--- , x, : o, dans 'ordre nous ob-
tenons :

Axy - xpxy(frey oo xn) o (fxr o xy) top = s =, =0

G,L':)\fl-.-fmAxl-.-xn.xi<f1x1.-.xn).-.(fmx‘l-.-aj‘n>:/81%-.-%/87/”‘%
Q) = =y =0

et nous terminons I’assignation de type pour (((G;Mo;) Mo;+1) - - - Moy,) comme
suit :

Gi:bh— =B —=-—=a, =0 My:P,- - Moy : B
((GiMoj)---Mop,) :a1 = - =y 2 0= ==, =«

U

Nous reprenons l’exemple 2.2 (« = (0 = 0 = 0) = 0 — 0 — 0) étudié dans
( [23]| page 79) présenté ci-dessus, calculons les générateurs et les termes ini-
tiaux pour extraire I’ensemble des habitants de ce type.

Suivant notre méthode on traite le type comme suit :

Les termes initiaux :

onao—yeto— z€ P alors on ajoute les deux termes initiaux :

Moy = Azyzy My = A\ryz.z done Eyy, = { Moo, Moy }
Les générateurs :
on a o — xoo € P alors on ajoute le générateur :

G = Miforyz.x (freyz) (faryz) done Eq = {G}
le terme ( Azyz.x (x (vy (zz (x (xyz)y))) z)y ) trouvé dans ( [23] page 79)
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peut étre calculé comme suit :

Il suffit d’appliquer

(G (MoyMoy)) = Meyz.xyz = My

on applique une autre fois (G (M; My)) on obtient le terme Azyz.x (z (zyz))y =
M, puis G (Mo Ms) pour obtenir le terme \zxyz.zz(x(zyz)y) = M; aprés
G(M;3My) = z(xz(x(zyz)y))z = M, enfin

G(M4Myo) = Azyz.z (x (xy (xz (z (zy2) y))) 2) y.

2.2 Génération des habitants des types de degré < 3
(G3)

Thierry joly a démontré (voir [25,26,27,28,29]) que les types finement en-
gendrés sont les types de degré < 2 et les types de degré 3 sous la forme
Ay - (Ay— - — (A, —o0)) telque A, =0, A; = (0 = 0) ou
Ai=(o—=(0—--—(0—=0)) =0 (pouri=1,--- n)

Le type résultat par le remplacement des A; par (0 — (0 — -+ (0 — 0))) = o
est un type de degré 3.

Dans cette partie nous essayons d’étudier ces types cas par cas, extraire
les grammaires, les termes initiaux, les générateurs pour définir I’ensemble
des habitants de ces types a.

Prenons l'idée de Thierry joly (voir [25]) et la notion de générateur G
(ou itérateur) calculons les termes initiaux, appliquons les générateurs aux
termes initiaux nous obtenons par la suite les habitants des types de degré
< 3.

Notre méthode consiste a :

1. Extraire la grammaire de ces types.

2. Calculer les termes initiaux pour le type «.

3. Calculer les générateurs G; : a — « pour le type a.
4

. Par application de ces itérateurs G'1, Go, - - - de type a — « aux termes
initiaux Mgy, Moy, - - - de type o on définit I’ensemble de ces habitants
qui sont aussi de type a.

Définition 2.6. (Grammaire associée aux types finement engendré de degré
<3)

Soit le type Ay — (Az--- — (A, — 0))
B={x;: A [ pouri=1,--- ,n}U{y; :0pourj=1,---,m} un contexte
ou une base de type avec :
A; = o wvariable de type, A; = 0 — 0 ou A; = (01 = (02 — -+ (0, —
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0))) = o types composés (i = 1,--- ,n), on définit une grammaire & contexte
libre G(B) =< Vi, Vy,0, P > comme suit :
— L’ensemble des symboles terminauz Vi = {(,), s, A\, T1, "+, Tny Y1, » Ym }
— L’ensemble des symboles non-terminauz Vy = {0,by,--- ,b,}|b; = (01 —

(02— (0, = 0)))(m>1)et1<i<p
— L’ensemble des régles de production P = {o — x;|z;olz,b} U {b —
AY1 -+ Ym.0} est construit comme suit :

Soit a = A — (Ay = -+ (A, = 0))
1. s’il existe A; = 0 € Arg(a) alors ajouter la régle de production o — x;

2. s’il existe A; = (0 — 0) € Arg(a) alors ajouter la régle de production
0 — T;0

3. s'il existe A; = (00 = (02 — -+ — (0om — 0))) = o € Arg(a),
ajouter les deur reégles suivantes o — x;b et b — Ayy---ym.o0 tel que
b=o0,— (0= = (0 = 0))

Quand le symbole initial (I’axiome) o est spécifié on note la grammaire G(B,0).

Exemple 2.3. a =0 — (0 = 0) = ((0 = (0 — 0)) = 0) — o la grammaire
a contexte libre G(a) est définie comme suit :

Gla) = < Vn,Vp,0, P > avec Vy = {0,b} , Vi ={(,), ., A\, 21, T2, 3, Y1, Yo }
P = {0 — x1|x90|x3b b — Ay1y2.0t b:o— (0 — 0)

La base ici est B : {x1:0,29:0— 0,23: (0= (0= 0)) = 0o} U{y; : 0,95 :

0}.

Définition 2.7. (Procédure de génération (G3))

Entrée : Un type « = oy — -+ — «a, — olay = o,(0 — 0) ou bien
(0o—=(0—=-—=(0—0)) —o.

Sortie : Un ensemble fini de termes initiaux Ey, = { Mo, -+ Mon} et de
générateurs Eq = {Gy, - ,Gp}.
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Etape 0 : Ey, = Eqg = 0.
St 0 — x; € P alors construire le terme initial suivant :
MOi = )\l‘l T Ty
B, U{Mo; }
Sto— xpbetb— Ay yn.0 € Palors
St 0 — z;0 € P alors ajouter les termes initiauz suivants

Moy = Axy - Tpxp(AY1 - - Ym-Tiyy) et Mo = Axy -z (A

Eng U{ Moy, Mo} et ajouter les deuz générateurs G; et Gy,
Gi= Mz wpxi(fry---x,) et Gy =Afxy - Tpxp(Ay1 - Y- fT1 - Ty)

Eq U{G;, G}

Sinon construire seulement les termes initiaux de cette forme :

Moy = Azy - 22 ( Ayt - - Ym-Yt)
En, U{ My} et les générateurs
Gy =Mz xpx( Ay -+ Y- f1 - xy)
EqU {Gk}
FEtape 1 :
St Ey, = 0 alors pas d’habitants pour ce type
Sinon Si Eg = () alors l’ensemble des habitants est Eyy,
Sinon [’ensemble des habitants est E tel que :
E = Ey, U{G1 Mo, -+ ,G1(- - (GiMo1)), - -+, Gn(Mom),
U{G,(- - - (GoM)) Hk=1,--- ;m et Gp,--- ,G, € {Gy,-

Etude des types par cas :

Cas 1 :
Tous les A; = o alors le type générale est le suivant :
a=0— (0= (0—0))

Rank(a) =1

la grammaire associée est, :

0— 1] |Ty

les habitants de ces types sont exactement les termes initiaux suivants :
I[I"=Aey -z, T = Ay - Ty

le terme général est le terme projecteur suivant : Hfil = A1 T, T4

Exemple 2.4. soit le type o« = 0 — (0 — 0)
La grammaire & contexte libre G(a) est définie comme suit :

Gla) = < Vn,Vp,0, P > avec Vy = {0} , Vi = {x1, 22}
P ={0— z1|zy On a la régle o — x1 € P alors on ajoute le terme initial

)\ZL‘ll‘Q.l‘l

de méme pour la régle o — x5 on ajoute le terme initial

)

Gn(
L G)

nle:

C Ym Yt)

’ (GnMOm))}
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)\1’11‘2 X2

Cas 2 :
Tous les A; = (0o — o) alors le type général est le suivant :
a=(0—0)— ((0—=0)((0—=0)—0))
Rank(a) =2
La grammaire pour ce type est :
0 — x10| - - |T,0 C’est une grammaire infinie, ce type ne posséde pas d’habi-
tants(aucun terme initial).
Cas 3 :
Tous les A; = (0 — (0 — -+ (0 — 0))) — o alors le type général est le sui-
vant :
a=((o—=(0—--(0—0))—0)—-—=(((0o>(0—--(0—0))) —>0) —o0)
tel que :

Rank(a) =3

La grammaire pour ce type est :

0 — xby| -+ |xnby

by = A\y§---y%.0  i=1,---n (projection), alors pour cette grammaire on

définit les termes initiaux suivants :

Moy = Ay -+ 'llfn-ﬂfl()\yl o 'ym-yl)

MOlm = )\1’1 c Ty ()‘yl o ymym)
Le générateur pour ces termes initiaux (Moq - - - Moy, ) est de la forme :
Gl e )\fxl S ] ()\yl . ymfxl .. xn)

Moo = Az -+ - 2y, 209 ()\yl - 'ym-y1)

Moo = A2y - - ‘fEn-fEQ(Ayl T ym-ym)
Le générateur pour ces termes initiaux (Mg - - - Mgy, ) est de la forme :
G2 = )\fxl . .xn_x2<)\y1 . ymfxl .. xn)

MOnl = )\1‘1 T xnl‘n(Ayl tr ymyl)

Le générateur pour ces termes initiaux (Mo, - - - Mopm ) est de la forme :

Gn =AMz Tpxy (Ay1- -+ Ym-fr1 -+ - 2,) tel que :

yi€{yr:0,- ym:ot(i=1,---m) x,:(0—=>(0—---(0—0))) —o0
i=1,--,n
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On obtient m X n terme initial et n générateur
La classe des habitants peut étre obtenue par application des G1,Ga, -+, G,
aux Mo11, -+ s Moim, Moa1, -+ s Mozm, -+, Moin, * -+ s Mopm

Preuve :
Démontrons que si M : « alors (G;M) : «
Donc l'assignation de type a (G; M) : « se fait selon la déduction

TQp >y, >0 T O, Ty
f 1 n 1 1, yn n(_)E)
fri-rxp o
On introduit les variables y; : 0,--- 4, : 0 dans l'ordre on obtient :
D0, co fxyerxp o
Y1 ) » Ym fl n (—)])
A1 Ymfr1 0= - > 00— 0
N—_——
m fois o

on a x; : «; et d’aprés la construction de la grammaire, la variable x; se
trouve en téte d’une régle o, ; a donc la forme :
Q:0—>0+—>0—>0—0

—_—

m fois o
Dans la suite de I’assignation de type au terme (G;M) se fera comme suit :

m fois o m fois o

—— ———
0= —=>0—=>0—=>0 ANy1- Yn.fT1- X, 0> - —0—0

Ti(AYL- Y JT1 - Tn) 10

En déchargeant les hypothéses xy : «y, -+ ,x, : «a, dans l'ordre nous ob-
tenons :

Axy, o T XAy Y [T Tp) Ty =y, — 0

Gi= Mz, xpxi(Ayr - Y1) x>0 = - — 0

Et nous terminons 'assignation de type pour (G;M) comme suit :

Gi:a—a; —>-a, >0 M: «
(GiM): a1 = a, 0=«

(— E) O

Exemple 2.5. a = ((0 — (0 — 0)) = 0) = (((0 = (0 = (0 = 0))) — 0) — 0)
La grammaire associée a ce type de degré 3 est :

0 — x1b1|T2bs

by — A\y1y2.0

b = Ay1y2ys.0

La liste des termes initiauz :

MOli = )\xle.xl()\ylyQ.yi) 1= ]_, 2
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Mogi = Ax1xe.20 (Ay1y2ys.yi) @ = 1,2,3 termes initiaux

Gl = )\fl’ll’g.l’l ()\ylyQ.f.Tl.TQ)
Go = Afxi1xe.01 (AY1Y2y3. fT122), deux générateurs

GiMoyn = (>\f$1$2-$1 ()\yl?/Q-ffEleQ)) Mon
= AT172.74 ()\yly2-Mo11£U1372)
Az122.21 (Ay1y2. (Az122.21 (AY1Y2.y1)) T122)
= Ar122.71 (Ay1y2.21 (Ay1y2.y1)) ce terme est de type o

Appliquons Gy au Mogy -
G1 My = ()\fffﬂzwl ()\y1y2-f$1$2)) Moo1

= )\.Tl.flfg.{lfl ()\ylyQ.Mogl.fL’l.TQ)
= Ar122.21 (Ay1ya. (Az122.29 (AY1Y2y3.41)) T122)
= A\11%2.74 ()\y1y2-1’2 (Aylyzya-yl))

Le terme résultat est aussi de type «, les autres termes peuvent étre calcu-
lés soit par application de G et GGy aux termes initiaux, soit par application
au résultat de chaque application séparément ou composé, dans 'ordre ou
d’une maniére aléatoire comme suit :

G1(Gy-- Gy (Mpy;)) oui—=1.2

Ga (G- G2 (Moy;)) ou

G1 (G- -Gy (Mogy)) j= 1,2,3 ou

Go (Gy -+ Gy (Myz;)) ou

Gi (G- (M) i=1,2ett=1,2
Gi(Gi - (Mpar)) i=1,2et k=1,2,3

Cas 4 :

Ai=oouA;=(0—=(0—--—(0—0)) —o

alors z; :oouz;: (0 —>(0—---—(0—0))) —o0
a=0—-(((0o=>(0—-+—=>(0—0)) 20 — - = (((0 > (0 —
= (0= 0))) = 0) = 0)))

La grammaire correspondante est :
0 — x|+ |zb| -
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b— Ay Ym.0

Les termes initiaux :

My, = Axq, -+ x,.x; tel que z; @ o
Moje = Aw1, - 202 (AY1 -+ YY)
telque yy € {y1:0,--- ,ym:0t zj: (0= (0—=---(0—=0))) =o

le générateur correspondant :
Gj =Mz, - xpxj (Ayr- - Ym-f21,---xp) telquez; € {z: (0 = (0 = --- (0 = 0))) = o}

(méme preuve que précédemment,)

Exemple 2.6. a = (0 — (((0 = (0 = (0 = 0))) = 0) = (0 = (((0 — (0 —

0)) = 0) = 0))))

La base B = {x1 : 0,25 : (0 = (0 = (0 = 0))) — 0,23 : 0,24 : (0 —
(0 = 0)) = o}
La grammaire :

o — $1|l‘2b1|l‘3|l‘4b2
b1 = Ay1y2y3.0
b2 — )\ylyQ.O

Les termes initiauz :

M01 = )\ZL‘1{EQI‘3ZL‘4.ZL‘1

Mog = )\ZL‘1{EQI‘3ZL‘4.ZL‘3

Moo = A\r1xomsxy. o (AY1Y2y3-Y;) tel que  y; : 0 € {y1,Y2,ys}
Moy; = Av1290324.24 (A1Y2.y;) tel que  y; 0 € {y1,y2}

Les générateurs :

Gi = MNzzawsry. s ()\919293-f$1$2$3$4)

Gy = Mfriwowszry.xy (AN1ys. frixemsey)

L’ensemble des habitants peuvent étre obtenus par application de G1, Gy auz
Moy, Moz, Mozi, Moy,

G1 (Gl R (G1M01)) ou G2 ( o (GQMOl))

Gt (Gt te (GtMOQi)) t = ]_,2 et Z:_Z, 2, 3

Gt (Gt cee (GtMogj)) t= 1, 2 etj = ]_,2
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(GiMo1) = (Afrizawszs.zo(Ay1y2ys. fr122m324)) Moy
= Ar1292324.22(AY1Y2Y3.T1)
Go(G1My1) = Mfrpxexswy.xs(Ay1ys. fr1x2x314)(G1 Moy)
= AN 2129230424 (Ay1Y2.(G1 Mo1 ) 2172737 4)
= Ar12920324. 24 (AY1Yo. (AT 1 X232 22 (AY1Y2Y3.71) ) T1 X223y )

= )\$1$2$39€4-$4(>\ylyz-$2(Ayl?/293-$1))

Cas 5 :
Ai=(o—0)ouAd;=(00—(0—=---(0—0)) —o
Le type général :
a=(0—0)—-—=(((o=>(0—=-(0—0))) =0) —o0)

La grammaire est :
0o — x;0|---|x;b
b— ANy Ym.0

Les termes initiaux :
Mojr = Az1, - 2. (Ayr -+ - Ymoye) tel que t =1,--- .m
MOjit = AT, - - 'xn-xj()‘yl o 'ym-$i?/t)

Les générateurs correspondants :

Gij =AMz wpx;(Ayr - Y f1 - - Th)

Gii = MNfxy - xpxi(fay - xy)

zi:(o—=o0)ety:oe{y1:0,- ,yn:otetz;j:(0—=>(0—---(0—0))) —
o (méme preuve que précédent)

Exemple 2.7. ((0 = 0) = ((0 = 0) = (((0 = (0 = (0 = 0))) = 0) = 0)))

La grammaire :

0 — x10|x20|T3b

b — Ay1yays.o

Moz, = )\371362373-373()\y1y2y3-yt)

M3 = )\x1$2$€3-$3()\y1y2y3-37iyt)

tel que xz;: (0 —o0)/i=1,2 ety :0€{Y1- Ym}



Chapitre 3 : Proposition d’algorithme de génération des habitants d’un type

70

Les générateurs :

G1 = MNfr1xem3.21 (fr12013)

Go = MNfr1x9m3.29 (f212913)

Gz = AN fr120973.03 (Ay1y2ys. fT12273)

Cas 6 :
Ai=ooud;=(0—(0—---—(0—0)) =0
a=0—-—=(((o=(0—=-(0—=0)) —0) —o0)

La grammaire associée :
0 — x;|z;b
b— ANy« Ym.0

Les termes initiaux :

MO = )\ZL‘l R A i

MOjt = Ay - “Tp-Tj ()\?/1 e 'ym~yt)

Gy = My g (g o fr )

telque gy o€ {y1,-- ,ymtetzj: (0= (0= - —=(0—=0))) —o

Exemple 2.8. a = (0 = (((0 = (0 = (0 = 0))) = 0) = (0 — 0)))

La grammaire :
0 — 1|xob|xs
b — Ay1yays.o

Les termes initiaus :

M01 = )\ZL‘lfL'Ql‘g.l‘l

Mog = )\IL‘lfL'Ql‘g.l‘g

Moo = Ar17973.72 (Ay1y2y3-yt)

Le seul générateur est :
G = )\fl‘ll‘gl‘g.l‘g ()\yl’ygyg.fl‘ll'gl‘g).

Par la suite appliquons ce générateur aux termes initiaux pour définir ['en-

semble des habitants
GM01 = )\l‘lffgl‘g.l‘g ()\ylyg’yg.l‘l) .
G (GM(H) = )\%11’2373..’172 ()\ylyng..TQ ()\ylyng..’L‘l)) .
GMoyy = Ao12273.22 ()\y1y2y3-372 (Ay1y2y3-yt))

Cas 7 (englobe tous les cas précédents) :
Ai=oouA;=(0o—o0)et Ai=(0—(0—--—(0—0))) =0
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Le type général est :
a=0—-—=(0—=0)—-—=(((0o=>(0—=-(0—0))) =0) —o0)
0— x;| -+ |xjol - - |xnb

b— Ay« Ym.0

MOi = )\ZL‘l R A o]

Mop = Aey -+ 2 (Ay1 - Ym-Ye)

Monjt = Ax1 - TnZn (U1 Y- T Y1)

Gn =Mz xpxn (Ayr - Ym-fx1- - xy)

Gj =Mz 2.2 (fry---x,) tel que:

y:o€{y, - Ymt etz (0—=o0)etz,:(0=>(0—---—=(0—0)) —o
et x; 10

Exemple 2.9. a = (0 — ((0 — 0) = (((0 = (0 = (0 — 0))) = 0) — 0)))

la grammaire correspondante est :
0 — x1|z20|T3b
b — Ay1y2ys.0

Les termes initiaux et les générateurs sont respectivement :
Mo = Ar12223.21

Mosy = Ax12973.73 (AY1Y2Y3-Y1)

Mozar = Av12973.23 (Aylyzyz-xzyt)

G1 = )\f[L‘lfL'Ql‘g.l‘g ()\ylygyg.fl‘ll‘gl'g)
G2 = )\f[L‘lfL'Ql‘g.l‘g (f[L‘lfL‘Ql‘g)

GiMy: = Ar12273.23 (AY1y2ys. Mosarx12223)

(
= Ar12223.23 (AY1Y293.-73 (AY1Y2Y3-T2Y;) )
Go (G1M032t) = AT17273.72 <G1M032t) T1X2T3
(

= A112273.72 (T3 (Ayl?/st-ffs ()‘yly2y3-l‘2yt)))

Dans (|23] page 85 ) 'auteur a donné les A — termes P,, qui sont définis
par :
P, = Mx.ax(Myp.a(---x(Ay,.zl)--+)) de type @ = ((0 = 0) = 0) — o, et le
terme générateur C; = Azy.y(Az.zy) qui est un habitant en forme normale
sans avoir comment les calculer.
Notre méthode (présenter précédemment (G3)) permet d’extraire la gram-
maire, les termes initiaux et les générateurs de ce type de degré 3 comme suit :



Chapitre 3 : Proposition d’algorithme de génération des habitants d’un type 72

La grammaire associée est :

0 — x1b

b— A\yj.o

On a A; = ((0 — 0) — o) alors on ajoute :

Le terme initial My = Azy.21 (A\y1.y1) et

Le générateur G = \fxy.xq (A\yp.fxq).

Par la suite I’ensemble des termes est défini par application de G(- - - (GMy))
(selon la procédure de génération)

Pour démontrer le cas 7 (général) on a besoin de ce lemme :

Lemme 2.1. Soit B = {1 : a1, ,Zp : QY1 2 0, Y : O} avec degré
a; <2 (i=1,---,n). Pour tout \-terme M en forme [-normale, et pour
toute variable de type a € U Vars(o;), nous avons :

BFM:o<= M e L(G(B,0)) ot B={z; : a; € Blz; € FV(M)}.

Preuve :
(<)
Casl :
x M = x;, M € L(G(B,0)) pour i € {1,---,n} donc oy; = 0 et G(B)
contient la régle o — x; d’out x; : 0 € B et donc {z; : o} F {z; : 0}
* M = xp(Ay1- - Ym-xzjye) pour k € {1,--- ,n} et M € L(G(B,o)),
ar = (01 = (02 = -+ — (0, = 0))) — 0 et G(B) contient les régles :
0 — xibg|zj0 et by — Ayy - - - ym.0, B contient xy : (0 = (02 — -+ —
(03— 0))) »oetz;:0o—o0ety:0€{yr, -, Yn}
Nous avons alors {zy, : (01 — (0 = -+ = (0, — 0))) = 0} U{z; :
o—=otU{yr1:0, Y10, Ym0t E Ay YmTiye) 1 0
Suivant le schéma d’assignation de type :

(0 = (02— = (0, = 0) =0 Y1:01," Ym0y T;:0—0
Tk (AY1 -+ Ym-TYt) O
« M = xp(A\yy -+ Ym-y¢) pour un certain k=1,--- . n M € L(G(B,0))

ar = (01 = (09 = -+ = (0, — 0))) — o alors G(B) contient la régle
0 — xpby et by — A\y1 - - - y,n.0 et par conséquent nous avons :

(0 = (00 = - = (0, = 0))) > 0€E Bety 01,y :
0, *+ »Ym : Om € B nous avons alors :
{og i (01 = (02 = - = (0m —0))) 20} Y1101, Y0 Y : Om

T(AY1 - Ym-Yi) 2 0
cas? :

« M = x(Ay1. -+ Ym.-My) puisque M € L(G(B,0)) nous avons la déri-
vation a partir de o comme suit :
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o — l’kbk
et = 2p(Ayr - Y- M) alors 0 = M donc G(B)
b = Ay1 - Ym.0
contient les deux régles o — by et by — Ay;-- - y,,.0 par conséquent
zg: (0 = (0= = (0 > 0;)) 0€B
{yltO},"',{ymZO}GB ,
D’un autre coté nous avons M € L(G(B,o0)) par hypothése d’induc-
tion nous avons

B'FM :o
Nous avons alors :
M oU{y,:o}U--U{ym:0om} U{as: (01 = (0 = - = (om —
0))) =} F z(Ay1 - ym.M') : 0 suivant le schéma d’assignation de type
suivant :

BFM:o yi:00 -+ Ym:0m x:(0p = (0g == (0 —0))) =0
, Ay ym. M) 20
* M = x;M pour un certain j € {1,--- ,n}M € L(G(B,0)), a; :0 =0
alors G(B) contient la régle o — x;0 alors nous avons une dérivation
de o comme suit :
0 — x;0 = :ch/ et 0 = M’ par conséquent rj:0—o0€DB
D'un autre coté M € M(L(G(B,0)) par hypothése d’induction nous
avons

/ !
B+FM:o
Nous avons alors :
!

M :o xj:0—>0|—a:jM/:0
Suivant le schéma d’assignation de type suivant :

Tji0—0 M :o
z;M' o
(=) on démontre si B' = M : 0 = L(G(B,0))
casl :
* M = x; est une variable nous avons B' = {z; : o} alors a; = o donc
G(B) contient la régle 0 — x; et nous avons x; € L(G(B,0))
s« M = 2,(M\y1 - Ym-ye) alors B' = M : o donc B & xp(Ayy - - Ym-t)
o ar =0, — (00— -+ — (0, — 0))) — o suivant le schéma d’assi-
gnation de type

(= E)

101 = (03— = (0, = 0)) =0 Y1:01 Y : Om
Tr(AY1 - Ym-Yt) 2 0
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Donc nous avons
xp 01— (00— — (0, >0)) 2 0EB

et {yl:o}u"' 7{ym:0} €B
G(B) contient les régles :

o — .T}kbk
et
b = AY1-* Ym Yt
nous avons donc xx(Ay; - - - Ym.y¢) € L(G(B,0))
x M = x,(Ay1 - - Ym-x;y;) alors B'F M : 0 donc B' - zp(Ay; - - “Ym-TYt)
suivant, le schéma d’assignation de type :

01— (0g =+ = (0, =0)) =0 Y1:01 Y10t Ym0y Tj:0—0
Tk (AY1 -+ Ym-TjYt) O

Donc nous avons zx : 07 — (03 — -+ = (0, — 0))) — 0 € B et
{yp:0}U---U{y:0}U---U{yn:0teBetzj:0—>0€B
G(B) contient les régles

0 — xby|z;0
et
b = Ay1 -+ Ym.0

et nous avons donc
Tk(Ay1 - Ym-yt) € L(G(B, 0))
Cas 2 :
% M = xp(Ayy - ym.M') alors B' = M : o donc B' F 2 (Ayy -+ -y M)
o suivant le schéma d’assignation de type nous avons :

’

01— (00— - = (0 —0) =0 Y1:01" Ym:0m M :o
2 Ay1 Y- M') 0

Donc nous avons B; - M’ : 0; d’un autre coté nous avons zj, : 0, — (03 = -+ — (0, — 0;)))
et y1:01-Ym:0m €B

Par hypothése d’induction, nous avons M’ € L(G(B,0)), G(B) contient

les regles :

0 — xibi|z 0
et
b = Ay1 - Ym.0
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nous avons donc
M = z(Ay1 -+ ym-M') € L(G(B,0)) .

* M; = x;M; nous avons B = M; : o alors B = x;M; suivant le schéma
d’assignation de type nous avons

xj:o—0 Mj:o
x;M; o

(= E)

Donc nous avons B; = M : o; d’un autre coté nous avons x; : 0 — o € B,
par hypothése d’induction, nous avons M; € L(G(B,0)) G(B) contient
la régle o — xj0 nous avons donc M = z,;M; € (L(G(B,0))

Théoréme 2.1. (voir [31] page 6) : Soit « = a; — -+ — a,, — 0 un type de
degré 2, nous avons alors Nhabs(a) = {N <, A\xy - - - x,,.M} pour un certain

M e L(G({z1: a1, T : A, 0}))}

Preuve : (C) Sachant que la n —réduction préserve les types, il suffit de mon-
trer = Axy - -x,.M : a pour tout M € L(G(«)) d’aprés le lemme 2.1, nous
avons.

{fEn SO,y Tk aik} =M :o
ot FV(M) = {x;1, -+ ,za} € {z1,-- , 75}
Par abstraction de x1 : oy, -+ , 2, : a,, dans cet ordre, on obtient

FXeysoc, Mo — - = a — 0.

(2)
Soit N = Axy---2,.xNy--- N, € Nhabs(), la déduction de - N : « a la
forme suivante :

xNy---N,: B
x:0, —-0,—B Ni:o---Ny:og
Axy--xp Ny Nyiog = ---0p = B

(= E)

(= E)

oun B =ag1 — - — Qppp — 0
n=p+r
Qpt1 = Qg+1

Apt1 = Qgrr = Qp
Soit maintenant x,.1,- - - , £,4, de nouvelles variables de termes et B = {x;; :
Q1,0 T - Qi } pour FV(xNy -+ Ny) = {xi, -+, Tin}

TNy - Nyt B @py1 = Qgir, 0 Tpr = gy
rTiap— - —a, — B Nya;--- Ny :aq

(= E)

(= E)

TNy - NgTpi1 - Tpyr 1 0
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On a donc
BU{xpi1 = agi1s -+ s Tpir = Qgir f E TNy -+ - NyZpiq -+ - Tpiy - 0 et d’apres le
lemme 2.1, Ny -+ - 2,2p11 - - Tprr € L(G(B,0)) et puisque Tpy1,- -+, Tpir &

FV(xNy---Ng),alors Azy - - 2pZpi1 - Tpgyr &Ny - - Nglpg1 -+ Tpr —>y A2 -

2.3 Conclusion

La méthode (G3) présentée ci-dessus donne une caractérisation des types
finement engendrés de deg < 3 sous la forme A; — (Ay — -+ — (4, = 0))
tel que A; =0, A, = (0 — 0) ou

Ai=(0o— (0= ---(0—=0))) = o(i=1,---,n) (étudié par Thierry joly[25]).

Notre méthode est une extension de la méthode donnée dans [23], on a amé-
lioré cette derniére par une procédure de calcul des termes initiaux et on a
simplifié la procédure de calcul des générateurs pour les types de deg < 2,
par la suite on a proposé une procédure (G3) de calcul des termes initiaux
et de générateurs pour une classe plus grande des types, les types finement
engendrés de degré < 3, la méthode proposée consiste a :

1. Extraire la grammaire de ces types.
2. Calculer les termes initiaux pour le type «.
3. Calculer les générateurs G; pour le type o qui sont de type a — a.

Par application de ces itérateurs Gi,Go, -+ de type @ — « aux termes
initiaux Mgy, Mp1, -+ de type a on définit 'ensemble de ces habitants M;
qui sont aussi de type « .

3 Génération des habitants d’un type de degré
quelconque

Dowek et Jiang (voir [19]) ont défini une grammaire a contexte libre pour
énumérer les habitants d’un type simple en schéma de terme.
De notre part nous avons exploité cette grammaire pour construire un en-
semble fini de termes (termes générateurs et termes initiaux) qui représente
les habitants d’un type de degré quelconque.
La méthode proposée consiste a :

1. Ecrire la grammaire de Dowek & contexte libre (voir chapitre 3 page 49)
pour un type donné a« = a3 — -+ — @, — 0

.-l‘p'l‘Nl-.-

N,

q
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2. Représenter cette grammaire sous forme d’un arbre de preuve.

3. Appliquer ensuite ’algorithme termes générateurs et termes initiaux.

3.1 Procédure de construction d’un ensemble fini de
termes

Arbre preuve de la grammaire de Dowek

Soit le type « = gy — -+ — a,, —> 0.

Entrée : Grammaire schéma de terme (Dowek).

Sortie : Arbre preuve T.

La régle de production S, — Axz;S; sera représentée par :

Sk
)\l’j l
Sy
La régle de production S, — x;5; sera représentée par :
Sk
I‘j l
Si

La régle de production S, — x;5;- - - S, sera représentée par :

La régle de production S — x; sera représentée par :

Sk
|

Zj
Apreés la construction de ’arbre, repérer les S; de la grammaire de Dowek

qui sont Srw, et mettre ces noeuds dans un cadre, ajouter I'étiquette % a
gauche de la variable de I’arc entrant au noeud encadré.

Xk ¥

tel que % = (fx1---x,) (x; variables de type o).
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Algorithme termes générateurs et termes initiaux

Entrée : Arbre preuve T.

Sortie : Un ensemble E = {G!,---,G!m, M{ll, e ,M,i;“} fini de termes.

SiT =
Sk
|
T
Alors "pas de termes a générer".
Etape O :
Tant que 37" € T tel que :
T =
S
Az |
S
ATy, |
Sn
Y
S
Yk* ¥
Sn-l—k

Ajouter le générateur G9< :

EU{GY = Az, --2,.Y1 - Yy %}

Tel que :

Snak est le premier noeud encadré trouvé en parcourant ’arbre de la racine

S.

[ : Ensemble des indices des générateurs crées en parcourant S, . vers le

prochain noeud encadré immeédiat suivant I’Etape I et 141 .
*= (fxl .. xn)

Y; : variables libres ou liées (pour 2 < i < k) et Y variable libre.
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x; - Sont des variables de type «; pour 1 < i <n.

f : est la fonction qui permet de générer les autres termes, elle représente
I’arc entrant au le noeud encadré.
Etape I :

Tant que 37" € T tel que :

T =

Yk* \J
SnJrk
Zy |

Zik &

Sn+k:+m

Ajouter le générateur Gg’ :

EU{GY = \fwy-+ 2,20+ Z) %}

I :Ensemble des indices des générateurs crées en parcourant S, .y, vers le
prochain noeud encadré suivant I’Etape I et I+1.

Etape 141 :

Tant que 37" € T tel que :

T =
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Si

. 2 2 " .
Ajouter les générateurs Gé» sous la forme suivante :

&,
N

Eu{Gé,” = A1 o a6y (X o X (fizy - oxn)) -0, )

tel que f; € {f1, -, fr}
Si Sli =
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Slil
X |

Alors remplacer §;; par la séquence finie suivante

X+ XimTia

[ : Ensemble des indices des générateurs crées en parcourant le noeud en-
cadré S;,, du sous-arbre Sy; (i = 1,---,m) vers le prochain noeud encadré
suivant les Etapes I et I+41, les indices sont de la forme k; (k indice du géné-
rateur G, et i représente le sous-arbre Sy;).

Remarque 3.1. Si le sous arbre S,, ne contient aucun noeud encadré le
s . " ey "
terme générateur Gé- va se transformer en terme initial M]l tel que :

8,
" e e
" : ensemble des indices des générateurs crées pour le noeud encadré Sy,

Etape 142 :
Etape (a) tant que 37" € T tel que :
T =
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Yk* \J
SnJrk
Zy |

Z |

Sn+k:+m

Ajouter le terme initial M :

[ : ensemble des indices des générateurs crées pour le noeud encadré S, qui

existe immédiatement en dessus de x;.

Etape (b) Tant que 37" € T tel que :
T =

S

Axq |

S

ATy, l
Sn,
|

Ty
Ajouter le terme initial M) :

EU{M? = \vy 2,2}
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Ordre d’application des générateurs et de termes initiaux

— Si G! un générateur crée suivant lalgorithme précédent, alors pour
chaque séquence d’application de générateurs et de termes doit com-
mencer par au moins un G! tel que 0 € [.

— Si Gl et GY deux générateurs crées, G} peut étre appliqué au résultat
de lapplication du générateur Gé-’ (par exemple G;(G;---)) ssi j € L.

- Si Gé/ et M! un générateur et un terme initial crées suivant I’algorithme
et 7 € [ alors pour chaque séquence d’application de générateurs au
terme M}, Gé-’ doit exister au moins une seule fois avant M.

Remarque 3.2. Toute séquence d’application de terme générateurs et de
termes initiaux doit commencer par un G?EI et se termine par M;'.

Si M! est un terme initial crée suivant Ualgorithme et 0 € [ alors ce terme
sera ajouté a [’ensemble des habitants générés.

On démontre que :
l'arbre-preuve L(A) < L(G) tel que :

L(G)={M|S = M et M € V;}
L(A) = {M|M = etiqy - - - etigi, }
[’arbre-preuve est représenté par

S — Sl —> — Sinfl — €t’lqln
etiq0 etigl etiqgin—1
S la racine de ’arbre.
Sy -+ Sin_1 les noeuds intérieurs de l'arbre.
— représente ’arc de ’arbre.
etiqy variable liée (Axy).
etiqy - - - eliq;,—1 variables libres ou liées (A\x;, ;).
etiq;, variable libre (z;).

Preuve On démontre par induction sur la longueur de dérivation S = M .
Base d’induction [ = 2
= M, M = \xx alors G contient les deux régles :

S — xS
S — =

M = etiqpetiqy
etiqo AT

etiqq T
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S
x|
S

!

T

par conséquence M € L(A)

Hypothése d’induction S = M est [ = n, tous les termes engendrés par ap-
plication de (n — 1) régles de production sont tel que M € L(G), M € L(A)
Cas 1:

S 5 A\zy - 1,,5; est de longueur n—1, M € L(G) et M € L(A), G contient
les régles

S —  Ar151
(n-1) régles
Sn—2 — Alp_15,_1
Sn-1 —  x; € L(A)

M = etiqq - - - etiq,_1.

etiqo = Ar
etigp_o = ATp_1
etiqn_1 = T

S 5 Ay - 2,S; € L(A) pour une longueur [ = n — 1 (hypothése d’induc-
tion) et S,_1 — x; € L(A) par conséquence M = Axy---x, 1.¢; € L(A)
pour [ =n

Cas 2 : 5 =5 ATy - @ My - -+ Sij - - - My, est de longueur n — 1, M €
L(G) et € L(A) (hypothése d’induction), et on démontre pour une longueur
[ = n, G contient les régles

(S — )\ZL‘lsl

p régles Sm-1 — ATmSm
Sm = S Sim
&
Sii — Y
(n-p-1)régles { :
im+l 7  Tim

M = etiqg - - - etiqn_1
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etiqo = An
etiqm_1 = A,
etiqm, = x;
;ftiQp—l =y
;etiqn, 1 = Tim

S S \ey -z My - Sij -+ My, € L(A) pour une longueur n — 1 (hypo-
thése d’induction) et S;; — y € L(A) alors Azy - xpx; My -y My, €

L(A) de longueur | = n.
Cas 3

S 5 M tel que M € L(A) et M € L(G) pour | =n — 1 (hypothése d’induc-

tion)

S S Ay i M- (AyS,) - -+ My, G contient les régles

(S

p régles

(n-p-1) régles :
im-1

M = etiqg - - - etiq,_1

etiqo = Ary
etiqm_1 = A,
etiqm, = x;
;ftiQp—l =y
;etiqn, 1 = Tim

M= ey xpai My - - ()\ySp) o
L(A) alors M = A\xq -+ - xpx; My - - -

—

L1

)\:plSl

AL S,
z;Si1+* Sim

Ay S

-MimEL(A)l:n—let SpESij—>y€
(Ayy) - - - My, € L(A) pour une longueur
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[ =n.

Cas 4 S 5 M tel que M € L(A) et M € L(G) pour une longueur [ = n — 1

(hypothése d’induction).

S 5 Ary - T My - Ay - -

régles

p régles

(n-p-1) régles :
im-1

Ll

—
—
Y

—

M = etiqq - - - etigy, - - - etiqy—1.

etiqo = Ar
etigm_1 = AIp,
etiqm, =
etiqy—r = Ay
etigy—1 = Ayr
etiq, =y
etian 1 = Tim

S i) M, M = )\xlxmszll

longueur [ =n —1

)\1’151

AL S,
2;Si1 - Sim

A1 Sij—r—f—l

AYr—15ij-1
)\yrsz‘j

'O‘yl o 'yrSp) e

YrSp -+ My, € L(A), L(G), G contient les

M,y € L(A) pour une

S, =y € L(A)( tel que ij = p)alors M = Ay -+ - xpw; Mig - - (Ayr -+ - yy) - -
par conséquence M € L(A) pour | = n.

Exemple 3.1. Soit le type des entiers A= (a —a) > a — a

'Mima
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1. Grammaire de Dowek :
La grammaire de Dowek G(T,N,R, Sr-a) pour ce type est :

B {(7 )7 >‘} S
— Srra € N.
— Les regles de productions :
SFUF((aHa)%a%a) — Az S@U{a%a}ka%a |{ZL‘} UT et {Sl} UN
N————

S1
Spu{a—a}ra—a — MY Spufasaivfara  [{yFUT et {So} UN
T T
Sou{asal{a}ra Y
Sa
S@U{a%a}u{a}ka - T S@U{a%a}u{a}ka

Sa Sa
Alors :
S — )\SL’Sl
51 — )\ySQ
Sy — y
SQ — (I‘SQ)

2. Construction de l’arbre preuve :
Nous construisons d’abord 'arbre de cette grammaire.
Nous avons S — AxSy alors on ajoute

S
)\[El l
S

Nous avons S1 — A\ySs alors on ajoute le sous arbre

S

Ay |
So

Et la régle Sy — y sera représentée par :

S
!

y
On représente la régle Sy — (x53) par
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5] )
tel que % = (fry)

Le noeud Sy sera encadré car il représente la regle de production Spufa—ayufait-a
—_———

S
qui génére des atomes. ’
L’arbre final est :

S
Az ¥
S

Ay Y
) - %
v
Yy
3. Génération des termes (termes initiauz et générateurs) :

Il y’a un seul chemin de la racine S vers le noeud encadré Sy qui est
représenté par :

S
PV
S1
Ay ¥

5] )

Cet sous arbre permet de créer le générateur G~1{0,1} tel que :

G = Mry.a(fry)

Le parcours de l’arbre

S
YA
S
Ay v

v
Y

de la racine vers la variable y permet de générer le terme initial M1{071} :

M = ay.y
I’ensemble fini de termes est B = {G‘I{O’l}, Ml{o’l}}
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Pour générer I’ensemble des habitants, la séquence de [’application doit com-
mencer par G puisque 0 € | et on applique G, a Gy autant de fois (n fois)
puisque 1 € [, pour M{' est un terme initial qui sera ajouté a [’ensemble des
habitants puisque 0 € ' et ce terme initial sera précédé par au moins un G}
puisque 1 € I, la séquence de Dapplication des générateurs auzx termes ini-
tiaux est donnée comme suit :

(Gy--- (G My))
—_——

nfois

Si on applique G1 une seule fois a M,
(Mzy.(fxy)) (Azy.y) on aura Azy.xy.
—

G1 M,
Et si on applique Gy a My n fois on aura le terme \xy. (z--- (zy))
——
nfois

Exemple 3.2. les régles de production du type A= (T —-T)—-T)—T (
la grammaire de Dowek) sont :

S — )\FSl
Sl — (FSQ)
SQ — )\1’53
53 — T
53 — (FS4)
Sy —  AxS3

Tel que :
S = Sero1)=T)-T
S = S(T—T)=TrT
SZ - S(T*)T)HTFT%T
Sy = Sror)y-rrer
54 - S(T%T)*)T,TFT%T

La représentation de ces regles de production sous forme d’un arbre est :

S

AF

S

F

So
AT Hk ¥ F

v
x
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Le premier chemin de la racine S vers le premier noeud encadré Ss

S
A
Si

Fl
So
AT¥ ¥

Permet de créer le générateur GiOJ}
GOV = NEF(\x.fF)

Tel quek= (fF)
Et le chemin de la racine vers la variable feuille x

S
A
Si
F
So
Ax ¥

v
x

permet de créer le terme initial Ml{l} :

MY = \Fa

Exemple 3.3. Soit le type Monster M = (((o — 0) = 0) = 0) = 0 — o.
La grammaire de Dowek permet de générer les régles de productions sui-
vantes :

S — A5y

ST = Az2S,

SQ — X9 | .T}153

S3 — )\.T3S4

S, = X | 2153 235

L’arbre de preuve correspondant a ces régles de production est :
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AT3% ¥ 1

ok

tel que % = (frixs)
1. Création des générateurs :

Le parcours de ’arbre de la racine S wvers le premier noeud encadré
immédiat Sy (Sy le noeud encadré représente la régle de production
qui permet de générer des atomes) permet de construire le générateur

Gi0,1,2} tel que :

G*l{ovva} = X\ frize.xy(Aws.(fr122))

Le chemin du noeud encadré Sy vers Sy permet de créer le générateur

Gém} tel que :

G§1’2} — )\ fxle.xl"r3<fx1x2)

2. Création de termes initioux :

Le parcours de ’arbre de la racine vers la variable feuille xo possédant

comme noeud pére Sy permet de créer le terme initial Ml{o}.
MI{O} = )\%11’2.1’2

et de la racine vers la feuille variable xo possédant comme noeud pére

Sy permet de créer le terme initial M1{1’2} sutvant ’Etape [+2 de [’al-

gorithme termes générateurs et termes initiauz tel que :

{1,2}
Ml = )\ZL‘ll‘Q.l‘Q
puisque c’est le méme terme initial alors on écrit :

0,1,2
Ml{ ; = )\ZL‘ll‘Q.ZL‘Q

L’ensemble fini des termes {G%O’l’z},Ggl’Q},Mi{O’l’Q}} permet de générer les

habitants de type M = (((0 — 0) = 0) = 0) = 0 — o.



Conclusion et perspectives

Nous avons présenté dans ce mémoire un état de 1’art concernant les algo-
rithmes qui énumérent les habitants d’un type, comme Hirokawa, Takahashi,
Zaionc, Broda et Damas, Ben-yelles et Hindely, Dowek et Jiang.

Nous avons proposé en premier lieu une grammaire a contexte libre et un
algorithme qui se base sur la gestion de contexte appelé Mat(a,0) (voir
page 55).

Nous avons simplifié et enrichi la procédure donnée par Hemdani (voir [23])
puis nous avons proposé une méthode qui traite une classe plus grande des
types, les types finement engendrés de degré < 3. Cette méthode se base sur
la notion des générateurs (itérateurs) et les termes initiaux, elle consiste a :

1. Définir une grammaire pour les types finement engendré de degré < 3.

2. Définir une procédure qui permet de calculer I’ensemble les termes ini-
tiaux Moo, Moy, - - - et de générateurs G, G, - - -.

3. Générer I'ensemble des habitants d’un type par application des termes
générateurs aux termes initiaux et aux termes résultat de cette appli-
cation.

De notre part nous avons été amené a développer :

— Une application qui répond & nos objectifs, génération des habitants
des types finement engendrés de degré < 3 (voir page 93).

Enfin nous avons exploité la grammaire a contexte libre de Dowek et Giang
(voir [20]) et on a proposé un algorithme qui permet de définir un ensemble
fini de termes (termes générateurs et termes initiaux) pour énumérer I'en-
semble des habitants pour les types simple de degré quelconque, suivant
I'importance de ce sujet dans le domaine de la recherche nous proposons
d’appliquer les résultats obtenus au probléme de la décidabilité de Ticket-
logic.
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Annexe A

Programme de génération des
termes initiaux, générateurs pour
les types finement engendrés de
degré < 3 "gen.ml"

open Genlex;;
exception Error;;
exception END;;

type typ =
Atom of string
|Comp of typ * typ;;

let lista=[];;
let listv=[];;
let list_brut=[];;

(*génération des variablesx)
let (genvar, resetvar) =
let index = ref (-1) in

(

(function () -> index:=!index+1;
"x" =~ (string_of_int (!index))),

(function () -> index:=-1)

)
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let (genvary, resetvary) =
let index = ref (-1) in

(

(function () -> index:=!index+1;
"y" ~ (string_of_int (!index))),

(function () -> index:=-1)

)

20

let (genvarb, resetvarb) =
let index = ref (-1) in

(

(function () -> index:=!index+1;
"b" ~ (string_of_int (!index))),

(function () -> index:=-1)

)

20

let (genvarf, resetvarf) =
let index = ref (-1) in
(

(function () -> index:=!index+1;

nfEn o~ (String_of_int (!index))),

(function () -> index:=-1)

)

20

let lexer s =
let 11 = make_lexer [ "("; ")"; "->"]
in 11 (Stream.of_string s) ;;

let rec lire_prop f = prop2 f
and prop0 = parser
[< ’Ident s >] -> Atom s
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| [< ’Kwd "(" ; p = lire_prop ; ’Kwd ")" >] ->p

and propl = parser

|[< p = prop0 >] ->p

and prop2 = parser

[< p=propl ; q= (reste p) > ->gq

and reste p = parser

[< ’Kwd "->"; q = propl; r = (reste q) >] -> Comp(p,r)

| [<>] ->p

(*présentation du type sous forme d’une listex)
let rec tta typ lista =

match typ with

|Atom a->List.rev((genvar (),Atom a)::lista)
|Comp (al, a2) ->tta a2 ((genvar(),al)::lista);;

let rec elimin_der lista list_brut=
match lista with
| (x,a)::[]1->List.rev(list_brut)
| (x,a)::1-> elimin_der 1 ((x,a)::1list_brut);;

(*création des variables pour chaque argument du type *)
let rec var_typ lista =

match lista with

| [] _>nn

| (x,a)::1-> print_string x ;var_typ 1;;

(*génération des variables y pour les types finement engendrés de degré <= 3x%)
let rec affichy ty=

match ty with

|Atom a -> print_string "."

|Comp(Atom al,Atom a2)-> print_string (genvary())

|Comp(b,Atom c)->affichy b

|Comp(Atom al,Comp(a2,a3))->print_string (genvary());affichy (Comp(a2,a3))

| _->raise Error;;

(*génération des régles de production pour les types degré <=3x%)
let rec affich_rg pr_oo lista =
match lista with
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| [1-> print_string ""

| (x,Comp (Comp (a,b),Atom c))::1-> print_string c; print_string "->";
print_string x;let s=(genvarb()) in print_string (s) ; print_string "[|";
print_string s;print_string "->";print_string "\\";affichy(Comp (a,b));

resetvary() ;print_string ".";print_string c;print_newline(); affich_rg pr_oo 1
| (x,Atom a)::1-> print_string a; print_string "->"; print_string x;
print_string "|"; affich_rg_pr_oo 1

| (x,Comp (Atom a,Atom b))::1-> print_string b; print_string "->";
print_string x;print_string a;print_string "[";

affich_rg_pr_oo 1

| _->raise Error;;

let rec print_rest typ=

match typ with

|Comp(Atom a,Comp(b,c))->print_string a;print_rest (Comp(b,c))
|Comp(Atom a,Atom b)->print_string a;

| _->raise Error;;

(*génération des régles de production aux types de degré 2x)
let rec affich_rg _pr_2 lista =

match lista with

[1-> print_string ""

| (x,Comp(Atom a ,Comp(b,c)))::1->print_string "o";
print_string "->";print_string x;print_rest (Comp(Atom

a,Comp(b,c))) ;print_string "|";affich_rg pr_2 1
| (x,Atom a)::1->print_string a; print_string "->";
print_string x;print_string "|";affich_rg pr_2 1

| (x,Comp(Atom a,Atom b))::1->print_string b;
print_string "->"; print_string x;print_string a;

print_string "|"; affich_rg pr_2 1

| _-> raise Error;;

(¥est ce que le type est pour les termes projecteurs?)
let rec test_proj lista=

match lista with

| [J->true

| (x,Atom a)::1->test_proj 1

| _->false;;

(xgénération des termes projecteursxk)
let rec print_term_proj listv=
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match listv with
| [J-> print_string ""
p g
| (x,Atom a)::1 ->print_string "\\"; print_string(var_typ listv);
print_string ".";print_string "xi"; print_string "|";print_string "\n xi";
print_string "E";print_string "{";print_string (var_typ listv);print_string "}"

(*calcul rang d’un typex*)
let rec rank p =
match p with
Atoma -> 0
| Comp (a,b) -> (max ( (rank a) +1) (rank b))

let rec print_term p =
match p with

Atom t -> print_string t

| Comp (a, b) -> (print_string " ("
print_term a ;
print_string "->";
print_term b;
print_string ")"

)

(*génération des termes initiaux degré 2x)

let affich_term2 listal=

let rec affich_term_ini2=function

| [(1->print_string ""

| (x,Atom a)::1->print_string "\\"; print_string(var_typ listal);
print_string ".";print_string x;print_string "|";affich_term_ini2 1
| _::1->affich_term_ini2 1 in affich_term_ini2 listal;;

(*génération des termes initiaux des types finement engendrés degré <= 3x)
let affich_term listal=

let rec affich_term_ini =function

| [1-> print_string ""

| (x,Atom a)::11->print_string "\\"; print_string(var_typ listal);
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print_string ".";print_string x;print_string "|";affich_term_ini 11

| (x2,Comp (Atom al,Atom a2))::12->affich_term_ini 12

| (x1,Comp(Comp(a,b),Atom c))::1-> resetvary();

recherch listal listal((x1,Comp(Comp(a,b),Atom c))::1) and

recherch lista listal ((x,t)::1) = match lista with

| [J->print_string "\\"; print_string (var_typ listal);print_string".";
print_string x;print_string"(";print_string "\\";affichy t;print_string".";
print_string "yi";print_string ")";print_string "|";affich_term_ini 1

| (x1,Atom al)::11 -> recherch 11 1listal((x,t)::1)

| (x2,Comp (Atom al,Atom a2))::12->resetvary(); print_string "\\";

print_string (var_typ listal);print_string".";print_string x;
print_string "(";print_string "\\";affichy t;resetvary(;
print_string ".";print_string x2; print_string "yi";print_string ")";
print_string "|";recherch 12 listal ((x,t)::1)

| (x4,Comp (Comp(al,bl),Atom c1))::13->recherch 13 listal ((x,t)::1) in
affich_term_ini listal;;

(*génération de générateurs pour les types finement engendrés degré <= 3x%)
let affich_g listal =

let rec affich_termg = function

| [(1->print_string ""

| (x,Atom a)::1->affich_termg 1

| (x,Comp(Atom a,Atom b))::1->resetvary();print_string "\\";

let f=(genvarf()) in print_string f ;print_string (var_typ listal);
print_string ".";print_string x;print_string "(";print_string f;
print_string (var_typ listal);print_string ")";print_string

“|"; affich_termg 1 |(x,Comp (Comp(al,bl),Atom c1))

::13->resetvary() ;print_string "\\";let fi=(genvarf())

in print_string f1;print_string(var_typ listal);print_string ".";
print_string x;print_string "(";print_string "\\";

affichy (Comp (Comp(al,bl),Atom c1));print_string ".";
resetvary() ;print_string f1;print_string (var_typ listal);print_string ")";
print_string "|";affich_termg 13 in affich_termg listal ;;

(*calcul des générateurs pour les types de degré 2x)
let rec genf2 typ=

match typ with

|Comp (Atom a,Comp(b,c))->print_string(genvarf());
genf2 (Comp(b,c))

|Comp(Atom a,Atom b)->print_string (genvarf())

| _->raise Error;;
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let rec genf_vartyp typ lis=

match typ with

|Comp(Atom a,Comp(b,c))-> print_string "(";print_string (genvarf());
print_string (var_typ lis);print_string ")";genf_vartyp (Comp (b,c)) lis
|Comp(Atom a,Atom b)->print_string "(";print_string (genvarf());
print_string (var_typ lis); print_string ")";;

let affich_gen2 listal=

let rec affich_termg2=function

| [(1->print_string""

| (x,Atom a)::1->affich_termg2 1

| (x,Comp(Atom a,Atom b))::1->print_string "\\";let f=(genvarf())

in print_string f ;print_string (var_typ listal);print_string ".";
print_string x;print_string "(";print_string f;print_string(var_typ listal);
print_string ")";affich_termg2 1

| (x,Comp (Atom a,Comp(b,c)))::1->print_string "\\";

genf2 (Comp(Atom a,Comp(b,c)));resetvarf();print_string (var_typ listal);
print_string ".";print_string x; genf_vartyp (Comp (Atom a,Comp(b,c)))listal;
affich_termg2 1 in affich_termg2 listal;;

(*est ’il le type finement engendré?x)

let rec testjol lis =

match lis with

| [1->true

| (x,Atom a)::1->testjol 1

| (x,Comp(Atom a,Atom b))::1->testjol 1

| (x,Comp(Comp (a,b),Atom c))::1-> testjol 1
|_::1-> false;;

(xest ce qu’il y’a argument de type Atom?*)
let rec test_atom lis=

match lis with

| [1-> false

| (x,Atom a)::1->true

|_::1-> test_atom 1;;

try
flush stdout;
for i=0 to 5 do print_newline()done;
print_string "** Enumération des habitants d’un type finement engendré **\n";
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print_string "******************************************************\n" ;
print_newline(); resetvar(); resetvary();resetvarf(); resetvarb();

print_string " Type := ";

while true do
let t = read_line() in
try
let typ = (lire_prop (lexer t)) in
begin resetvar(); resetvary();resetvarf(); resetvarb();
(print_newline(); print_string "The rank of " ;
print_term ( typ); print_string " est : "; print_int(rank(typ));
print_newline();

let list_typ_var =tta typ lista in

let list_brute= elimin_der list_typ_var list_brut in
if rank(typ) =2 then begin if test_atom (list_brute)=true then begin
print_string "\n La grammaire de ce type \n"; print_string t;

print_string " est :"; print_newline();affich_rg_pr_2(list_brute);
print_newline() ;print_string "\n Les termes initiaux du type \n";
print_string t; print_string " sont :"; print_newline();

affich_term2 (list_brute);print_newline();
print_string "\n Les termes générateurs du type \n"; print_string t;
print_string " sont :"; print_newline(); affich_gen2 (list_brute);
print_newline();
end else print_string "Ce type de degré 2 ne posséde pas d’habitant";
end else

if (testjol list_brute)= true then

begin

if test_proj list_brute= false then

begin

print_newline(); print_newline ();
print_string "\n La grammaire de ce type \n"; print_string t;
print_string " est :"; print_newline(); print_newline ();
affich_rg_pr_oo (list_brute); print_newline();
print_string "\n Les termes initiaux du type \n";
print_string t; print_string " sont :"; print_newline();
print_newline ();affich_term (list_brute); print_newline();
print_string "\n Les termes générateurs du type \n"; print_string t;
print_string " sont :"; print_newline(); print_newline ();
affich_g (list_brute);
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end else

( print_string "Les Termes Projecteurs :"; print_newline();
print_newline() ;print_term_proj(list_brute));

end else print_string "Ce type n’est pas finement engendré ";

print_newline();
print_string "skkkkkkskkkkkkskkkkkkkkokkokkkokkkokkkkkkkk\n "

print_newline();
resetvar();

print_string " Type : "

end
with
Error ->print_string ("\n" ~ t); raise END;

done

with END -> ();
exit O

20
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