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Résumé

L’étude d’existence de points fixes est un domaine d’intérét pour beau-
coup de chercheurs en mathématique. Cette étude consiste a résoudre des
équations abstraite dont la forme générale est Tx = x ou T est un opérateur
défini sur un espace métrique complet (X, d) muni de sa distance noté par
d (ou un espace de Banach (X, ||-||) muni de sa norme ||-||). L’élément x de
I’espace E est appelé un point fixe. Cette théorie posseéde beaucoup d’appli-
cations dans différents domaines tels que la physique, 1’économie, la théorie
des jeux, la chimie, I'ingénierie et bien autres.... De nos jours, la théorie du
point fixe est un domaine de recherche tres actif dans lequel de nombreux
nouveaux théorémes sont publiés, certains appliqués et d’autres abstraits.

Motivés par tout cela, nous donnons plusieurs résultat basique sur I’exis-
tence de points fixes pour des applications du type non-expansive définies sur
des espaces de Banach. La structure de 'espace de Banach * géométrique,
topologique ou algébrique ‘ et la nature des opérateurs en question jouent
un role primordial dans I’établissement des théoremes d’existence de points
fixes.

On a commencé ce mémoire par une introduction et généralités sur 1’ana-
lyse fonctionnel et quelques notions de Topologie, puis on a traité les pro-
priétés géométriques des espaces de Banach.

Aprés, nous donnons une introduction a la théorie du point fixe. Cette
théorie a plusieurs applications.

Notre traitement du sujet principal dans ce mémoire commence dans le
Chapitre 3. Dans ce chapitre, nous considérons plusieurs probleme d’exis-
tence de points fixes pour des applications non expansive dans des espaces
de Banach dont la structure est normale ou bien uniformément convexe ou
encore qui vérifie la condition "‘Opial".

Enfin, dans le Chapitre 4, on s’intéressera a quelques applications a des
équations différentielles ou intégrales.
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Introduction

Dans ce mémoire, on s’intéresse principalement a l’existence de points
fixes pour des applications du type "‘non expansive" dans des espaces de
Banach. La théorie du points fixes a trouvé de nombreuses applications
en mathématiques pures et appliquées (voir, [1], 2], [3], [9], [14].), on peut ci-
ter a titre d’exemple l'analyse théorique et appliquée, en géométrie algé-
brique, physique mathématique, chimie, théorie de I’'optimisation, théorie des
jeux, systemes dynamiques, économie, sciences médicales et plusieurs autres
(voir[5], [10], [15]). Par conséquent, cette théorie est devenue un domaine de
recherche tres actif.

La théorie du point fixe consiste a résoudre I’équation abstraite suivante :
Tx = x, c’est a dire que notre objectif est de trouver I'existence d’un élément
x dans un espace de Banach X pour un opérateur 1" défini de X dans X. On
note ’ensemble des points fixes par FixT.

Cette théorie est I'une des technique mathématique qui nous permet de
résoudre des équations différentielles ou intégrales, vu que généralement trou-
ver des solutions pour ces équations revient a trouver des points fixes pour
des opérateurs associés a ces derniere.

Notre motivation pour ce travail était partie du célebre théoréme de
Banach connu sous le nom du principe de contraction de Banach ou encore
le principe des applications contractantes de Banach, qu’on va retrouver aux
sections 2.1.1-2.1.2. Ce théoreme, a été prouvée en 1922 par Ste fan— Banach
[4], dit que toute application contractante T définie sur un espace métrique
complet (X, d) muni de sa distance noté par d (ou un espace de Banach
(X,]|-]]) muni de sa norme ||-||) admet un point fixe unique. Rappelons
qu’une application contractante T': X — X, satisfait la condition suivante :
d(Txz,Ty) < kd(x,y) pour tout z, y € X ou ||[Tz — Tyl < k|lz —y||, ot k
est la constante de Lipschitz vérifiant 0 < k& < 1.

Notons que le principe de contraction de Banach peut étre utilisé pour
prouver le théoreme de Picard— Lindelof([17], théoreme 5.3 — 1) qui est uti-
lisé pour prouver ’existence et I'unicité des solutions de certains types d’équa-



tions différentielles. Il peut également étre utilisé pour prouver 'existence et
I'unicité de solutions d’équations intégrales, comme le montre I’exemple 4.1.1.

Par la suite la communauté scientifique s’est intéressé au cas k = 1 c’est
a dire aux applications dite "‘non-expansive'' et la, la théoreme de Banach
ne fonctionne plus car ces d’application peuvent admettre une infinitée de
solutions, on peut citer a titre d’exemple 'opérateur identité,comme elles
peuvent ne pas admettre aucun point fixe et 1a, on metionne le cas des trans-
lations. Pour surmonter cette difficulté, on a utilisé la géométrie de 1'espace
sur le quel est défini l'opérateur qui a joué un role primordiale pour prouver
I’existence de points fixes.

Motivés par tout cela, nous présentons dans ce mémoire, quelques théo-
remes de points fixes pour des applications non expansive dans des espace de
Banach.

On a structuré ce mémoire en quatre chapitres comme suit :

Dans le premier chapitre, intitulé Chapitre 1, nous rappelons quelques
notions d’analyse fonctionnelle : Espace de Banach, espace métrique, espace
b-métrique ,espace réflexif, la convexité uniforme, la structure normale, le
centre asymptotique, le rayon asymptotique et la condition Opial. . ..

Dans le Chapitre 2 , nous donnons une introduction a la théorie du point
fixe et nous discutons le principe de contraction de Banach et quelques ré-
sultats dans des espaces b-métriques.

Le Chapitre 3 est consacré a I’étude de quelques théoremes de points
fixes pour des applications non expansive. Les résultats principaux donné
sont : le théoreme 3.1.5 qui a été obtenue, en 1965, par Browder(8] et qui
donne un résultat d’existence de points fixes dans des espace uniformément
convexe. Dans le théoreme (3.2.1) nous présentons un résultat d’existence
dans des espace dont la structure est normale, cette notion a été introduite
par Brodskii — et — Milman[7]. Nous terminons ce chapitre par un théoréme
d’existence de point fixe pour des applications non-expansive vérifiant la
condition Opial.

Enfin, on termine ce mémoire par le Chapitre 4, ol nous présentons
quelques applications aux théoreémes de points fixes cités précédement, a
titre d’exemple la résolution des équations intégrales du type Voltera et
fredholm.



CHAPITRE 1
Préliminaire

Dans ce chapitre nous rappellons quelques définitions et résultats préli-
minaires que nous utiliserons dans la suite du mémoire. On peut trouver ces
derniers dans les références suivantes : [2], [6], [13], [19], [21], [2].

1.1 Espace métrique

Définition 1.1.1. Soient X un ensemble non vide, d : X x X — R* := [0, 00|
une application. On dit que d est une distance si elle vérifie les trois propriétés
suivantes :

i) d(x,y) =0 sietseulement si x =y pour xz,y€ X.
it) d(z,y) =d(y,z) Va,y€X.
iti) d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) VaryzelX.

Un ensemble X muni d’une distance d est appellé espace métrique qu’on note
(X,d).

1.2 Espace Normé

Définition 1.2.1. Soient X un espace vectoriel sur K (R(ou)C), f: X —
R* une fonction. On dit que [ est une norme si elle vérifie les trois propriétés
suivantes :

i) f(x) =0 siet seulement si = = 0.
i) f(Ax) =|Af(y) Vz,ye X,VAeK.
ii) f(z,y) < f(x) + fly) Vo,ye X.

Le couple (X,f) est appellé espace normé.



1.3 Espace de Banach

Définition 1.3.1. Tout espace vectoriel normé complet est appellé espace de
Banach.
Autrement dit, toute suite de Cauchy est convergente dans X .

1.4 Espace b-métrique

Définition 1.4.1. (/21])
Soit D : X x X — [0,4+00) une fonction vérifiant les trois conditions
suivantes :

i) Si D(z,y) =0 alors x =y ; pour tout x, y € X,

i1) D(x,y) = D(y,x) ; pour tout z, y € X,

iii) D(z,z) < s[D(x,y) + D(y, )], pour tout x, y, z € X, et la constante
s> 1.

alors D est dite une b-métique et le couple (X, D) est dit un espace b-métrique
(‘b-metric-like®).

Quelques conceptes dans des espaces de type b-métrique (‘b-metric-like),
ont été introduits comme suit.

Propriétés 1.4.1.

— Toute b-métrique D définie sur X généralise une topologie Tp sur X
dont la base est la famille des boules ouvertes

Bp@ey =1{y € X : |D(x,y)—D(z,x)| < €} pourtous z€X et €>0.

— Toute suite {x,} dans espace b-métrique (X, D) converge vers un point
x € X si et seulement st
D(z,z) = nl_l)I_{loo D(z,z,).
— Une suite {x,} dans espace b-métrique (X, D) est dite une suite de

Cauchy s’il existe

nmlLl_rgooD(xn,xm).

— Un espace b-métrique est dit complet si et seulement si toute suite de
Cauchy {x,} dans X converges par rapport a Tp vers un point xr € X
tel que

lim D(z,z,)=D(z,z) = lim D(z,,2y,).

n—-+o0o n,m—-+00



1.5 Espace quasi-métrique

Définition 1.5.1. Soit X un ensemble non vide. L’application p: X x X —
[0, +00) est dite quasi-métrique sur ’ensemble X si pour tout x,y,z € X les
conditions suivantes satisfaites :

i) pla,y) =0=w=y;

i) p(x,z) < p(z,y) + p(y, 2).

Le couple (X, p) est dit un espace quasi métrique.

1.6 Espace quasi-b-métrique

Définition 1.6.1. Une quasi-b-métrique sur un ensemble non vide X est une
fonction b : X x X — [0,400) tel que pour tout x,y,z € X, les conditions
suivantes sont satisfaites :

i) b(z,y) =0=z=y;
it) b(z, z) < s[b(z,y) + by, 2)], ot s est une constante vérifiant s > 1.

Le couple (X,b) est dit un espace quasi-b-métrique.
Le nombre s est la constante de (X, ).

Exemple 1.6.1. Soit X = {0,1,2}, et soit

2, r=1y=0,
1/2, x=0y=1,

b(x,y) =
= aoiy=o,
1/2, sinon.
(X,b) est un espace quasi-b-métrique avec une constante s = 2, mais

comme b(0,1) # b(1,0), alors (X,b) n'est pas un espace b-métrique.

Définition 1.6.2. Soit (X,b) un espace quasi-b-métrique alors

1. Toute suite {x,} définie dans l’espace (X,b) est dite convergente vers
x € X si et seulement si

nErEOO b(zn,z) = nEIJIrlOO b(x,x,) = b(z, ).

2. Toute suite {x,} définie sur l’espace (X, b) est dite une suite de Cauchy
51

im  b(z,,z,) et im b(zy,,x,) existent et elles sont finies.
n,m—-+00 n,m—-+00
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3. Un espace quasi-b-métrique (X,b) est dit Complet si et seulement si
pour toute suite de Cauchy {x,} définie dans l’espace (X,b), il existe

x € X tel que
nl_l)I_{loo b(x,, ) = nl_l&loo b(x,z,) = bz, x) = nnlll_r)r}roo b(xn, Tm) = nn%l_rgroo b( Ty, Tp).

4. Une suite {x,} définie dans l'espace (X, b) est dite une suite 0—Cauchy
St
oo P ) =l B, 27) = 0.
5. Un espace quasi-b-métrique (X,b) est dit 0 — complet si et seulement
si pour toute suite 0 — Cauchy {x,} définie dans l'espace X, il existe

x € X tel que
nl—lgloo b(zp,z) = nl_lgloo b(x,x,) =b(z,z) =0 = nrrlblir—li-oo b(xp, xm) = nrrlllir-ll-oo b(xpm, ).

Remarque 1.6.1. Il est évident que toute suite 0 — Cauchy est une suite
de Cauchy dans l'espace quasi-b-métrique (X,b), et chaque espace quasi-b-
métriqgue complet est un espace quasi-b-métrique 0 — complet.

1.7 Topologies faibles, Espaces réflexifs

1.7.1 Topologies faibles

Soient X un espace de Banach et X’ son dual topologique, et soit f € X".
On désigne par ¢y : X — R l'application définie par ¢¢(z) =< f,x >. On
rappelle que : < f,z >= f(z). Lorsque f décrit X’ on obtient une famille
(¢f)fexr d’applications de X dans R.

Définition 1.7.1. La topologie faible sur X est la plus faible (moins
fine(c’est-a-dire avec le moins d’ouverts possibles)) des topologies sur X ren-
dant continues toutes les applications (@) rexs, qu’on note o(X, X').

Définition 1.7.2. La suite (x,) tend vers x pour la topologie faible o(X, X")
si et seulement si :< f,x, >=< f,x > pour toute f € X'.
La convergence correspondante a o(X, X') est appellée convergence faible.

1.7.2 Espaces réflexifs

Définition 1.7.3. Si l’application linéaire T : X — Y est bijective bicontinue
on dit que T' est une isomorphisme.

11



Définition 1.7.4. L’application T : X — Y est dite isométrie, s’il vérifie
|T(z)|ly = ||z||x, VrelX.

Remarque 1.7.1. §i T est isomorphisme isométrie, on dit que X s’identifie
ayY.

Soit X un espace de Banach, soit X’ son dual et soit X" son bidual.[6]
On rappelle qu’on a une injection canonique J : X — X" telle que pour
x € X fixé, I'application de X’ dans R qui a f ——< f,x > est une forme
linéaire continue sur X’ (c’est-a-dire un élément de X" noté J(x). On a donc,

<J(E,f >xn x1=< f,ZL“ >xrx VwGX,VfEX/.
J est linéaire et isométrie i.e. ||J(z)||x» = ||z||x

Définition 1.7.5. Soit X un espace de Banach. On dit que X est réflexif si
J(X)=X".

Autrement dit, X s’identifie a son bidual X". On pourra associer a chaque
élément g € X" un unique x € X fixé tel que

9(f) =9.(f) = f(x) avec fe X'

Exemple 1.7.1.
— ly et L,, 1 < p < oo sont des espaces réflexifs de Banach.
— R" est réflexif.
— Chaque espace de Hilbert est un espace de Banach réflexif.

Théoréme 1.7.1. [11] Un espace de Banach X est réflexif si et seulement
st Bx est faiblement compacte.

Preuve 1.7.1. Pour la preuve, voir (chapitre3 pageT5 [11]).

Théoréme 1.7.2. (Eberlein-Smulian)[6] Soit X de Banach et C C X fai-
blement compact. Alors de toute suite de C' on peut extraire une sous-suite
faiblement convergente vers un élément de C.

Preuve 1.7.2. Voir par ezemple Yosida[18].

12



1.8 Ensemble ordonnés

Lemme 1.8.1. (Lemme de Zorn,[6]) Tout ensemble ordonné, inductif, non
vide, admet un élément mazimal (minimal).

Définition 1.8.1. Soit X un ensemble muni d’une relation d’ordre notée <.
Alors on dit que

1. C' C X est totalement ordonné si pour tout couple x,y de C on a
(au moins) l'une des relations © <y ouy < x.

2. a € X est un majorant (minorant) de C' si pour tout x € C l'on a
r<a(r>a).

3. m € X est un élément mazimal(minimal) de X si pour tout v € X
tel que m < x (m > x) on a nécessairement x = m.

4. X est inductif si tout sous-ensemble totalement ordonné de X admet
un magjorant (minorant).

1.9 La Géométrie des Espaces de Banach

1.9.1 Convexité stricte

Définition 1.9.1. Soit X Un espace vectoriel.

1. X est dit convexe si et seulement si pour tout x,y € X ona[z,y] C X
c’est ¢ dire {(1 — Nz + \y); Yo,y € X, YA €[0,1]} C X.

Définition 1.9.2. On dit que X est un espace de Banach strictement
convezxe si pour v,y € X avec ||z|| = |yl =1 etz # y onal[(l —Nx+
Ay|| < 1, VA €]0,1].

Définition 1.9.3. On appelle point extréme d’un ensemble convere X tout
point, a distance finie, qui ne peut pas étre représenté comme une combinaison
linéaire convexe a coefficients non nuls de deux points distincts de X, c’est-
a-dire z est un point extréme si et seulement si il est impossible de trouver
deuz points x et y distincts de X vérifiant la relation : z = ((1 — Nz + A\y)
avec A € [0, 1].

Un point extréme ne peut donc pas étre compris entre deux autres points
x, y quelconques de l’ensemble.

Remarque 1.9.1. (point extrémal)
Soit K C X un ensemble convexe. On dit qu’un point x € K est extrémal
St

(x=01—=t)xg+txy avec t€]0,1] et zp,21 € K) = (ro=z1=21).

13



Théoreme 1.9.1. On dit que X est un espace de Banach strictement conveze
si et seulement si pour chaque point z avec ||z|| = 1 de la boule unité fermé
B, :={x € X :||z|| <1} de X, est un point extréme.

Preuve 1.9.1. Soit X un espace strictement convexe. Montrons que pour

tout élément z de X vérifiant ||z|| = 1 est un point extréme de B, = {x €
X Jlefl < 1},

Par Uabsurde supposons qu’il existe : zg € X tel que ,||z|] = 1 mais
zo n’est pas un point extréme. Alors, on obtient immédiatement qu’il existe
deux point distincts xo, yo € X tel que xo # yo et ||zo]| = ||vol| = 1 avec
Z0 = (1 — /\)IO + /\yo.

Maintenant, Montrons que ||xo + yo|| = 2. En effet, dans le cas contraire

on a ||xg + yo|| < 2 et par ailleurs,

1= [|zo|| =[I(1 = A)zo + Az
=[1(1 = ML = N)zo + Ago] + AL(L — Vo + Agol |
=[1(1 = A0 + AL = X)(wo + 90) + Aol
<((T=X2+201 =N+ =1,

contradiction, d’ou ||zo + yo|| = 2 et ceci implique xo = yo ontradiction.
Inversement, on suppose que pour tout élément z de Bx de X tel que
l|z|]| = 1 est un point extréme et montrons que X est strictement convexe.
En effet, soit x,y deux éléments de X tel que ||z|| = ||y|]| =1 et ||z +y|| =
2. Posons u = x+y/2 ceci implique que ||u|| = 1 donc u est un point extréme,
d’ou x = y. Par conséquant X est strictement convexe.

Exemple 1.9.1. [12] On considére X = R™, n > 2, muni de la norme

n

lafla = (> f)'2.

i=1

Avec ©x = (x1,29,...,2,) € X = R™. On montre que R™ est strictement
conveze.
Soientx,y € Sx = {x € X : ||z|| = 1}, avec x # y. Soient v = (x4, 22, . ..

14
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y=(Y1,Y2,---,Yn), ON G :

10 = N+ Agll3 =I1((1 = Ay + Aga, (1= Ao + Ay, ... (1= N + A
:(Z (1 — N)a; + \yi]?).

=1

=[(L =)D a? +2(1 = A 2y + XDy
=1 =1 =1

<[ =N a7 +2(1 = VA Jwaysl + XD _wi]-
i=1 i=1 i=1

n

i=1

<10 = 0?3 a? + 20 = NA ) A )+ ) ar A

D’ou :
(1= Nz + Xyll5 <(1 = N)?[[]]3 + 200 = M)Azl yll2 + A2 ]yl]3-

=(1-X)+ A\
=1 pour\ €]0,1].

Donc, R™ est strictement conveze.

Exemple 1.9.2. [2] On considére X = R", n > 2 muni de la norme ||.||1
définie par :

|olls = lza] + |2l + - + |20l 7= (21,22, 7,) ER™.

Done, X muni de la norme || - ||1 n'est pas strictement convexe. En effet,
sotent x = (1,0,0,...,0) et y = (0,1,0,...,0). Il est facile de voir que
v#y, el =1=lyll, mais [z +yll =2

Définition 1.9.4. (L’enveloppe conveze fermée)
Soit X un e.v.n. et soit A C X. L’enveloppe convexe fermée de A- notée
CoA- est la plus petit ensemble convexe fermé contenant A.

Théoréme 1.9.2. (krein-Milman). [6]
Soit K C X un ensemble convexe compacte. Alors K coincide avec [’en-
veloppe convexe fermée de ses points extrémaux.
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1.9.2 Convexité uniforme

Définition 1.9.5. On dit que X est un espace de Banach uniformément
conveze, si Ve €]0,2],Vx,y € X, il existe une fonction 6 = (e) > 0 telle que
les conditions
|zl < Lyl < 1,et [z —yll > ¢,
entrainent
|l +y/2]] < 1—0d(e),

nous appelerons §(€) le module d’uniformité de X.
Exemple 1.9.3. /2]

l’espace l; n’est pas uniformément convexe.

Soient x = (1,0,0,...), y = (0,—1,0,...), et e = 1.

onax,y€l et HxH = H(170>07)H =1, ||yH = ||(07_1707 : )H =1,
|z —y||=](1,1,0,...)]| =2>1=¢.

Ce qui donne, ||*52|| = H%H = 1. On ne peut pas trouvé § > 0 tels
que |2 <1-4.

Donc, 1y n’est pas uniformément conveze.

Théoréme 1.9.3. [2/ Un espace de Banach uniformément convexe est stric-
tement convexe.

Preuve 1.9.2. Soit X un espace uniformément convexe.

Soit v,y € X tel que ||z]| =|ly||=1 et x#uy.

Prenons € = ||z — y||/2, € > 0. Comme X est uniformément conveze,
alors il existe une fonction 6 = 6(e) > 0 telle que les conditions

=l =1yl =1, et [lz—yll>¢

entrainent
lz+y/2[ < (1 —d(e)) <1,
ce qui donne :
|l +y/2] <1,

par conséquant X est strictement convexe.

1.9.3 Le module de convexité

Définition 1.9.6. Soit X un espace de Banach. On dit que la fonction dx :
[0,2] — [0,1] est le “module de convexité‘ de X si
T+y

dx(e) = inf{l - H 5

Avec §x(0) =0 et ox(t) >0Vt >0.

| llall < Ll < Lo = il = e
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1.9.4 Le centre asymptotique, le rayon asymptotique

Définition 1.9.7. Soient C' un sous-ensemble non vide de l’espace de Banach
X, {x,} une suite bornée de X. On considére la fonctionel f : X — R

définie par :
f(@) = Tim sup fla, — all, @€ X

. On note la fonctionel f(x) par rq(z,x,).
1. Vinfimum de f(z) sur C est appellé ‘le rayon asymptotique‘ noté
par r4(C, x,,).
2. On dit que le point z € C est ‘le centre asymptotique’ de la suite
{zn} sur Csi

f(z) =ru(z,z,) =inf{f(z) =ro(z,z,) : x € C}.
On note 'ensemble des centres asymptotiques de {x,,} sur C par A,(C,{z,}).

L’ensemble A, peut étre vide, singleton, ou certaine infinité de points.

Remarque 1.9.2. — Si{z,} converge fortement vers x € C, alors
ro(Cox,) =0 et AC, {x,}) = {z,}.
— Si{x,} converge fortement vers x ¢ C, alors
ro(Coxy) =d(x,C) et AC {x,})={2€C: ||z —z||=d(z,C)}.
— Si{x,} est périodique avec seulement deuz valeurs (z,y) € C alors
ra(Cran) = [l—yll/2 et Ad(C{wn}) ={z € C: |Je—z]| = [ly—z[| = [lz—yll/2}.

Le point (x — y)/2 appartient toujours da cet ensemble. Mais si X est
strictement conveze A,(C,{x,}) peut contenir d’autres points.
Le fonctionel rq(x,x,) est convexe et non-expansive (est donc continu,).

1.9.5 Structure normale

Définition 1.9.8. Soit C' un sous ensemble non vide borné de X de Banach,
Alors le point xq € C' est dit

i) Point diamétrale de C' si

sup{||zo — z|| : € C'} = diam(C),
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ii) Point non diamétrale de C' si
sup{||zo — z|| : x € C} < diam(C),

Définition 1.9.9. On dit qu’un sous ensemble convexe non vide C' de X
de Banach, a une structure normale st pour tout sous ensemble convexe et
bornée D C C avec diamD > 0, (avec au moins deux points) il contient un
point non diamétrale. c’est a dire : Il existe xo € D tel que

sup{||zo — z|| : * € D} < diam(D).

Exemple 1.9.4. On considére C[0,1] ’espace des fonctions continues d va-
leur réelle dans Uintervalle [0,1]. muni de la norm ||.||o-

On montre que Cla,b] n’a pas une structure normale.

Soit I'={f€C[0,1]: 0= f(0) < f(t) < f(1)=1,t € [0,1]}.

Soit fi, fo € T, A€ [0,1] and f = Af1 + (1 — A) fo.

Evidemment, f(0) = 0, f(1) =1 et 0 < f(t) < 1 pour tout t € [0,1]. il
s’en suit que f € T. d’ou T est un sous-ensemble de C[0, 1] non vide, conveze,
borné avec

diam(I') = sup{|[f —g[| : f,ge '} = L

Nous montrons que chaque point de I' est un point diamétral.
Pour fo €T, on a

sup{||fo — flloo : f €T} =1 = diam(T).
D’ou C[0, 1]n’a pas une structure normale.

Les théoremes suivants donnent des exemples d’espaces de Banach qui
ont une structure normale.

Théoréme 1.9.4. [2/ Chaque sous-ensemble compact C' d’un espace Banach
X a une structure normale.

Théoréme 1.9.5. [2] Tout espace de Banach de dimension finie a une struc-
ture normale.

Théoréme 1.9.6. [2] Chaque sous-ensemble C' fermé, convexe, borné d’un
espace de Banach a une structure normale.

Théoréme 1.9.7. [2] Tout espace Banach uniformément convexe a une
structure normale.
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1.9.6 Condition Opial

Définition 1.9.10. On dit qu’un espace X de Banach satisfait a le ConditionOpial
si a chaque fois qu’une suite {x,} dans X converge faiblement vers xo € X,
alors

ggli_{goianxn—xH<xli_>rroloinf|]a:n—x0|| pour tout x € X, x # x.

Remarque 1.9.3. Si on remplace la liminf par limsup dans la Définition
1.9.10 on obtient une définition équivalente de la condition — opial. De plus
st on remplace l'inégalité stricte * < * dans la Définition 1.9.10 par ['inégalité
large ¢ < *, nous obtenons la définition de ce qu’on appelle le ConditionOpial
stricte (ou bien faible).
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CHAPITRE 2
Introduction A La Théorie

de points fixes

Définition 2.0.1. Soient X un ensemble, et C' sous-ensemble non vide de
X. On dit que Uapplication T : C — X admet un ‘point fixe, s’il existe
x € C tel que T(z) = .

Définition 2.0.2. Soit X un espace métrique . On dit que ['application T :
X — X est ‘lipschitizienne® de constante k > 0 si

Tz = Ty|| < kllz —yll 2,y X
On note K(T') le constante de lipschitz.

Remarque 2.0.1.
— Une application lipschitizienne est nécessairement continue.

— La composition de deux applications lipschitizienne est une application
lipschitizienne.
te:T,S: X=X K(ToS) <K(T)K(S),
— Si T est une application lipschitizienne, T™, la composition n fois de T
avec elle méme est aussi lipschitizienne.
i.e : K(T") < K™(T),
— On dit que T est dite contractante si 0 < k < 1.
Définition 2.0.3. Soient C' un sous-ensemble de l’espace de Banach X et'T :
X — X wune application. On dit que T est une application ‘non expansive’

St
[Tz =Tyl <[lz —yl| =yeC
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2.1 Le principe des applications contractantes
de Banach

Théoréme 2.1.1. (Principe de contraction de Banach, 1922) [2]
Soit (X, d) un espace métrique complet, et soit T : X — X une application
contractante de constante de contraction k €]0, 1[. Alors :

1. T admet un unique point fire o € X.
2. d(z,,a) < £d(xo, 21)Vn € N,

2.1.1 Meéthode 1 de la preuve

Preuve 2.1.1. On montre d’abord l'unicité d’un point fixe, puis son exis-
tence.
— Unicité : Supposons, par l'absurde que T admet deux points fizes x et
y tels que v,y € X et x # y donc T(z) = x, et T(y) = y. Alors on a
d(T(x),T(y)) = d(z,y) et donc %{)(y)) = 1> L ce qui contredit le
fait que W < L. D’ou l'unicité de point fize.
— FEuzistence : Soit x¢ un point quelconge de X.

on construit une suite (x,) en @ partir de xq telle que

xo € X,
Tpr1 =T (z,), n € N.

On démontre que la suite (z,)nen est de Cauchy.
Soit p,q € N.

(g, Tg—1) + d(z4-1, 7)),

(7g, Tg-1) + (-1, Tq-2) + d(xq-2, Tp),

QU K

q—1
d<xQ7$p) < Z d($k+17$k)'
k=p
Par ailleurs, on a
d(l’k, wk—i—l) = d(T({L‘k_l), T(fk)) S Ld($k_1,$k>.

On va montrer par récurrence que

d([Ek, [L’k+1) S Lkd<l'1, QZ'()) c. (21)
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— Initialisation : Evidente pour k = 0.
— Généralisation : supposons que pour un certain entier k quelconque
mais fixé on ait la propriété 2.1. Alors
d(2ps1, Trg2) = d(T(2r), T(Tpq1)),
< Ld(xr, Tr11),
< LL*d(x1,x0),
S Lk+1d($17 1’0).
ce qui achéve la récurrence.
On a alors pour tout p, q tel que g > p :

qg—1

d(l'q, 'xp) < Z d(karla fl?k),

k=p

q—1
S Z Lkd(xl, .fL’(]),
k=p

q—1
= d(fL’l, l’o) Z Lk
k=p

De plus, pour tout p > q,

1—L9P

T-I
Lp

1-L°

d(zq, zp) < d(z1,20) LP,

S d(l’l, 'CEO)

On fait d(z1,20){%; < €. Donc

Vp,q € N, dng =

log(L)
no, on a d(zg, x,) <e€.
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On en déduit alors que (x,,) est une suite de Cauchy. Etant donné
que (X, d) est espace complet, il en résulte que la suite (z,) converge
vers un point limite o € X. De plus on a T(z,) = T(a) quand
p — oo car T est continue et T(z,) = Tpy1. Or T, — o quand
p — 00, d’ou par l'unicité de la limite on a

T(a) =«

2.1.2 Meéthode 2 de la preuve

Preuve 2.1.2. Soit C = {d(x,Tz),x € X}. Posons a = infC et montrons
que a = 0.
D’aprés la propriétés de la borne inférieure, on a pour un € > 0, il existe
un x € X : tel que
a<dxz,Tr)<a+e.

Par ailleurs, etant donné que d(Tz,T?z) € C. On obtient

a < d(Tx, T?z),
< kd(z,Tz),
< k(a+e).

Comme k <1 et ¢ = 0 on obtient
0<(1—-kla<e.
En faisant tendre vers zéro et en utilisant le fait que 1 — k # 0, on obtient :
a=inf{d(z,Tx),zr € X} =0.
Maintenant, pour tout € > 0, considérons l’ensemble
M. ={z e X :d(z,Tz) < €}.

{M.} est non vide, fermé. Montrons que diamM.—0 quand ¢ — 0. Soit
x,y € M, on a

d(z,y) < d(z,Tz) + d(Tz, Ty) + d(Ty, y),
< e+ kd(z,y) + e,
< 2¢ + kd(z,vy),
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Ce qui donne

D’ou
2¢ e—=0 0
1% — U.
Puisque la famille {M.} décroit quand e — 0, le théoréme d’intersection
de Cantor implique que .o M. contient uniquement un point, noté par x.
De plus x = Tx.

supd(x,y) = diam(M,) <

Remarque 2.1.1. Le théoréme de Banach n’est pas applicable si l'une des
conditions du théoréme n’est pas satisfaite :

— L’espace complet
— X est stable par T. (T(X) C X)

— T est contractante.

Exemple 2.1.1. Soit lapplication T définie sur X = [0,1] par T'(z) =
2+ 1.
X =1[0,1] un fermé dans R qui est complet ceci implique que X = [0, 1]
est a son tour complet. On a

0<x<1,
O§x2§1,
1<z?+1<2,

1<Va2+1<V2.

Ce qui implique T(x) € [1,/2] ¢ [0,1]. X n’est pas stable. Alors le théo-
réme de Banach n’est pas applicable dans ce cas.

Exemple 2.1.2. Soit Uapplication T definie sur X = [0,+oo[ par T(x) =
vt 4+ 1.

X est fermé dans un complet ceci implique que X est complet. Mais T
n'est pas contractante, car Sup,eio oof |1 (2)] = 1.

Exemple 2.1.3. Soit l'application T' définie sur X =0, 7] par T'(z) = %

On a T(]0, §]) =0, ?] Cl0, 5] et max,ejo,z [T"(z)| = § < 1, alors T est
contractante.

Mais X n’est pas fermé dans R donc X n’est pas complet. Les conditions
suffisantes du théoréme de Banach ne sont pas toutes satisfait.
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Théoréme 2.1.2. Soit (X, d) un espace métrique compacte avec T : X — X
satisfaisant

d(T(z), T(y)) < d(x,y) pourx,y € X etx #y.

Alors f admet un point fize unique dans X .

Preuve 2.1.3. ['unicité est facile a prouver.Pour [’existence, il suffit de re-
marquer que lapplication K : x +— d(z, T (x)) est continue sur X qui est com-
pacte alors elle atteint son minimum en un point que nous notons ro € X.
Nous avons T (xg) = x¢ car autrement

K(T'(z0)) = d(T(T (o)), T (o)),
< d(T(xo), o),
= T'(x).

Contradiction avec K(xo) est le minimum de K dans X.

Théoréme 2.1.3. Soit (X,d) un espace métrique complet et T : X — X
une application (pas nécessairement continue). Supposons que la condition
suivante est vérifice

pour tout € > 0, il existe 0(e) > 0 tel que si d(z,T(x)) < d(€), alors T(B(z,€)) C B(x,¢);
sinon, B(z,e) ={y € X : d(z,y) < €}.
(2.2)

Si pour u € X on a
T d(T" (), T () = 0

alors la suite {T"(u)} converge vers le point fixe de T'.

Preuve 2.1.4. Soit u € X tel que lim, o d(T™(u), T (u)) = 0 et soit
wuy, = T™(u).

Nous affirmons que {u,} est une suite de Cauchy.

Soit € > 0. Nous choisissons §(e) > 0 tel que

d(z,T(y)) < d(e), ye Blx,e),
Nous pouvons choisir N suffisamment grand tel que
d(Up, Un+1) < 6(€)  pour tout n € N.

Comme, d(uy,T(uy)) < d(€), alors (2.2) garantit que

T(B(un,e€)) C B(un,e),
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et donc, T(uy) = uny1 € Bluy,€). Par induction, on trouve
T*(uy) = unsr € Bluy,€) pour tout k€ {0,1,2,...}.
Ainsi
d(ug, ;) < d(ug, un) + d(uy,u) < 2€  pour tout k,l > N,

et donc (uy,) est une suite de Cauchy. De plus, il existey € X aveclim, o0 tuy =

Y.
Nous affirmons maintenant que y est un point five de T'. Supposons qu’il
ne l’est pas alors

d(y, T(y)) =~v>0

Nous pouvons choisir u, € B(y, 3) five tel que

1).

d(um un—i—l) < 5( 3

2.2 entraine que

T(Blun, 5)) € Blun, ).

et par conséquent T(y) € B(uy,3). C’est une contradiction puisque
Y _ 2y
d(T(y), un) = d(T'(y),y) — dun,y) >v— 5 = =
Ainsi d(y, T(y)) =0=T(y) = .
Théoréme 2.1.4. Soit (X, d) un espace métrique complet et soit

d(T(x),T(y)) < ¢(d(z,y)) pour tout z,y € X;

ou ¢ : [0,00) — [0,00) est une fonction monotone, (pas nécessairement
continue) avec lim, . ¢"(t) = 0 pour tout t > 0. Alors T admet un unique
point fize u € X avec

lim 7T"(z) =u pour chaque x € X.

n—oo

Preuve 2.1.5.
d(T" (), T"* (@) < ¢"(d(2, T(x))) pour « € X,

et donc
lim d(T"(x), T"" (x)) =0 pour chaque z € X.

n—oo
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Soit € > 0, on choisit 6(e) = € — ¢(e€).
Si d(x,T(z)) < d(e), alors pour tout z € B(x,e) ={y € X : d(z,y) < €}
nous avons

A
=
&
¥
~
—~
I\

~
S
—~
E
_|_
A
=
N
N

[VANVAN VAN VAN
A S S N C U
O
+ w
—~ 8 8

et donc T'(z) € B(x,€). Le Théoreme 2.1.3 entraine que f admet un point
fize u avec lim,, o, T"(x) = u pour chaque x € X.
Enfin, il est facile de voir que T' n’a qu’un seul point fixe en X.

Théoréme 2.1.5. Soit (X,d) un espace quasi-b-métrique 0 — complet avec
coefficient s > 1, et soit une application T : X — X tel que

d(T(x), T(y)) < (b(x,y)). (2.3)

pour tout x,y € X, avec ¢ : [0,+00) — [0, 400) une application continue
tel que

o(t) =0 sietseulement si t=0 et @(t) <t pourtout t>0.

ieme

Si 3P s (t) converge pour tout t>0, avec ©" est lan itération de
@, alors T a un unique point fixe.
De plus, pour chaque xq € X la suite itérative {T™(zo)} converge vers un

point fixe.
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Preuve 2.1.6. Soit xo € X d’aprés théoreme 2.1.5, on a donc

A(T" (20), T (20)) < d(T"(z0), T"(x0)) < -

< ™(d(zo, T(x0))), mn > 1.
(2.4)
et

AT 00 7)< T 0. ) < o < PTG, 0> 1
2.5

Si (d(zo, T(x0)) = 0) ou (d(T(xg),x0) = 0), alors xog = T(xp), ceci im-
plique que xq est une point fixe de T.

On suppose que d(zo, T (xo)) > 0 et d(T(zo,z0) > 0.

Montrons que {T™(x)} est une suite 0 — Cauchy.

pour n'importe quel entier r € Z%, et la propriétés d(x,z) < s(d(x,y) +
d(y, z)) implique que

d(T" (o), T (20)) < s(d(T™ (o), T (w0)) + d(T™ (0), T (20))),

< s(d(T"(x0), T (20)))
+ 2 (d(T" (o), T" (wo)) + (T (0), T (0))),

< s(d(T" (o), T (20))) + s*(d(T™ (o), T (x0)))
+8(d(T™ (o), T (w0)) + d(T™ (o), T (20))),

< s(d(T" (o), T (20))) + 8°(d(T" (o), T (0)))
+ 3 (d(T" 2 (20), T (0))) . . .
+ 8" AT (@), TV (o)) + d(T™H (o), T (20)),

< s(d(T™ (o), T (w0))) + s*(d(T" (o), T (20)))
+ (T (20), T"3 (o)) . . (2.6)
+ 8" AT (o), T H(w0))) + 8"d(T™ (o), T (o)),
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L’equation (2.4) et (2.6) donne

d(T" (o), T (0)) < 5" (d(wo, T(20))) + s*¢" " (d(wo, T(x0)))
+ %" 2 (d(wo, T(20))) + - .-
+ 8" " (d(wo, T (o)) + 870" (d(wo, T (0)),
< 5"9"(d(wo, T(x0))) + 8" " (d(0, T (0)))
+ "2 "2 (d(9, T(20))) + .. .
+ "2 (d (w0, T (o)) + 8" " (d (0, T(0))),

n+r—1

=y s* " (d(xo, T(20)))-

k=n

(2.7)
Comme Y125 s™"(t) converge pour toutt > 0, alors lim,,_, o d(T™(xq), T (o)) =
0 ceci donne pour m > n,

lim  d(T"(zo), T™(x0)) = 0. (2.8)

n,m—-+00

De plus, on applique (2.5), nous procédons de la méme maniére on obtient
limy, s oo d(T™7(20), T"(x0)) = 0, ceci donne pour m > n,

lim  d(T™ (o), T"(x0)) = 0. (2.9)

n,m—-+00
De (2.8) et (2.9), on obtient que {T™(xo} est une suite 0 — Cauchy.

Comme (X, b) est 0 — Complet, alors la suite {T"(xo} converge vers le point
z € X, tel que

nErEOO d(T"(xg), 2z) = ngrfoo d(z,T"(xg)) = d(z,2) =0,
=, dm d(T"(zo), T (20)), (2.10)
= nnll_r}}roo d(T™(xg), T™(x0)).

Montrons que z est le point fize de T'.
Par ['inégalité triangulaire, on a

d(z,tz) < s(d(z, T"(z0)) + d(T"(20), T2)),
< s(d(z, T""H(20)) + d(T(T™(20)), Tz)), (2.11)
< s(d(z, T (20))) + sp(d(T"(20), 2)).

Utilisant (2.10) dans linégalité précédente, on obtient d(z,Tz) = 0 =
Tz = z.
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Comme z est le point fixe de T. Ensuite, on montre que z est l'unique
point fixe de T.

On suppose que u est aussi le point fixe de T', Par la suite nous prétendons
que d(z,u) = 0. Supposons que ce ne soit pas le cas, alors

d(z,u) =d(Tz,Tu) < p(d(z,u)) < d(z,u). (2.12)

C’est une contradiction, comme d(z,u) = 0, ceci implique que z = u, par
conséquant T admet un unique point fixe.

2.2 La version locale du théoréme de Banach

le théoréme d’inversion locale est une application du théoréme de Banach
de point fixe. Il se peut que T ne soit pas une contraction sur tout ’espace
X mais juste dans le voisinage d’un point donné. Dans ce cas on a le résultat
suivant :

Théoréme 2.2.1. Soit (X, d) un espace métrique complet et soit
B(zg,r) ={z € X :d(x,xy) <1} ou z9€ Xetr > 0.

Supposons que T : B(xo,r) — X est contractante de constante de contraction

k, avec
d(T(xo),z9) < (1 —Kk)r.

Alors T' admet un unique point fize dans B(zo,T).

Preuve 2.2.1. [l existe roy avec 0 < ry <1, tel que d(T(xg),x0) < (1 — k)ro.
On Montre que T : B(xg,ro) — B(xq,r0).
Soit x € B(xg,ro) alors

d(T(xg), o) < d(T(x),T(xq)) + d(T(x0), z0),
< kd(z,z0) + (1 — k)ro,
< kro+ (1 —Kk)ro,

< rp.

Donc Uapplication T : B(xg,r0) — B(xg,10). est contractante.

De plus, B(xg,10) est un espace complet. Par conséquant, l'application
du théoréme de contraction de Banach a T admet un unique point fize dans
B(xg,r).
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Théoréme 2.2.2. Soit B, = B(0,r) la boule fermée de centre 0 et de rayon
r > 0, et B un espace de Banach. On définie ’application contractante
f: B, — E. Tel que f(0B,) C B,.

Alors f a un unique point fixe dans B,.

Preuve 2.2.2. On utilisant 'application

2
Nous montrons que G : B, — B,. Soit

x*:rHZEH ou x€DB, et x#0.
x

six € B, etz # 0. alors
1£(x) = f@@)| < Kl — 7],
gk\|||§”<|rx\|—r>||,
= k(r — ||]])-
D’ou
1F@I < £+ @) = F@)]),

<ot k(r — [Ja]]),
< 2r — |Ja].

Par suite, pour v € B, etx #0 on a

@ = 1=,

< Nzl +[If @)l
= 2

9

<.

De plus, Par continuité nous avons ausst
GO < 7.

et par conséquant G : B, — B,.
Montrons que G est contractante.
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Soit x,y € B,

z+ flz) y+f<y)H
2 2 ’

D)+ (@)~ 1)l
It =)l + 5117 @) — )l
It = )l + gl = )l

(1 + K[|z =)l

|G () = Gyl

IN

INA AN
M\HM\D—‘M\)—‘MLP—‘
—
8 &
| |

IA

avec
14k

k<1 14+k<2 < 1.

Donc G est une application contractante.
Par le théoréme du point fixe de Banach [’application G admet un unique
point fize x € B,

Gx)=z < ﬂm:x & f(z) ==

D’ot l'unicité de point fize.
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CHAPITRE 3
Théoremes de points fixes

du type Browder et Kirk

Dans ce chapitre, on va présenter trois théorémes de points fixes pour des

on

applications "‘non-expansive'".

Le prmier théoreme est le Théoreme de Browder introduit en 1965 par cet
auteur, qui nous donne un résultat d’existence pour cette classe d’application
dans des espace de Banach uniformément convexe.

3.1 Théorémes de points fixes du type Browder
Avant de prouver le théoréme de Browder, nous avons besoin d’énoncer
les résultats suivants.

Théoréme 3.1.1. [20] Dans un espace uniformément convexe, tout suite
décroissante (C,,) de parties non vides, convexes, fermées et bornées admet
une intersection non vide.

Théoréme 3.1.2. (Milman-pettis). [6] Tout espace de Banach uniformé-
ment convexe est réflizif.

Preuve 3.1.1. Pour la preuve voir (Brézis pp 51 [6]).

Lemme 3.1.1. [2] Soit C un sous ensemble faiblement compacte d’un espace
de Banach X. Alors C est borné.

Théoréme 3.1.3. [2] Soit X un espace de Banach. Alors X est réflexif si et
seulement si chaque sous-ensemble fermé, borné, convere deX est faiblement
compact.

Théoréme 3.1.4. [2] Soit C' un sous-ensemble d’un espace de Banach ré-
flexif. Alors

Clest faiblement compacte & Cest borné.
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Théoréme 3.1.5. (Browder). [2] Soient X un espace de Banach uniformé-
ment convexe et C' un sous ensemble non vide ,fermé ,convexe ,borné de X.
Alors tout application T : C'— C non expansive a un point fize dans C.

Preuve 3.1.2. Soit Q une famille de sous-ensembles non vides fermés convexes
de C, qui sont invariantes par T, i.e. pour tout Cy € Q, T(Cy) C CY.

Q  est non vide puisque C' € Q.

On définit une relation d’ordre (partiel) (<) sur Q tels que C; < Cy si
Cy C Cs.

Soit C={Co, CQ: e}

Puisque C,, est convexe pour tout o € I, il s’ensuit que Noer Co €st aussi
conveze.

Puisque C, est fermé pour tout o € I, il s’ensuit que Nper Co €St aussi
fermé.

Donc C" = Nyer Co est un sous ensemble fermé, conveze de C.

Montrons que C' est invariante par T .

Constatons que :

T(C") =T([ Ca)

a€cl

— ﬂ T(Cy) avec (T(Cy)=Cy,

acl

- Na.

ael

Donc C" est invariante par T.

Par conséquent, C' a la propriété d’intersection finie (voir théoréme 3.1.1.)
ﬂael Ca # .

par ailleurs, d’aprés lemme de Zorn (1.8.1) Q a un élément minimal Cy.

On montre que Cy est l’enveloppe conveze fermée de T'(Cy).

Soit Cy Uenveloppe convexe fermée de T'(Cy). Comme T'(Cy) C Cy, il s’en
suit que C est contenue dans l’enveloppe convexe fermée de Cy, qui est Cy.

Par conséquent, Cy C Cj.

On montre que C est invariant par T .

On a
Ol C CQ et T(C()) C Cl,

on obtient que

T(Cl) - T(Cg) C Cl.
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D’ou

T(Cy) C Ch.

Ona C)#0. (Car T(Cy) C Ch).
Donc Cy € Q. Par la minimalité de Cy dans €Y, et le fait que C7; C Cy
Ceci implique que

Cl = C().

Montrons que Cy n’a qu’un seul élément (singleton).

Par contradiction, nous prouvons que Cy a au moins deux éléments.
(prowvons que T a un point fize).

Soit d = diam(Cy). Pour deux éléments distincts x1,z9 € Cy tels que
|21 — 22| > £. Soit x = w (point milieu du segment unissant les deuz
Ty et T3).

Puisque Cy est conveze, alors x € Cy. Pour y € Cy, x — y est le point
milieu du segment unissant les deux points x1 —y et x9 —y car

@y—w+0w—y)

2
(z1 — 22)
_ 5 — .
=x—y.
De plus
o1 —yll < d
et
|z =yl < d.

Comme X est un espace uniformément conveze, alors il existe une constante
0 >0 tels que

(1 —y) + (z2 —y)
2

|z —yl| =
< (1-46)d
<d,

Comme

(21— y) + (22 —y)|| =
= |[z1 — 22|

> ;i.(car() <6 <1
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(1 —y) (r2 —y)
-2 <1,||—=I <1
=0 < LI <
et

d d

Soit d' = (1 —0)d < d = diam(Cy)

Soit Cy = Nyecyiu € Co : |lu —y|| < d'}.

L’ensemble Cy est un sous ensemble fermé, convexe de Cy (puisqueCly
c’est un ensembles d’intersection fermées, convexes, non vides, et x est un
élément de C5).

alors Cy C Cy et Cy est non vide car x € Cl.

On montre que Cy est invariante par T (T'(Cy) C Cs.

Soit z € Cy, et soit y € Cy. Comme co(T(Cy)) = Cy, pour tout € > 0
nous pouvons trouver une combinaison linéaire convexe Yr ; NT(x;) (alors
que {z;} C Cy) tels que

H(l‘l_y) (mQ_y)HZ;

ly — ZAT N <e0<A<1 e S A=L

Ce qui donne 1Tz —yl|

< 1T = SANTG) + 113 AT () — ol

=1 =1

<HTZ—Z/\T )|+ e

=1

—HZA (Tz—T(x:)||+€¢  (car

[M]=

No=1)

I
—_

M=

Z)\HTZ— ()] + € (car A =1).

=1

Et comme T est une application non expansive, on a
Tz —Tx|| < ||z — x| < d (2 € Cy, x; € Cpy, 1 <i<n).

Par conséquent

Tz —y|| <D Nd + ¢

=1

:dIZ)\i—i—G

=1

=d+e (card N=1).

36



Donc
| Tz —y|| < d,Vy e Cy.

Alors Tz € (.

Cy est invariante par T'. Donc Cy C Cy.

Cependant, cela cause une contradiction avec la minimalité de Cy.

Par conséquant, Cy = {xo} pour zo € X. Comme T(Cy) = Cy, il s’en
suit que T'(zg) = xq.

3.2 Théorémes de points fixes du type Kirk

Le deuxieme résultat qu’on va présenter dans cette section consiste en
le Théoreme de Kirk qui nous assure 'existence de points fixes pour des
application non expansive dans des espace de Banach dont la structure est
normale. Avant de prouver le théoréme de kirk on a besoin de prouver ces
deux lemmes.

Remarque 3.2.1 (Notation). Soit C' un sous-ensemble non vide, borné de
l’espace de BanachX. On adopte les notations suivantes :

1. r(C) = sup{|lx —y|| : y € C},z € C,

2. r(C) =inf{r.(C): 2z e C};

3. AC)={zeC:r,(C)=r(C)};

Lemme 3.2.1. (Proposition 3.5.14, [2]) Soit C un sous-ensemble faiblement
compacte, convexe de X de Banach. Alors A(C') est un sous-ensemble non
vide, fermé, convexe de C'.

Preuve 3.2.1. Soit z € C et posons Cp(z) ={y € C: ||z —y|| < r(C)+ 1},
pour n € N un sous-ensemble de C. Il est facile a vérifier que C,(x) est
non vide, fermé et convexe de C. Maintenant considérons l’ensemble C,, =
Nwcc Cn(z), n € N qui est un sous-ensemble non vide, fermé et convexe de
C'. Par ailleurs, on a {C,} est une suite décroissante, donc Cy1 C Cy,, pour
n € N. Etant donné C' est faiblement compacte, alors A(C) = Npeny Cn # &
(voir le Théoréme 3.1.1).

Lemme 3.2.2. (Proposition 3.3.15, [2]) Soient X un espace de Banach et
C' un sous-ensemble faiblement compacte, convere de X, avec diam(C) > 0.
Supposant que C' a une structure normale. Alors

daim(A(C)) < daim(C).
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Preuve 3.2.2. Comme C' a une structure normale, Alors il existe au moins
un point non diamétral y € C,

c’est a dire | ry(C) = sup{|ly — z|| : y € C} < daim(C).

Pour deuz points quelconques u,v € A(C). On a ||u —v|| < r,(C) = r(C).
Par conséquent,

|u — || < sup{||u—2||:u,ve AC)} <r(C) <ry(C) < daim(C).

ce qui domne
daim(A(C) < daim(C).

Théoréme 3.2.1. ( Théoréme de Kirk, 1965) Soient X un espace de Banach
dont la structure est normale et C' un sous ensemble faiblement compacte,
convexe de X. Alors tout application T : C' — C' non expansive a un point

fize.
Preuve de Théoréme du Kirk :[2]

Preuve 3.2.3. Soit F = {F, C C,a € I} une collection de tous les sous-
ensembles non vides convezes fermés de C' tels que T(F,) C F,, a € I.

Comme C € F, il s’en suit que F est non vide et peut étre muni d’une
relation d’ordre (partiel) (F,C). Puisque C est faiblement compacte (c’est a
dire réflexif, voir chapitre 1 Théorémme 1.7.1), alors d’aprés le Théoréme de
Eberlein — Smulian (voir chapitre 1 3.1.1), tout suite borné de F doit avoir
une intersection non vide.

par ailleurs, d’aprés lemme de Zorn (1.8.1) F a un élément minimal M.
Notre Objectif est de montrer que M n’a qu’un seul élément (singleton).

Car étant donné que M ={z} est invariante par T (T(M) C M ). alors,
on obtient que T'x = x

Par l’absurde, supposons que M a au moins deux éléments. (prouvons que
T a un point fize). Suit a ca, on considére A(M) (centre asymptotique) et
on trouvera que A(M) C M un élément minimale ce qui contredit le fait que
c’est le plus petit des éléments .

Soit xg € A(M) et montrons que Txzo € A(M). Alors pour x € M on a
par définition

||ZE0 - .I‘H < TIO(M) = T(M)’

Par ailleurs, étant donné que T est non expansive on a
[Ty — Tal| < |[xo — || < 7o (M) = (M),

i.e. Tz est contenue dans la boule fermé B de centre Txq et de rayon r(M).

38



Puisque T(M) C M et T est non expansive, on trouwve que T(M N B) C
M N B. Par la minimalité de M,

M =M()B.

Evidemment, B est un sous ensemble fermé, conveze, et non vide.
Ainsi siu € M, Alors ||u — Txo|| < r(M), ceci implique que

Trey (M) < r(M).
Comme rp,, € M, il s’ensuit que
r(M) < 1, (M),

et donc
Trwy (M) = 1(M).
D’ou
Txg € A(M)
i.e. T(A(M)) C A(M).

Puisque X est faiblement compacte (c-a-d réflexif, voir chapitre 1, Théo-
reme 1.7.1), A(M) est non vide, fermé, convexe par lemme 3.2.1. et donc un
élément de F.

Si diam(M) > 0, alors M a au moins deuz éléments et M a la structure
normale. Donc par lemme 3.2.2, on obtient

diam(A(M)) < diam(M)
ceci implique que
A(M) C M.

Comme T(A(M)) C A(M), c’est une contradiction avec la minimalité de
M.

D’ou diam (M) = 0 est M est un singleton.

Par conséquent, T a un point fixe dans C.

3.3 Théoremes de points fixes avec la condi-
tion Opial

Dans cette section nous énoncons un troisieme résultat d’existences pour
des applications non expansives mais et ceci sous la condition dite "‘Opial"’,
une condition qui a été introduite vers la fin des annnées soixante. Avant de
prouver le théoréme de points fixes avec la condition Opial on a besoin de
prouver ces deux lemmes.
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Lemme 3.3.1. Soit C' un sous ensemble non vide conveze, fermé, borné de
X de Banach et T : C — C une application nonexpansive. Alors il existe
une suite {x,} dans C' tel que

Jim ||z, — Tx,|| = 0.

Preuve 3.3.1. Pour n € N, on définie l’application T, : C'— C par

1 1
Twax=(1—-=)Te+—-, xze€C.
n n

Notre objectif est de montrer que T,, est contractante et que x,, est le point
fixe unique dans C'.

— Montrons que T,, est contractante.

1 1
Thwx=((1—-—)Tv+ —.
n n

1 1 1 1
T — Toyll = ||(1 = =)Tz+ — — (1 - )Ty + —||,
n n n n

<=yl (1= ) <)

T, est contractante, alors d’apeés le théoreme de Banach, pour tout n
fixé T,, admet un point fixe.

— Montrons que T admet une suite approché x, dans C.

tel que
1 1
Ty =Thr,=(1—-—)Tx, + —.
n n
En effet, on
1
lzn = Tanl] = | = =Tl
n
1
< 7’|T"L‘n||a
n

M
<— =0 quand (n — o00).
n

Par conséquant, x,, est la suite approché de T" dans C'.

Définition 3.3.1. Soit C' un sous ensemble non vide de X de Banach et
T : C — X une application. Alors T est dite semi-fermé a v € X si pour
tout suite {x,} dans C alors 'implication suivante s applique :

rp, —=ueC et Tx,—v impliqgue Tu=wv.
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Théoreme 3.3.1. Soit X un espace de Banach qui satisfait la condition
Opial, C' un sous ensemble faiblement compacte de X, et T : C — X une
application non expansive. Alors application I — T est semi-fermé.

Preuve 3.3.2. Soit {z,,} une suite dans C tel que
x, =~ x € (.
et
lim (I —T)x, —y|| =0 pour certaine y e X.
Montrons que (I —T)x = y.
constatons que
|lzn =Tz —yl| < |lzn — Tan —yl| + [Tz, — Tal],
ce qui implique que
lim inf ||z, — Tx —y|| < lim inf ||z, — x||.
Par la Condition Opial, on a
dim inf ||z, —z|[ < lim inf|[z, — (T'z 4 y)]],
C’est une contradiction. Par conséquant, (I —T)x = y.

Lemme 3.3.2. Soit X un espace de Banach réflizif qui satisfait la condition
Opial, C un sous ensemble non vide, convexre de X, et T : C — X wune
application non expansive. Alors I — T est semi-fermé.

Théoreme 3.3.2. Soit X un espace de Banach réflixif qui satisfait la condi-
tion Opial. Soit C' un sous ensemble fermé, convexe, borné de X et T : C' —
C une application non expansive. Alors T a un point fize dans C'.

Preuve 3.3.3. Notre objectif est de montrer que x est un point fixe de T.
D’aprés lemme (3.3.1), il existe une suite {x,} dans C tel que

Jgrgo||xn—Txn|| = 0. (3.1)

Etant donne que [’espace de Banach X est réflexif par hypothése, il existe
une sous suite {x,} de {x,} tel que

z, ~x€C. (3.2)

Par ailleurs, le lemme (3.3.2), montre que I — T est semi-fermé en zéro, ce
qui veut dire qu’on a

Ty =2 €C et wzp,— Ty, — 0, (3.3)

Suite a ca, on trouvera que
xr—"Tx=0.

Par conséquant, x est le point fixe de T.
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CHAPITRE 4
Exemple d’Applications

4.1 Application au principe de contraction de
Banach

Soit f une fonction continue a valeur réelle définie sur [a,b] X [c,d]. La
résolution du probleme de Cauchy a valeur initiale yy consiste a trouver une
fonction continue différentiable par rapport a y en [a, b] satisfaisant 1’équation

différentielle p
Y
o= fy) yze) =y (4.1)
On considére 'espace de Banach Cla,b] des fonctions continues a valeur
réelle avec la norme supréme définie par

lyll = sup{ly(=)[ : @ € [a, 0]},

On intégre (4.1), on obtient ’equation intégrale

@) =vo+ [ Flt.y(t))dt (4.2)

zo
Le probleme (4.1) est équivalent a I’équation de l'intégrale (4.2).
Nous définissons l'opérateur intégral T : Cla, b] — C|a, b] par

Ty(z) =yo + /m: F(t,y(t))dt.

Ainsi, une solution du probleme de la valeur initiale de Cauchy (4.1)
correspond a un point fixe de 7. On peut facilement vérifier que si T est
contractante, alors le probleme (4.1) a une solution unique.

Maintenant notre but est d’imposer certaines conditions a f sous les-
quelles 'opérateur intégral T' est Lipschitzian avec K(T') < 1.
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Théoréme 4.1.1. Soit f(x,y) une fonction continue sur Dy = [a, blz|c, d]
tel que f est Lipschitzienne par rapport a y, i.e.

Il existe L >0 tel que |f(x,u)—f(z,v)] < Llu—v|Vu,v € [c,d] est Yz € a,b)].

Supposez que (xg,Yo) € int(Dy).
Alors, pour h > 0 suffisamment petit, il existe une solution unique au
probléeme (4.1).

Preuve 4.1.1. Soit M = sup{|f(z,y)| : z,y € Dy} et choisissez h > 0 tel
que Lh <1 et [zg — h,zo + h] C [a, b].
Fizons

C = {y € Clwo — h,xo + h] : [y(x) — yo| < Mh}.

Alors C' est un sous-ensemble fermé de l'espace métrique complet Clxy —
h,xo + h] et donc C' est complet. notons que T : C'— C' est une application
contractante. En effet, pour x € [xg — h,xo + h] et deux fonctions continues
1,Yy2 € C, on a

1Ty = Toell =11 [ flam) = flar. )],

< |z — x| sup Lly:(s) = y2(s)ll,
s€[xo—h,z0+h]

< Lh“yl - y2||‘

Par conséquent, T' a un point fize unique, ce qui implique que le probléme
(4.1) a une solution unique.

4.1.1 Equation intégrale de F'redholm

On Considére 'equation intégrale de F'redholm pour une fonction incon-
nue y : [a,b] - R(—oo <a <b< +400) :

b
y(x) = f(z) + A / k(e Oy (t)dt. (4.3)

ou
k  est une fonction continue sur |a,b] x [a, b].

ol
f est fonction continue sur [a, b].
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On considére 'espace de Banach C|a,b], espace des fonctions continues
a valeur réelle avec la norme supréme définie par

lyll = sup{ly(x)] : € [a, b]}.
et on définit un opérateur 1" : C'a,b] — Cla,b] par

Ty(x) = f(z) + )\/ab k(x, t)y(t)dt. (4.4)

Ainsi, une solution de I’équation intégrale de Fredholm (4.3)est un point
fixe de T'.

Nous imposons maintenant une restriction sur le nombre réel \ de sorte
que T devienne une contraction.

Théoréme 4.1.2. Soit K(z,t) une fonction continue sur [a,blx[a,b] avec
M = sup{|k(z,t)| : z,t € [a,b]}, f une fonction continue sur{a,b], et X\ un
nombre réel tel que M (a — b)|\| < 1. Alors I’équation intégrale de Fredholm
(4.3) a une solution unique.

Preuve 4.1.2. [l suffit de montrer que Uapplication T définie par (4.4) est
une contraction. Pour deux fonctions continues yy,ys € Cla,b], nous avons

b
[ Ty1 — Tys|| = sup |A[] ) k(x, )y (t) — ya(t)]dt|,

z€[a,b]

b
< Al 'sup [ [k(z, )|y (t) — y2(t)]dt,

z€[a,b] Ja

b
<|AIM [ sup |yi(t) — ya(t)|dt,

a x€la,b|

b
< Ml = el [ dt.

4.1.2 Equation intégrale de Volterra

Exemple 4.1.1. [16]
Considérons [’équation intégrale de Volterra

fla) = [ K0 f @t + g,

ot A € R et k(x,t) est continue sur l'intervalle [a,b] X [a,b]. On Considére
Uespace métrique Cla,b] des fonctions continues a valeur réelle dans [a,b] et
on considére 'application

T : Cla,b] — Cla, bl;
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fos (Th)(x _A/ ()dt + g(t).

Pour f1, fo € Cla,b], On peut montrer par récurrence que
b—a)"
a1 ) < WP g g,

ot M = max{|k(x,t)| : (z,t) € [a,b|z]a, b]}.
On montre que ’équation admet un unique solution f(x)
Nous savons que Cla,b] est un espace métrique complet.

d(f1, f2) = max{|fi(z) — fa(z)| : ® € [a,b]}, pour tout fi, fo € Cla,?].

Puisqu’on peut trouver N € N tels que |)\|”M"(b;7‘f)n € (0,1) pour tout n >
N, il s’en suit que T" c’est une application contractante pour tout n > N.
C’est la raison pour laquelle, pour tout n > N, T™ a un point fixe, noté

n.-

Donc T"g,, = ¢, pour tout n > N. D’ot T" g1 = gne1 pour tout
n > N.

Or T" g, =T(T"g,) = Tg,.

Par conséquant T"(Tg, = Tg, pour tout n > N. Par l'unicité du point
fixe pour T™, nous avons que Tg, = g,.

Il s’en suit que T" g, = T"(Tg,) = T"g, = Tqy, et donc gni1 = gn
pour tout n > N, i.e.

tous T™ avecn > N, ont le méme point fize, noté f € Cla,b] avec T = f'.
Observez que
/)’ Tnf/)

dTf,f)=dT™(Tf
(b _'a)nd(Tf/, fl)
n

VYn > N. Fait tendre n — oo et en rappelant que 0 < |>\\"M"(b;7‘,’“)n <1.
Il s’en suit que d(Tf', f') =0 donc Tf' = f'.

Ce qui prouwve que l’equation intégrale de Volterra

—)\/ (t)dt + g(t).

a une solution unique sur Cla,b).
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4.2 Application du théoréme de Browder (Gohde
Kirk

Théoreme 4.2.1. Soit X un espace de Banach uniformément conveze, et
soit f un élément de X, et T : X — X wune application nonexpansive. Alors
[’équation opérateur

x—Tx=f (4.5)

admet une solution x si et seulement si pour un xg € X quelconque, la suite
des itérations de Picard {x,} € X définie par

Tpt1 = Tz, + f,n €N est bornée. (4.6)
Preuve 4.2.1. Soit Ty : X — X une application donnée par
Tr(u) =Tu+ f.

Alors u est une solution de (4.5) si et seulement si u est un point five de T5.
Montrons que T est nonexpansive.

[ Ts(u) — Ty()|| = |[(Tu+ f) — (Tv+ [l
= HTU_TUHa

Comme T est une application non expansive alors :
Ty (w) = Tr(v)|| < [lu— ]|
Supposons que Ty posséde un point fize u € X. Alors

wss = ull = 1T + f — Tyad],
=|[Txy + f = Tu— fl],
= ||Tx, — Tul|,
<||xp —u||, VneN.

Ceci implique par récurrence que
|z — ul] < [lwo — ul].

Par conséquant {x,} est bornée.
Inversement, supposons maintenant que {x,} est bornée.
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Soit
d = diam({z,})

et soit
Bilz) ={y e X : ||z —y|| < d} pourtout z e X.

Fizons Cy, = N>, Balzi].

Alors C,, est un ensemble non vide, convexe pour tout n. et Ty(C,) C
Cn—i—l-

Soit C' la fermeture de l'union de C,, pour n € N, i.e., C = U, cn Ch.

Etant donné {C,,} croit avec n, C' un sous ensemble fermé, conveze, borné
de X. Comme Ty : C' — C, Alors par le théoréme de Browder — GohdeKirk

Ty a un point fize en C.
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Conclusion

A travers ce mémoire nous avons présenter quelques résultat de point
fixes pour des applications du type non-expansive ainsi que le role important
que joue la géométrie de I'espace pour établir des résultats d’existence ainsi
que les différentes techniques utilisé dans ces espaces a titre d’exemple, on
peut citer la technique du centre asymptotique, les suite de point fixe ap-
proché (a.f.p.s),..etc, il est important de mention que ces résultat ont ouvert
beaucoup de perspective par la suite aux chercheurs et les théoreme obte-
nue pour les applications non expansives ont été généralisé par la suite pour
d’autre classe a titre d’exemple, on cite les travaux de T.Suzuki en 2008
pour les applications du type C' ainsi que les travaux de Llorens — Fuster
et F.Galvez effectués en 2011 pour les applications du type C aussi en 2015
Garcia — Falset et Liorens — Fuster ont des résultats nouveaux pour des
applications plus générale du type L, enfin récement en 2018 des travaux
ont été publié par Ould — hammouda et Belbaki pour des application du
type Reich. Donc les techniques utilisé dans ce mémoire reste des techniques
d’actualité pour des résultats nouveaux.
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