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Introduction générale

Dans le monde d’aujourd’hui, la finance joue un role des plus importants, et est parfois
a l'origine de crises économiques. Cet vient, de I'importance prise par les marchés financiers
dans les économies contemporaines. Il apparait alors important que la finance soit basée sur
des modeles solides permettant d’évaluer les risques et les prix.

parmi ces modeéles, on s’intéressera, dans ce mémoire, au modele de Black et Scholes (1973)
qui est considéré comme un modele en temps continu tres connu dans le monde de la finance
moderne. Puis viennent par la suite d’autres modeles dont celui de Vasicek (1977), CIR(1985),
Hull & White(1990) et gaussien a deux facteurs (2005) et d’autres afin de modéliser I’évaluation
de la structure temporelle des taux d’intéréets.

Dans notre travail, nous essaierons de fournir des explications et des réponses a la question
suivante :

- Est-ce-que le comportement des taux d’intérét calculé par des modeles stochastiques
dans notre travail est-il proche de la réalité?

Pour répondre a la question ci-dessus, ce travail est présenté en quatre chapitres :

Le premier chapitre, est un chapitre introductif qui présente les différents aspects des
processus stochastiques. On introduira le mouvement brownien et ses propriétés principales,
intégration stochastique (des notions sur le calcul d’'Ttd) et les équations différentielles stochas-
tiques.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons présenté les concepts et définitions de base concer-
nant les options, les stratégies financieres et couverture du portefeuille. Ensuite on donne une
breve description du modele de Black-Scholes d’évaluation d’option européenne, en expliquant
les formules d’évaluation des options.

Au troisieme chapitre, on introduit les notions des taux de base, la modélisation stochas-
tique a temps continu, nous présenterons des modeles de taux en finance a savoir le modele de
Vasicek, CIR, Hull & White ainsi que le modele gaussien deux facteurs.

Le quatrieme et dernier chapitre, est une application des notions introduites dans les cha-
pitres précédents. Nous commencons par simuler les trajectoires du mouvement Brownien,
ensuite, la simulation des modeles financiers étudiés précédemment, Black-Scholes et Vasicek,
CIR, Hull & White et le modele gaussien deux facteurs.
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Chapitre 1 Calcul Stochastique

1.1 Introduction

L’objet de ce premier chapitre est de donner un rappel des principales notions mathématiques
qui seront utiles dans les prochains chapitres.

1.2 Rappels de probabilité

1.2.1 Espace de probabilité filtré

1.2.1.1 Tribu

Définition 1.1. Soit 2 un ensemble quelconque, et A la famille de parties de 2 est une tribu
( ou o algebre ) sur € si elle vérifie les propriétés suivantes :

i) Contenant I’ensemble vide et ’ensemble Q2 (¢ € A et Q € A).
ii) Stable par passage au complémentaire (A € A = A° € A).

iii) Stable par union dénombrable (A4,)52, C U™ A4, € A, et de méme pour 'intersection.
n=1

On dit alors que (€2, A) est un espace mesurable.

Exemple 1.1. Soit 2 = {1,2,3} on peut définir plusieurs tribus sur €.
1. Ay = {9, Q} est la plus petite tribu (tribu grossiere).

2. AC Q A= {¢,A A, Q} est une tribu (e A=2C Q, A = {¢,{2},{1,3},Q} est
une tribu ).

3. A={o,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},Q2} est la plus grande tribu (tribu complete).

Définition 1.2. Soit B une partie de P(12), I'intersection de toutes les tribus contenant B est
une tribu, elle est appelée tribu engendrée par B ou la plus petite tribu contenant B, elle est

notée
oB)= (] A

A(tribu), BCA
Exemple 1.2. Reprenons I'exemple 1.1
B C P(Q), {9, B, B¢,Q} est la tribu engendrée par o(B) ; (si B = {{2}}, alors 0(B) = A4;).

Définition 1.3. La tribu borélienne B(X) est la tribu sur X engendrée par la famille des in-
tervalles ouverts ou fermés de X.



Chapitre 1 Calcul Stochastique

Exemple 1.3. X = R | La tribu borélienne B(R) est engendrée par les familles suivantes de
parties de R :

1. A={]a,b}: —oo < a <b< +oo} = { intervalles ouverts dans R }

2. A={la,b]: —oo0 < a < b< +oo} = { intervalles ouverts a gauche dans R }
3. A={[a,b[: —0o < a < b< +oo} = { intervalles ouverts a droite dans R }
4. A={la,b] : —00 < a < b < +oo} = { intervalles fermés dans R }

Définition 1.4. G une sous tribu de A est une tribu, telle que si A € GG alors A € A.On note
G C A

1.2.1.2 Espace de probabilité

Définition 1.5. Un espace de probabilité (€2, A, P) est un espace mesurable (€2, .4) muni d’une
mesure de probabilité P avec P(2) = 1 .De maniere évidente, P est une application de A dans
[0,1], Telle que :

) PQ) =1
) (A2, C AL AV A =6, % i £ 5, P(UAH) — Y P(A)
1.2.1.3 Filtration

Définition 1.6. Une filtration est une suite croissante emboité (F;)¢>o de sous tribus de A.

On dit alors que (92, A, F;, P) est un espace de probabilité filtré.
1.2.2 Variable aléatoire

Définition 1.7. Soit (€2, A, P) un espace de probabilité et B est un ensemble borélien (B €
B(R)), une telle application X de € dans R sera dite variable aléatoire si

{XeB}={weN: X(w)eB}e A

1.2.3 Indépendance de Variable aléatoire

Définition 1.8. Soit (Q2,.4, P) un espace de probabilité.

i) On dit que deux événement A et B sont indépendants (on note ALB) si :

P(AN B) = P(A) x P(B)

10



Chapitre 1 Calcul Stochastique

ii) Deux variables aléatoires X et Y sont indépendants si est seulement si les deux événements
A€ X et B €Y sont indépendantes, c’est a dire

PAe X,BeY)=P(Aec X)x P(B€Y)

1.3 (énéralités sur les processus stochastiques

1.3.1 Processus Stochastique

Définition 1.9. Un processus stochastique (aléatoire) en temps continu est une famille (X;)ier
de variables aléatoires indicées par les éléments d'un ensemble de temps T' (en général T = R™),
définies sur un méme espace probabilisé (£2,.4, P). Un processus X;(w) dépend de deux pa-
rametres ¢ (généralement le temps) et de la variable aléatoire w € .

Ou t € T fixé, 'application w — X;(w) est une variable aléatoire sur 1’espace probabilisé

(Q, A, P).

Pour tout w €  fixé, t — X;(w) est une fonction a valeurs réelles, appelée trajectoire du
processus, noté X;(w) = X (w, ).

Un processus est dit continu si pour presque tout w € Q, (t,w) — X;(w) est continue (c’est
a dire les trajectoires sont continues).

Exemple 1.4. On considere un guichet de poste , soit X; le nombre de personnes en attente
a linstant t, (X;);er constitue un processus stochastique.

1.3.2 Processus adapté

Définition 1.10. Soit (2, A) et (£, A") deux espaces mesurables, une application f: Q — '
est dite (A, A’)— mesurable si f~!(A) € A pour tout A € A’; ou I'on note :

A ={weQ: flw)e A} € A

Définition 1.11. Un processus X est dit mesurable si 'application

X:OxRT >R
(t,w) = Xi(w)  est mesurable.

Définition 1.12. Un processus stochastique X;(w) est dit adapté a la filtration (F;)e>o si Xt
est F;— mesurable V ¢t > 0.

11



Chapitre 1 Calcul Stochastique

1.3.3 Espérance conditionnelle

Soit (€2, F, P) un espace de probabilité et G une sous tribu de F et soit X une variable
aléatoire positive intégrable (EX = [, XdP < +00).

Définition 1.13. [15] Soit G une sous tribu de F, l'espérance conditionnelle d’une variable
aléatoire (v.a) intégrable X sachant G est la v.a. E[X/G] définie par les deux propriétés sui-
vantes :

i) F[X/G] est G-mesurable.

ii) Pour tout A € G, [, XdP = [, E[X/G]dP

1.3.3.1 Propriétés de I’espérance conditionnelle [17]
1. E(aX 4 BY/G) = aE(X/G)+ BE(Y/G), «,f deux constantes
2. E(E(X/G))=FE(X) (lespérance total )
3. BE(X/G) =X s X est G-mesurable
4. E(X/G) = E(X) si X est indépendante de G

5. BE(XY/G) =Y E(X/G) si Y est G-mesurable

1.3.4 Martingale

Définition 1.14. Soit (X2, F,, P) un espace de probabilité filtré. Un processus stochastique
adapté (M,,),>0 a la filtration (F,),>0 de variable aléatoire intégrable ( i.e E(|M,|) < co) est :

i) Une F,,— sur-martingale si pour tout, n € N, E(M,.1/F,) < M,
ii) Une F,— sous-martingale si pour tout,n € N, E(M,,1/F,) > M,

iii) Une F,—martingale si le processus (M, ),>o qui a la fois une sous-martingale et une
sur-martingale (C’est-a-dire E(M,,11/F,) = M,, ¥n € N)

1.3.4.1 Propriétés

1. L’espérance d’une martingale est constante pour tout n > 0, c-a-d

E(Mpni1) = E(E(M@u1)/Fn) = E(M,) = --- = E(Mo)
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2. processus est completement déterminé par sa valeur terminale, c¢’est-a-dire

E(My/F,) =M, ,n<N

Exemple 1.5. Soit (X,,),>¢ une suite de variables aléatoires indépendants de méme loi

(p(Xn, =1) = p(X,, = —=1) = 1) et E(X;) = 0, et soit Sy = 0, S, = > i, X; une marche

aléatoire symétrique a valeurs dans Z ou R.

On note F,, = o(Xy,...,X,), Vn > 1. Alors, (S,)n>0 est une martingale par rapport a
(Fn)n>0, en effet :

i) S, est F,, mesurable V n > 1
i) E(|Sa]) <2252 E(1Xi]) < oo

iil) E(Sny1/Fn) = E(Sy + Xpi1/Fn)
= E(S,/F.) + E(Xpt1/Fn)
=S, + E(Xpi1/Fn) (S, est F, mesurable)
=5, + E(Xp41) (X1 est indépendante de F,)

= Sn (X, sont toutes centrées)
1.3.5 Temps d’arrét

Définition 1.15. Soit (92, F,,, P) un espace de probabilité filtré. On appelle temps d’arrét une
variable aléatoire 7 : Q — N{J{+o0} telle que {r < n} € F, pour tout n € N.

Exemple 1.6. Soit X,, est un processus adapté a (F,), alors pour tout a € R, la variable
aléatoire 7, définie par :

7. = inf{n € N, X,, > a} est un temps d’arrét, car {7, <n}={3ie {1,...,n} tel que
{Xzza}: Un{XZZCL} an
i=0

Car chaque événement {X; > a} € F; C F,, du fait que le processus X,, est adapté et que
1 < n.

1.3.6 Processus gaussien
Définition 1.16. Une variable aléatoire gaussienne (v.a.g) de parametre m et o est une v.a

suit la loi normale A/(m, c?) si elle admet pour densité

t—

13



Chapitre 1 Calcul Stochastique

Sim = 0et 0 =1, alors X est une variable aléatoire gaussienne centrée et réduite (ou de
loi gaussienne centrée et réduite ).

Définition 1.17. Le processus X = (X;);>0 est un processus gaussien si toute combinaison
linéaire finie de (X});>0 est une variable aléatoire gaussienne, c’est-a-dire :

Vn,Vt;, 1 <i<mn,Ya;y ., a;X; est une variable aléatoire gaussienne.

1.4 Mouvement brownien

Définition 1.18. Le mouvement brownien ou processus de Wiener, est un processus gaussien a
accroissements indépendants et stationnaires, ce qui veut dire que pour toute 0 < t; < --- < t,
les accroissements {W;,,, — W;,,0 <i < n — 1} sont indépendants, et de plus W;,,, — W, suit
une loi gaussienne centré, de variance (t; 41 — ;).

i+1

Définition 1.19. Les variables aléatoires W, — W,,, t;41 > t; > 0, sont appelées accroisse-
ments du processus {W;,0 < t}.

1.4.1 Mouvement brownien géométrique

Le mouvement brownien géométrique sert couramment de modele de prix d’actifs financiers.

Définition 1.20. Soit {W;,t > 0} est M.B.S .

Un mouvement brownien géométrique de dérive b et de coefficient de diffusion o, est un

processus de la forme :
L,
X; = Xpexp b—§0 + oW,

avec une condition initiale X

Ce processus est s’appelle aussi processus ”log-normal”.

1.4.2 Mouvement brownien et martingale

Si (Wi)i>0 est un mouvement brownien standard alors :

i) W, est une F,— martingale

14



Chapitre 1 Calcul Stochastique

ii) W2 —t est une F,— martingale

iii) exp (aWt — ét) est une J,— martingale
1.5 Intégrale stochastique

Le but est de déterminer l'intégrale stochastique du type fot 0sdBs pour tous t € [0,7] ,
notre probleme qui se pose c¢’est de donner un sens a cette variable aléatoire.

Par exemple, on a f et g deux fonctions, si g est réguliere et f est dérivable donc, on integre
g par rapport a f, on obtient cette intégrale :

[ o)) = [ atsrrs)as

Lorsque f n’est pas dérivable mais a variation bornée, on s’en sort a une intégrale qui s’ap-
pelle intégrale de Stieljes s’écrit sous forme :

| ot gglozg (t102) ~ £(0)

et note m, = mazx|t;_; — t;|

Dans ce cas, on ne peut pas définir cette limite car le mouvement brownien n’est pas a
variation bornée.

1.5.1 Construction de l’intégrale stochastique

On se donne un espace probabilisé filtré (Q, F, {F:}, P) et soit (By);>o est un F;— M.B.S
définie sur cet espace.

On construit I'intégrale stochastique sur un ensemble des processus élémentaires § = £(Q2, F, {F:}, P)
définie sur I'espace de probabilité filtré (Q, F, {F;}, P)

Définition 1.21. (Processus élémentaire)

n dit qu <t<T un pr us élémentaire s’il existe une subdivision
On dit que (H;)o<i<r est ocessus ¢élémentaire s’il existe une subdivisio

0=ty <ty <---<t,=T (pour tout ' € R*, T est fini), s’écrit :

Z‘b Mgt (1)

Avec ®; est bornée et mesurable par rapport a F;, |

15
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Calcul Stochastique

Définition 1.22. (Intégrale stochastique)

L’intégrale stochastique continue du processus élémentaire (H;)o<i<r, notée

t
/ H.dB,
0

Et définie par, si t €|ty, tpi1] :

S’écrit aussi :
0 1<i<p

1.5.2 Propriétés de l’intégrale stochastique

L’intégrale stochastique est définie sur ’ensemble des processus élémentaires £ , satisfait les

propriétés suivantes :
1) La linéarité

Soit 0 et ¢ deux processus et a, b des constantes. On a

t t t
/ (ab + b, )dB, = a / 0,dB, + b / 1hyd B,
0 0 0

2) La continuité

Le processus ( fot 0.dB,,0 <t < T) est continu a des trajectoires du mouvement brow-

nien.

3) Propriété de la martingale

On a M; = fot 0,dB; est une F;,— martingale si :

E( IN QudBu/]-"s) = [, 0.dB, Vs<t

Avec sa moyenne et sa variance,

t
E</ HudBu) =0
0

16



Chapitre 1 Calcul Stochastique

t t
VAR( / QudBu) = E( / egdu)
0 0

4) Propriété d’isométrie

()] [ ]

1.6 Calcul d’Ito

On introduit un calcul différentiel c’est un outil qui permet de calculer les intégrales sto-
chastiques, On appelle ce calcul < Calcul d’Ito >.

1.6.1 Processus d’Ito

Définition 1.23. Soit (B;);~o est un M.B adaptée a F sur l'espace de probabilité filtré
(Q, F,F, P).

Un processus stochastique (X¢)¢>o est dit processus d’'It6 s’il s’écrit de la forme :

t t
X =Xy +/ bsds—i-/ osdBy
0 0
D’une autre maniere
dXt = btdt + UtdBt

Xy est Fo— mesurable, (by)i~o et (0¢)i>0 sont deux processus adaptés a F; , telle que

fOT |bs|ds < oo P.p.s

fOT los|?ds < oo Pp.s

1.6.2 Formule d’Ito

Théoreme 1.1. Soit f : R — R une fonction deux fois continument dérivable et la seconde
dérivée de f est bornée. On a

F(B) = 1(Bo) + [ F(BaB.+5 [ rBis

17



Chapitre 1 Calcul Stochastique

Théoréme 1.2. Soit (X;);>o un processus d’It6
t t
X, :X0+/ bsds—i—/ odB,
0 0

et g(t, X;) est une fonction deux fois différentiable par rapport a X et une fois en ¢ ( i.e de
classe C1?), on a

t

t 1 t
g(t, Xy) = g(0, X,) —|—/ g.(s, Xs)ds +/ gh(s, X)dX, + 5/ gh. (s, Xo)d < X, >
0 0 0

Proposition 1.1. Soient X; et Y; deux de processus d’Ito, tels que

dXt = btdt + UtdBt
et

dY; = b,dt + o,dB,
Donc
XiY, = XydYy + Yid X+ < X3, Y, >

. t
avec la convention < X;,Y; >= fo os0.ds

1.7 Equation différentielle stochastique

Les équations différentielles stochastiques sont la généralisation des équations différentielles
ordinaires prenant en compte un terme de bruit c-a-d une perturbation aléatoire (stochastique),
on va définir ici la notion d’équation différentielle stochastique. Typiquement, une équation
différentielle stochastique est donnée par :

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt (1 1)
XO =X '

avec b et o des applications boréliennes de R x [0, T'] sont les coefficients de 1’équation (1.1)
et dB; est la différentielle d’'un mouvement brownien B, x € R est la valeur initiale.

En effet, cette équation n’a pas de sens car la différentielle dB; n’a pas de sens (le mouve-
ment brownien n’est pas dérivable). Il faudrait écrire sous forme d’intégrale :

¢ t
X, ==x +/ b(s, X,)ds +/ o(s, Xs)dB (1.2)
0 0

et si 'intégrale stochastique f(f o(s, Xs)dBs a un sens, donc 'équation intégrale (1.2) a un
sens.
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Définition 1.24. Soient B un mouvement brownien et X, une variable aléatoire sont définis
sur un espace de probabilité (Q, F, P), avec B et X, sont indépendants, et soient b et o deux
fonctions de RT x R™.

Un processus X F;—adaptée est une solution de cette équation différentielle stochastique
qui s’écrit sous la forme :

t t
X =X +/ b(s, Xs)ds + / o(s, Xs)dBs
0 0

ou sous forme condensée

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt
X() =T

Le coefficient o est appelé coefficient de diffusion , tandis que b est appelé dérive ou drift.

La solution d’une équation différentielle stochastique (EDS) est appelée processus de diffusion.

Théoréme 1.3. (Théoreme d’existence et d’unicité)

Si b et o sont des fonctions continues et bornées dans [0, T, telle qu’il existe une constante
K < 400 et pour tous z,y € Ret t € [0,7]:

L [b(t, ) = b(t,y)| + |o(t,z) — o(t,y)| < K|z —y|
2. [b(t,2)| + |o(t,2)| < K(1+ |2f)
3. E(|Xof?) < +oo

Alors il existe une unique solution de I’équation (1.2) sur l'intervalle [0, T].

Cette solution est unique dans le sens que (X;)i>o et (Y;)i>0 sont deux solutions d’EDS,
alors 0 <t < T

X, =Y, Pps
1.7.1 Exemples A’EDS
1.7.1.1 Processus d’Ornstein-Ulhenbeck

considérons I'EDS proposé par Langevin (en 1908) qui s’appelle équation de Langevin, s’écrit
sous forme :

{ dX, = —cX,dt + odB, 13)

X(]:JI
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on peut I’écrire aussi

t t
X=Xy — c/ X,ds + 0/ dB, (1.4)
0 0

ouo, x €Retc>0,et Bun brownien indépendant de X,. Cette équation X; modélise le
probleme physique qui est le mouvement d’une particule en suspension dans un liquide.

La solution unique de 'EDS (1.3) est un processus (X;);~0, ce processus est appelé le pro-
cessus d’Ornstein Uhlenbeck.

La formule d’Ito montre que cette solution peut s’écrire sous forme d’intégrale :

t
X, =xe  + O'/ e~ =94, (1.5)
0

1.7.1.2 Modeéle de Black-Scholes

on considere ’EDS suivante :

dXt = bXtdt -+ UXtdBt (16)

On utilise cette EDS en mathématiques financieres pour modéliser 1’évolution de taux
d’intéret, de produit financier ... ; On peut dire que ce modele de Black-Scholes est trés utile
aux marchés financiers.

La solution unique de cette EDS (1.6) qui s’appelle le mouvement brownien géométrique,

s’écrit :
o2
X; = zvexp (b— ?>t+aBt (1.7)

1.8 Changement de probabilité

Définition 1.25. on dit que IP* est une probabilité risque neutre associée a P si :
i) P*(A) =0« P(A) =0

ii) (Si)i>r est une martingale sous P*.

Théoréeme 1.4. (Radon-Nikodym)

Etant donné deux mesures de probabilité équivalentes P et Q (c-a-d si elles ont le méme
ensemble d’évenements impossible ) construites sur 1'espace probabilisable (2, F), il existe une
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variable aléatoire Y a valeurs positives telle que

Q(A) = E"(Yéa4)

Cette variable aléatoire Y est souvent notée %. Et pour tout A € F, 64 dénote la fonction
indicatrice de I’évenement :

1 s7 we A
da=1< 0 sinon

Théoréme 1.5. (Cameron-Martin-Girsanov)

Soit v = {7; : t € [0, 7]}, un processus {F;}—prévisible tel que E¥ [exp(% fOT ’yfdt)} < 0.

Il existe une mesure Q sur (£2, F) telle que

1. Q est équivalente a P

T T
2. ‘é% :exp{—fo %thP—% o 'yfdt]

3. Le processus W = {W2 : t € [0,T]} défini par W2 = WF + f(f vsds est un ({F;}, Q)-

mouvement brownien.

La condition E¥ [exp(% fOT yfdt)} < o0 est une condition suffisante mais pas nécessaire.
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Chapitre 2 Evaluation des options

2.1 Introduction

Nous nous limiterons, dans ce chapitre , a ’étude de deux modeles . Le premier modele
étudie sera le modele binomial qui a été développé indépendamment par Cox , Ross et Rubin-
stein (1979), d’une part , et par Rendelman et Barter (1979) , d’autre part . Le second sera le
modele de Black et Scholes (1973), également développé indépendamment par Merton (1973).
Le modele d’évaluation des options de Black et Scholes reste le plus utilisé dans les milieux
professionnels, alors que de nombreuses extensions ont été et sont encore développées dans les
milieux académiques.

2.2 Concepts fondamentaux

Définition 2.1. (action)

Une action est un titre de propriété d'une société conférant a son détenteur une participa-
tion d'une partie de capital ainsi que des dividendes. Il s’agit donc d’une fraction du capital
de 'entreprise émise afin de se financer sur les marchés, cela vaut certain droits notamment le
droit de participer au succes de I'entreprise, le droit sur les bénéfices réalisés.

La société qui détermine la valeur initiale de I’action, ensuite, en fonction de l'offre et de la
demande va étre évoluer sur les marchés .

Définition 2.2. (Couverture)

Le probléeme de couverture de I'option (hedging) consiste a trouver une stratégie financiere
basée sur les actifs du marché dont la valeur a chaque date t est égale au pay-off de 'option
c-a-d consiste a construire un portefeuille de couverture.

Définition 2.3. (Probléme de pricing)

Un probleme majeur apparait sur les options Call et put. Par exemple dans un Call 1’ache-
teur est toujours protégé car il choisit I’exercice de 'option donc il ne craint rien, par contre le
vendeur son risque est plus grand car sa perte est possiblement inférieur.

Le probleme de pricing d’une option consiste a déterminer la valeur de I'option a toute date
t, souvent appelée la prime, notée C.

Définition 2.4. Un portefeuille est une collection d’actifs financiers détenus par un investisseur
ou un individu sur le marché, c-a-d il désigne le nombre d’actifs ou de produit dérivé qu’il
possede.Ce dernier peut contenir des options, des actions, des devises. . ..

Il s’appelle un portefeuille initial s’il n’y a pas la gestion des risques.

Mais nous on s’intéresse sur les portefeuilles autofinancés pour la couverture des options.
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Définition 2.5. Un portefeuille autofinancé est une stratégie d’achat ou de vente. Un por-
tefeuille I est un couple IT = (¢, ;) avec ¢, est une quantité d’actif risqué S et i, est une
quantité d’actif sans risque R. Sa valeur est donnée par :

I, = ¢St + Y Ry
avec la condition autofinancement :

dHt = ¢td5t + ¢tht

Définition 2.6. (Stratégie autofinancante)

on dit que une stratégie est autofinancante s’il n’y a pas d’ajout ou de retrait d’argent dans
le portefeuille entre le temps t et t+1.

Pour répondre a ces problemes, on a besoin d’une hypothese fondamentale appelée absence
d’opportunité d’arbitrage (A.O.A).

On s’intéresse a I’évolution du marché jusqu’a une date d’échéance T fixé.

Définition 2.7. On dit qu’il y a une opportunité d’arbitrage s’il existe un portefeuille autofi-
nancé II tel que

[Iy=0, I, >0 ,Vt<T ,et P(Illy >0)>0
La notion d’opportunité d’arbitrage, correspond a la notion économique : ”suppose qu’il est

impossible de gagner de I'argent sans prendre de risque a instant donné”. Cette derniere est
reliée a une probabilité risque neutre .

Théoreme 2.1. Il n’existe pas d’opportunité d’arbitrage si et seulement si il existe au moins
une probabilité risque neutre.

Définition 2.8. (Produit financier réplicable)
On dit qu’un produit financier est réplicable ou atteignable, s’il existe une stratégie auto-
financante de couverture de ce produit. Autrement dit, le produit financier S est dit réplicable si

on peut construire un portefeuille qui dépend de différents produits du marché et qui a chaque
instant t vaut .S;.

Définition 2.9. (marché complet)

on considere un marché ou 'hypothese d’A.O.A est vérifiée, ce marché est dit complet si
tout produit financier est réplicable.

On suppose dans la suite que le marché sera complet.
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2.3 Les options

On s’intéresse dans ce chapitre aux options européennes.

2.3.1 Définitions
Définition 2.10. (Call Européen)

Une option d’achat européenne (call) est un contrat qui donne le droit a son détenteur
d’acheter une certaine quantité d’actif sous-jacent (de valeur S; a l'instant t) & une certaine
date future, notée T,appelée maturité, et a un prix fixé dans le contrat, noté K, appelé strike.

L’acheteur ayant donc le droit et non pas le devoir d’exercer 'option a la maturité. Il va
exercer son option si St > K, si non il ne fait rien. La valeur réelle donc échangée a la maturité,

appelée le "pay-off” de I'option, est donc :

(St — K)* = max(Sr — K,0)

Définition 2.11. (Put Européen)
Une option de vente européenne (put) est un contrat qui le droit le droit a son détenteur

de vendre une certaine quantité d’actif sous-jacent a une date future et a un prix fixé dans le
contrat. Avec les mémes notations que pour le call,on obtient que le pay-off du put est :

(K — Sr)* = maz(K — Sr,0)
2.3.2 Les déterminants du prix d’une option

1. Le prix de l’actif sous-jacent : C’est l'actif sur lequel porte I'option de vente ou
d’achat. Il peut étre un actif physique (matieres premieres ou agricoles,...), ou instru-
ment financiers (actions, obligations, taux d’intérét,. . . ).

2. Le prix d’exercice (ou Strike) : C’est le prix auquel I'acheteur de 'option peut ache-
ter l'actif sous-jacent (Call), ou vendre l'actif sous-jacent (Put). Ce prix d’exercice est
déterminé lors de la négociation de 'option.

3. La duré 7 =T —t restant a courir jusqu’a I’échéance de 1’option.

4. Taux sans risque : c’est le taux d’intérét d’un placement sur auquel on préte de 'ar-
gent avec un risque de défaillance nul.

5. La volatilité : est le parametre qui mesure le risque associe au rendement de 'actif
sous-jacent. pour les options, il faut distinguer deux types de volatilités :
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e La volatilité historique

Elle représente la volatilité du prix d’un sous-jacent observé au cours de séances de
négociation sur une certaine période de temps dans le passé.

e La volatilité implicite

La volatilité implicite est un outil clé dans la gestion des risques car elle permet,
a partir de la connaissance d’un prix d’option de mettre en place des stratégies de
couverture et les mesures de sensibilité associées.

2.4 Parité Put-Call

On peut construire une relation entre un Put et Call européen, dans un marché sans arbi-
trage, appelé relation de parité Put-Call. Cette relation est tres pratique pour déterminer le
prix de I'un des deux dans le modele de Black-Scholes.

Avec le Call et le Put européen sont basés sur le méme actif sous-jacent Sr, de maturité T’
et de prix d’exercice (strike) K.

Et pour démontrer cette relation on va considérer deux stratégies de portefeuilles présentant
le méme profil de gain a I’échéance T" donc ayant la méme valeur a tout instant ¢ .

Supposons qu’on achete un Call et on vend un Put avec une maturité 7" et un prix d’exercice
K identiques, donc notre gain ou perte a I’échéance est de

VtE[O,T] Ct—Pt:(St—K)+—(K—St)+:St—K

De plus, si on achete une action et emprunter un montant égal a la valeur actuelle du prix
d’exercice dans un actif sans risque, donc on obtient la relation de parité Put-Call de la forme

Vit € [0, T] Ct — Pt = St — K@T(T_t)

2.5 Modele a temps discret

Le modele binomial était le premier modele qui permet d’évaluer les options, développé par
Cox, Ross et Rubinstein en 1979. Ce modele est tres pratique pour calculer la valeur d’une
option en décomposant l'intervalle jusqu'a maturité en n parties égales pour le rendre plus
réaliste. Il repose sur I’hypothese que le prix de l'action sous-jacent prend deux valeurs a la
période suivante, et donc pour généraliser ce modele en augmentant le nombre de périodes en
n période.

On considere un marché financier qui comporte deux actifs, un actif sans risque R qui
représente l'argent placé a la banque au taux r dont la valeur est notée Ry, et son processus de

prix est donné par

Rt == Roeﬁ
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Et un actif risqué S de valeur Sy en ¢t = 0 et pour tout ¢ > 0 l'actif S peut prendre deux
valeurs différentes, une valeur haute S?* = uS; et une valeur baisse S¢ = dS; avec u et d deux
constantes tel que d < u, donc S; est le processus de prix de l'actif risqué S.

2.5.1 Modele binomial a une période

Considérons une action du prix S; d'un actif sous-jacent, si I’action elle cote aujourd’hui Sy
(le cours de I'action a Iinstant 0) et la valeur de l'option Cj (la prime), dans un arbre binomial
a une période [0, T] cette action peut prendre deux directions possibles une hausse S% > Sy
(avec la probabilité p) et une baisse S¢ > Sy (avec la probabilité 1 — p)

ST
Cu
SO / !
@ \ sS4
Cf

avec le couple (C%, C4) est le prix a 'échéance T.

L’objectif ¢’est de trouver la valeur de la prime Cy. Dans ce cas 13, il est possible de construire
un portefeuille de réplication pour valoriser le prix de I'option qui est composé a la fois d’une
certaine quantité de A action (i.e une fraction d’action d’un actif sous-jacent) et une quantité
de b (valeur d’actif sans risque).

En effet, le couple (A,b) construit un portefeuille de couverture. Donc on va calculer la
quantité de A et b par les formules suivantes :

{Asg+(1+r)b:c;z 21)

ASYL+ (1+7)b = C4

La solution représente la composition du portefeuille dans la modele binomial, qui est donnée
par

_Cp-Cp _ Cr-Cf

A = =
Se— 5L Sy(u—d)

Chu—Cyd  Ch—ASE O — ASS

b: = pum
(I+7)(u—d) 1+r 1+7r

Donc il aisé de déduire le prix du Call en début de période :
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Co=ASy+b (2.2)
De plus, la valeur acquise de cette action s’écrit :
Co = |pCt — (1 = p)Cf|e™ (2.3)
Et on posant

. Soe”—S%_e”—d
T A

Exemple 2.1. Considérons un Call européen qui va étre expirer dans une période pour un
actif sous-jacent une action, le prix de l'exercice est 61 . L’option ne verse pas de dividende,
elle cote aujourd’hui 60 , et ne peut prendre que deux valeurs a 1’échéance T, soit une hausse

de 72 et une baisse de 50 , avec un taux sans risque 7 = 5% et une maturité T' = 3 mois.

On peut illustré ces informations grace a un arbre binomial :

u = 79
v 11
So = 60
[+ Co
T 54— 50
Cd — g

Alors, le détenteur selon cette arbre va exercer son option si St s’éleve au prix de 72 dans
le cas (up) , avec son gain a I’échéance T est :

V= max(Sr — K,0) = mazx(72 —61,0) = 11
Donc il va vendre son Call et empocher sa valeur Cy, ou Cj est la prime versé a I'instant ¢ = 0.

Si non n’exerce pas 'option si Sp diminue au prix de 50 dans le cas (down), donc il prend
le risque de perdre Cy avec le pay-off a I’échéance T est :

C4 = maz(Sr — K,0) = maz(50 — 61,0) = 0
On définit une stratégie pour éliminer le risque a la maturité T et de pouvoir couvrir
son contrat, qui détermine aussi la valeur de la prime Cj, on construit cette stratégie par un
portefeuille de couverture qui contiendra respectivement A d’action (une quantité de part de

sous-jacent) et b valeur d’actif sans risque.

D’ou la valeur de ce portefeuille est :
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72A +1.050 = 11
50A 4+ 1.050 =0

La solution unique de ce systeme (2.4) de deux inconnues est

A=0.5
b= —23.81

Autrement dit, le détenteur achete 0.5 d’action (% d’action ) et emprunte
23.81 , donc il va encaisser a l'instant t=0 la valeur de I'option, qui est égale a :

Co=60xA+b=06.19

2.5.2 Modele binomial a plusieurs périodes

On reprend la modélisation d’évolution du prix sous-jacent d’un modele binomial a un seul
actif risqué dans un monde a plusieurs périodes, considérons un intervalle de temps [0, T] divisé
en n périodes, pour tout ¢ =0,..., N , t; = tg + iAt, avec At > 0 est un petit réel positif.

On a a linstant t = 0 l'actif Sy est connu, et étant données deux réels distincts d < u

vérifiant u.d = 1. Ce modele est restrictif au temps t; = tg + ¢At on obtient i+1 valeurs pos-
sibles donné par

St = Sz’At < {Sodiijuj,j = O,,’L}

avec j est le nombre de hausse , (i — j) le nombre de baisse.

On prend pour les parametres u et d les valeurs suivantes u = eOVAL ot § = e~oVAL , on
peut écrire aussi de cette fagcon ( d= %, u= é ) , et o est une constante s’appelle une volatilité.

Soit une option européenne d’un Call, son pay-off a la maturité T est

T =max (S} —k,0)

Et pour calculer le prix du Call a I'instant initial, cette méthode procede une marche arriere
sur l'intervalle du temps [0, 7], on peut écrire la formule suivante :

Cp=eo (pC% +(1- p)C%)

29



Chapitre 2 Evaluation des options

Avec p est la probabilité hausse , s’écrit

ou At, égale a :
At=T/n
T : la maturité (avec la durée mensuelle on la rend annuelle)
n : le nombre de périodes

Donc, on prend par exemple ’arbre binomial sur I’évolution du prix de I'actif S;, qui cor-
respond a trois périodes est

<
)
R

<
2o
N

du®S,
wSy
u?dSy
duSy

dQUSO

u?dS,
udSy
d*uS,
dSy

ud2 S(]

/N /N

A AN AR

ISH
)
A

d3Sy
Exemple 2.2. On va prendre une action qui cote aujourd’hui Sy = 80 , son échéance est T' = 6

mois, le taux sans risque r = 5%, la volatilité du titre o = 40%, et le prix d’exercice de actif
K =85 . Le Call de cette action va étre évaluer sur 3 périodes.
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En effet, on va d’abord calculer At et les les parametres u et d :

6

At = T/n —
n=13

><1—0166
5 =0
et

d=e VAt — 1 _ () 8496

u_

{ u = VAL = DAV0I66 — 1 1770

Maintenant, il faut calculer la probabilité risque neutre p est

erAt _ d 60A05><0.166 _ 08496
- - — 0.4848
P=="4 1.1770 — 0.8496

et la probabilité baisse égale a (1 — p) = 0.5151

A Taide d’un arbre binomial on va décrire la dynamique de actif S :

130.442

110.826

/\

94.158

94.16

94.158

79.99

/\

67.966

94.158

79.99

/\

67.966

N/

v
AN

67.968

67.966

/

/\

D7.745

49.06
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L’étape suivante, on calculons la prime c’est le prix du Call a I'instant ¢ = 0

130.422 — 85 = 45.442
94.158 — 85 = 9.158
67.966 — 85 =0

49.06 —85 =0

mazx(Sr — K,0) =

On continue le calcul avec cette formule,

Oy = oo (po;f - p)o%)

1. (0.4848 x 45.442 + 0.5151 x 9.158)e~0-05(0-166) — 26 596
2. (0.4848 x 9.158 4 0.5151 x 0)e~%05(0166) — 4 403

3. (0.4848 x 0+ 0.5151 x 0)e~0-05(0-166) —

4. (0.4848 x 26.526 + 0.5151 x 4.403)e=0-05(0-166) — 15 (02
5. (0.4848 x 4.403 4 0.5151 x 0)e~%-05(0166) — 2 116

6. (0.4848 x 15.002 + 0.5151 x 2.116)e~05(0166) — g 293
Donc la valeur de 'option de I'actif S a la date initiale t = 0 égale a Cy = 8.293

On va illustrer ces informations dans ’arbre :
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Sut = 130.442
L 0" =45.442
Sur = 11(.826
Cu = 26.526
/ Y Gt — 94,158
Cdv’ = 9,158
SU = 94.16
CU = 15.002
\ Sutd — 94,158
Cv*d = 9.158
Sud —79.99 7
Cvd = 4.403
S = 67.966
c¥e =0
So = 80
Cy = 8.293
Su*d — 94,158
Cu*d = 9.158
Sud —79.99 7
Cud = 4.403 |
/ S — 67.966
Cdu =
Sd = 67.968
C1=2.116
\ Sud® — 67.966
. Cud2 — 0
S& = 57.745
c* =0
" 8% = 49.06
c® =

2.6 Modéele a temps continu (Black et Scholes)

Le probleme traité par Black et Scholes est 1’évaluation et la couverture d’une option eu-
ropéenne sur une action ne distribuant pas de dividendes. De plus, il repose implicitement sur
les hypotheses supplémentaires, et notamment que :

e il n’y a pas de frais de transaction lors des achats et ventes d’actions ou d’options.

le taux d’intérét sans risque existe et il constant.

les actifs sont divisibles a l'infini.

Le marché est complet.

Le temps est continu.

Il n’y a pas d’opportunité d’arbitrage.
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e La volatilité est connue et constante.

e Le cours de 'action S suit un processus d’évolution stochastique en temps continu ap-
pelé mouvement Brownien géométrique et défini par(EDS) :

dSt = St(,udt + Uth)

de solution explicite

o2
Sy = Spexp (O‘Wt + <,u — ?)t)

Les coefficients de dérive p et de diffusion o sont constants et W; un mouvement brownien
standard, Sy est le cours observé a la date 0.

2.6.1 L’EDP du modele de Black-Scholes

Dans ce paragraphe on va présenter une facon de résoudre le probleme de I’évaluation et
de la couverture d'une option, par la dérivation du prix d’arbitrage selon Black et Scholes. On
suppose avoir un marché financier ou il y a :

1. Un actif sans risque dont le prix S° vérifie

dsy = SPrdt (2.5)

ou r est une constante.

2. Un actif risqué dont le prix S; vérifie

On s’intéresse a une option européenne de prix noté F; a U'instant ¢ (0 < ¢t < T), sur actif
risqué S (ayant I’équation (2.6) comme élément représentative de I’évaluation de son prix), qui
rapporte a son détenteur H = h(S(T")) a I'’échéance T (ou h est la fonction pay-off), alors on
a:

De plus, il existe une application u € C?([0, T]xR,, R, ) telle que pour tout 0 < ¢ < T, ona:

Et = u(t, St)
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On peut donc appliquer le Lemme d’It6, ce qui nous donne :

8 Ou 82

En remplace dS; par I’équation (2.6) , on obtient :

252 82

(8, 50) + 2 98?2

0 ou
1B, = (a—?@,st) st Ny syaw, (27)

ou

05,

Etant donné qu’on est dans un marché complet, alors il existe un portefeuille qui se présente
comme suit :

Vr(X,Y) = X, SY+ V.S, Vtel0,T]

X; : donnant & chaque instant t la quantité d’actif sans risque de zéro-coupon, noté S?,
détenus dans le portefeuille.

Y; : La quantité de 'actif risqué S dans le portefeuille a chaque instant, telle que la
richesse Vr associée a 'instant final T soit :

VT(Xv Y) = h(S(T)) = Er

On suppose que

dVi(X,Y) = X, dS? + Y,dS, (2.8)

(condition d’autofinancement)

Or en remplagant (2.5) et (2.6) dans I’équation (2.8) , on trouve :

dVi(X,Y) = (rX,Sy + uY;Sy)dt + oY, S, dW, = dE, (2.9)

En comparant cette équation avec 1’équation (2.7), on obtient 1’égalité suivant :

ou
UY;St O'Stas (t St)
D’ou
ou
Yt — a_svt(ta St)
Et d’autre part
ou ou 0252 9%u
T’XtStO + ,UKSt = E(t, St) /,LSt ot (t St) 2 852 (t St)

et on a

U(t, St) = XtStO + Y;St
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D’ou

U(t, St) — Staa_gt(t; St)
Xt — S?

En utilisant le résultat précedent, nous obtient

ou ou 02S? 9%u

815 (t St) +7'Sta (t St) 2 652 (t St) (t, St)

avec pour condition terminale u(T, St) = h(S(T))

Tout d’abord nous transcrirons ’équation de Black et Scholes pour une option Call eu-
ropéenne, notons C(S,t), qui correspond au u précédemment, ou S représente le prix du sous-
jacent et ¢t € [0,7], T étant maturité.

oC oC 0252 9*°C

E(t, St) + Tsta(t, St) 2 852 (t St) = C(t, St) (210)

Avec C(T,S;) = h(Sr) = (Sr — E)*

Une condition nécessaire et suffisante pour que ces relations soient satisfaites est que C soit
solution de ’'EDP parabolique suivante :

5 (1) +ral (0) + G GE (h ) = rC(ta) Vi€ [0,T).x € Ry

Avec C(T,x) = h(z), Vo € Ry

C’est I'équation aux dérivées partielles de Black Scholes.
2.6.2 Résolution analytique de I’équation de Black-Scholes dans le
cas d’un Call et d’'un Put européen

Pour résoudre 'EDP de Black-Scholes, on va procéder a divers changement de variable pour
se ramene a une équation de la chaleur de type :

ou _ d*u
or ~ 0z?
{ u(z,0) = ug(x)

De solution u définit comme suit :

w(w, ™) = 5= [ u(y, 0)e T
U(.T, 0) = UQ(.T)

Pour obtenir ce type d’équation, on procede tout d’abord a un changement de variable qui
permet de supprimer les coefficients de S et S? de ’équation de Black-Scholes. Pour ce faire on
pose :
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S = FEe”
2T

C(S,t) = Ev(r,x)

Alors a partir de ce changement de variable on a :

v(T, ) = %C(Eex,T - 2—2)

g

2

avec x = In(S/E) et 7 = G (T —t).

Ensuite on dérive I'expression C'(Fe®, T — 27 /0?) une fois par rapport a 7 et deux fois par
rapport a x :

e par rapport a 7

ou_1(oco ocosy_ 2 oc
or E\otor 0Sor)  o2FE ot
D’ou :
oc_ B0
ot 2 Ot

e par rapport a x

ov_1 (0o ocosy _soc
or E\0tdr 0S0x) EOIS
D’ou :
oc _ B0
9SS ox
Qo0 (0v\_ 0 (SICY_ 0 (50C\05 _S0C | S*0C
or2  0x\ox) 0Ox\EOS) OS\EJS)ox EIS E 052
D’ou :

PO _(#0 o\ B
052 \0x2 Oz ) S2

En introduisant ces équations dans I'EDP de Black-Scholes (2.10) on obtient :

o2 E Ov ov o*E [(0*v Ov
2 Or ox 2 \0x?2 Ox

B+ —— ———>—7~Eu:o
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.. 2
On divise sur —%

ov 0% v
(1l —a) = =0 2.11
or o PTG, ta (211)
avec a = )
Ainsi pour résoudre ’équation, on passe du domaine

te 0,7
SeRy

Au nouveau domaine

z € R

{Teméﬂ
Nous avons alors comme condition initiale (en 7 = 0 puisque la condition est en t = T)

1 1
v(x,0) = EC’(Eew, T) = Emayz:(Eem — E,0) = max(e® —1,0)
On applique un changement de variable, soit a et 8 deux réels on cherche v sous la forme

v(z, ) = Pz, 7)

On dérive v par rapport a 7 une fois et deux fois par rapport a x :

31} _ _ax+pT @
5, = ¢ (87’ + ﬁu(:ﬁ,r))

O e[ Ou
il (895 + OéU(iE,T))

9 2
% _ eaa:-f—ﬂT <% + 2&% + a2u(l‘, 7—))

On remplace cela dans ’équation (2.11)

———+(1—a—2a)—u+(ﬁ—a2+a—aa+a)u:0
T
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On doit éliminer les termes en 2% et u, pour cela on résolue le systeme :
oz )

l—a—-2a=0
B—a?’+a—aa+a=0

Ce qui donne

D’ou

vlw, 1) = G(T>x+(_(1?)2>7u(x,7) (2.12)

Elle est ici complet la condition initiale v(z, 7 = 0)

1—a

u(z,0) = 3% (x,0) = e(%)xmax(ex —1,0) = max <€1§“:c _ e O>

u vérifie alors

ou _ u
or = 0z? L
{ u(z,0) = e 7 ¥ max(e® — 1,0)

La solution analytique de cette équation est :

1
27T

(y—

oo 1—a 1)2
/ e T Wmaz(e? —1,0)e” = dy

u(z, ) =

On note que :
e Siy<0:max(eV—1,0)=0donc u(z,7)=0

e Siy >0:max(e?—1,0) =eY—1 donc
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On utilise le changement de variable b = (i//;) , sachant que y = bv/27+x et donc dy = v27db

On détermine

1 [t 2
u(z, ) = ﬁ/@ uo(bV21 + :E)edeb

1 +o00 " .2 1 —+00 a 92
ulz,m) = 5= / TN — / TV 5 g
Ve ~5%= VT —52

On détaille le calcule de la primaire intégrale I; (celui de I est similaire), dont on va essayer
de le ramener a la loi de répartition normale centrée réduite :

L B PESEr R g
L = —F el 2 Tt e 2 db
2/ g%

Nous avons la relation (2.12) dont on lui ajoute la quantité 6(12@ , ce qui donne :

+o0
2\/m e

Apres simplification on obtient

2
o Ha (1+a) %( +1 27)
L = db
1 2\/— /

On pose : p=0b— aﬂ)\/ 27, et donc dp = db

Lorsquon b -+ ——~=onap — ——= — a—“\/ 27, donc l'intégrale devient :
f \/Z
R s Foo w2
I, = e zd
! 2ﬁ T a+1\/§ P

Nous notons que la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite s’écrit sous la
forme suivante :
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On pose également d; = &= + “y/2r

1 a 2
On obtient alors : I; = "2 ”%T(l — N(—dy))
Or, pour tout dy € R, on a N(dy) + N(—d;) =1

Finalement :

)2
{ []_ ea21fl7 (14) TN( ll)
€T a+1
dl _2+Tw/‘27-

Par un calcul similaire on obtient :

— a— 2
{ ]2 == 6a21x+( 41) TN(dQ)
T a—1
dg = \/—27_ + N 2T

Dou u(z,7) =11 — I
Maintenant on calcul la valeur de C'(S,t) a partira de u(r, ).
On a C(S,t) = Ev(t,z) et v(x, 7) = @@ Fy(z, 1), alors C(S,t) = BBy (x, T)

Ainsi que :

On développe notre solution

l—a 1+a)? a+1 1+a)? a—1 a—1)2
C(S,t) = Be'z a5 (e§$+(+4)TN(d1) — e ’”+(4)TN(d2))
— Ee*N(dy) — Ee~*"N(ds)

D’ou

C(S,t) = SN(dy) — Ee " T"YN(dy)
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Avec

1n§+(r—f’22) (T—1)
d1 = = dl — 0 (T — t)

Nous avons trouvés 1’équation qui caractérise le prix d’une option Call européenne, main-
tenant on peut utiliser la relation Call-Put pour obtenir I’équation d’'un Put européenne(de
méme maturité et de méme Strike F).

C(S,t) — P(S,t) =S — Ee "™
Donc :

P(S,t) = SN(dy) — Eefr(Tft)N(dQ) — S 4+ EBe Tt

Apres simplification on trouve :

P(S,t) = Be " T"YN(—dy) — SN(—d,)
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Chapitre 3 Modeles stochastiques des taux d’intérét

3.1 Introduction

L’incertitude sur les mouvements futurs de taux d’intérét est une partie importante du fi-
nancement, parce qu’ils affectent la majorité des agents qui ont une certaine aversion au risque,
et le risque est lié en particulier au taux d’intérét. Pour permettre aux agents d’anticiper les
risques futurs et contrent tous dangers éventuels qui peuvent menacer leur investissement, ils
doivent effectuer une étude sur la structure par terme de taux d’intérét.

Afin d’étudier le comportement des taux d’intérét dans un environnement incertain stochas-
tique, nous avons estimé qu’il est bon d’aborder dans la présent chapitre, la notion de taux
d’intéret et ses types, et quelques autres notions et points nécessaires pour nous faciliter.

3.2 Définitions et notations des taux de base

Définition 3.1. ( La structure a terme des tauz )

La structure par terme des taux d’intérét (ou courbe des taux) est la fonction qui, & une
date donnée, associe pour chaque maturité le niveau du taux d’intérét associé.

Définition 3.2. L’intérét consiste en une rémunération du capitale prétée, versée par I'emprun-
teur au préteur, il est fixe lors de la conclusion du contrat comme un pourcentage du capitale
prétée.[10]

Un taux d’intérét est un prix qui s’applique a une somme d’argent prétée ou empruntée. Pour
I'emprunteur ou débiteur, le taux d’intérét est le prix qu’il faut payer pour emprunter de I’ar-
gent. Pour le préteur ou créancier, c¢’est la rémunération pour le service qu’il rend a I’emprunteur
ainsi que pour le risque qu’il encourt de ne pas étre remboursé. Ce taux est calculé an pour-
centage de la somme empruntée ou prétée.Le taux d’intérét se détermine ainsi :

_Sr—SpX

TR
Sp

100

Avec

e TR : taux d’intérét
e Sr : somme remboursée
e Sp : somme prétée

Ce taux dépend de conditions du marché, de la longueur du prét (court terme, moyen terme,
long terme) et de la réputation de 'emprunteur.

Définition 3.3. ( Le taux d’intérét instantané [20])

Le taux 7(t) est le taux instantané au comptant, porté par un prét devant étre remboursé un
instant apres (la durée de cet instant étant infiniment petite). Il peut donc étre défini comme

la limite du taux d’intérét R(t,T) = —%, quand la maturité 7" tend vers t.
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Formellement, on écrira :

. . InB(t,T

Définition 3.4. (Taux d’intérét forward )

Un taux d’intérét forward est un contrat effectué a I'instant t, on dit qu’il est instantané
pour la maturité T' la quantité

01
f(t’T) - ngj(—vt’T)

Et on a
B<t7 T) =e ftT f(tu)du

Peut on définir les prix de zéro-coupon forward a la date t pour I'expiration 7T et la maturité S
par

B(t, S)

B(t,T)

B(t,T,S) est la valeur vue a la date ¢ du montant a payer a la date 7" pour acheter 1’obli-
gation zéro-coupon qui versera un euro a la date S .

B(t,T,S) =

Définition 3.5. (Tauz court et taux long )
Le taux d’intérét est varié avec la durée de ’emprunt. Communément :

- le taux court terme est un taux appliqué aux opérations dont la période n’excede pas
deux ans.

- le taux moyen terme est un taux appliqué aux opérations dont la période est comprise
entre deux et cinq ans.

- le taux long terme est un taux appliqué aux opérations dépassant les cing ans.

Définition 3.6. (Tauz zéro-coupon )

Le coupon correspond a la somme d’argent versée par l'emprunteur aux dates fixées a
I’avance, et qui correspondent a des intéréts sur le marché.

Le taux zéro-coupon est le taux d’intérét obtenu sur un investissement qui n’engendrera
aucun détachement de coupon intermédiaire jusqu’a la maturité.

Définition 3.7. (Obligation zéro-coupon)
Une obligation est un titre de créance négociable ou un actif financier de durée déterminée

rapportant un intérét généralement fixe appelé coupon (les coupons sont payables a des inter-
valles de temps réguliers, tous les ans, tous les semestres, voire tous les trimestres ), émis par
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des entreprises publiques ou privées, elle est représenté comme une dette financiere a moyen,
long terme.

On dit que l'obligation est de zéro-coupon lorsqu’elle ne verse aucun coupon pendant la
durée de vie du titre, en effet les intéréts sont versés en totalité a I’échéance de I'emprunt.

Définition 3.8. (Risque de tauzx d’intérét )

Le risque de taux d’intérét correspond a de possibles pertes économiques dues au désinvestissement
ou au réinvestissement des flux monétaires. Il occasionne un risque de moins-value temporaire
ou définitif en capital.

3.3 Equation aux dérivées partielles des taux

Nous pouvons obtenir une EDP reliant aux prix des zéros-coupons dans le cas du modele
Black-Scholes, sous la probabilité historique P on suppose une dynamique générale du taux spot

dry = p,(t,r)dt + o, (t,r)dW; (3.1)

avec p le drift du processus (7¢)icr, et o sa volatilité, W; est un mouvement brownien stan-
dard. Le prix zéro-coupon est une fonction du taux court (spot) : B(¢t,T) = B(t,r,T) ou B est
une fonction réelle, en supposant que la fonction B soit réguliere et de classe C?, on a par la
formule d'Tt6 (T fixé) :

(E,t 2 1 1288 (¢ T)dt + 0,9 (t,r, T)dW,

(3.2)
= B(t,T)u(t,r,T)dt + B(t,T)o(t,r,T)dW,
Ou
{ M(ta r, T) = B(t,lr,T) ( It + /Lr or + Qar a_B> (tv T, T)dt (33)
o(t,r,T) = 5022 (t,r, T)dW,

B(t,r,T)

D’apres le théoreme de Girsanov, on suppose qu’il existe une prime de risque, fonction du
temps et de taux court (A(¢,7), (t,7) € Ry x R), tel que

t
W, =W, —i—/ A(s,r)ds
0

est un mouvement brownien sous Q. L’équation de diffusion de r sous la mesure risque
neutre Q est donnée par,
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dry = (e (t,7) — Nt, 7)o (t,7))dt + o, (t, 7)dW,

La dynamique du prix zéro-coupon sous Q est

dB(t,T) = B(t,T)(u(t,r, T) — Xt,r)o(t,r,T))dt + B(t, T)o(t,r, T)dW, (3.4)

On note que le prix actualisé B(t,T)/S est une Q -martingale, le terme de tendance de
B(t,T) doit étre égal a ry sous Q, soit

p(t,r, T) = At, r)o(t,r,T) = ry

Remplagons les expressions de p et o trouvées en (3.3), on obtient

OB OB 1 _28%B OB __

2
98 4 (ur — Aoy) 2B + 10288 —rB =0

Cette EDP est associée a la condition terminale B(7,r,T) = 1.

3.4 Modélisation des taux d’intéreét

Les modeles de taux d’intérét sont utilisés principalement pour ”pricer” et couvrir des obli-
gations et des options sur obligations. Il existe deux catégories principales de modeles : les
modeles d’équilibre et les modeles sans arbitrage.

Dans la partie suivante, nous présenterons certains des modeles de taux d’intéret les plus
utilisés a un facteur et a deux facteurs.

3.4.1 Modeles de taux d’intérét a un facteur
3.4.1.1 Modeles d’équilibre

I. Modéle de Vasicek

Le modele de Vasicek (réalisé en 1977) est le modele d’équilibre classique. Il permet de modéliser
le taux instantané a court terme, on utilise le processus d’Ornstein Uhlenbeck, qui est défini
par la formule suivante :

dry = bla — ry)dt + odW, (3.6)
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Avec

a, b et o sont des constantes positives et W un mouvement brownien.

(ry) : le taux au temps t.

a :correspond a la valeur d’équilibre, la valeur moyenne de long terme du taux r.
b : étant la vitesse de retour a la moyenne de long terme.

o : est la volatilité du taux court.

Le terme dt du processus d’Ornstein Uhlenbeck s’interprete classiquement comme un retour
a la moyenne long-terme a avec une vitesse de retour a la moyenne b. Ceci veut dire que si ()
est supérieur a a, alors, le terme b(a—1;) est négatif et r, diminue dans le temps pour se rappro-
cher de la valeur moyenne a, a la vitesse b. A I'inverse, si r; inférieur a a, dans ce cas le terme
b(a—ry) est positif et r, aura tendance a augmenter pour se rapprocher de la valeur moyenne a .

On a vu que la solution de ’'EDS du taux court est :

t
re =a+ (rg —a)e ™ + 0/ et =gy, (3.7)
0

On voit que le taux court est Gaussien, de moyenne et de variance :

E(r) =a+ (rg—a)e™

2

g
Vir:) = 5%

(1 _ e—2bt)

e Passage a la mesure risque-neutre :

Nous prenons une prime de risque constante, A tel que dW, = dW, — Adt, cela donne :

dry = b(a — )dt + o(dW, — \dt)
= b(a — oA/b—rp)dt + odW,

On voit donc que sous Q, le processus du taux court reste un processus d’Ornstein-Uhlenbeck,
de mémes volatilité et vitesse de retour a la moyenne, mais la valeur d’équilibre modifiée :

a=a—o\/b

L’EDS du taux court sous Q est donc :

dry = b(@ — 1) dt + odW, (3.8)
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1) La solution de ’EDS

t
ri=a+(ro—ae " +o /0 e = qTy, (3.9)

Ou rg représente le taux a 'instant 0.

Demonstration 3.1. On va démontrer la solution du modele de Vasicek (3.9), On applique le
lemme d’Ito & f(r;,t) = €%, ce qui donne, apres simplification :

df (ry, 1) = baebdt + o’ dW,

Apres intégration, nous avons :
t ~
ery = 1o+ a(l — ) + a/ e’ dW,
0

t
re=a+ (ro—a)e "+ a/ e b= qiv,
0
D’une maniere générale,
t ~
re=a+ (rg —ae " +o / et qw, (3.10)

On remarque que 7 est alors un processus gaussien sous Q (en supposant que r( est gaus-
sien) de moyenne et de variance :

(variance inchangée)

Demonstration 3.2. fot e Y= W, est conditionnellement & F, une martingale gaussienne

de moyenne nulle et de variance f(f e 2= (s,

2) Le prix de zéro-coupon

Le prix d'un zéro-coupon de maturité T, noté B est donné par la formule :

B(t,T) = Eqg <e— i rads /]—'t>
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. , . T
Pour valoriser un zéro-coupon, nous avons besoin de calculer j; reds.

fT reds = j;T b(a —rs)ds + ftT odW,

t
T N T .5
T’T—Tt:—bﬂ rsds+ba(T—t)+j; odW,

bftT reds =1 —rp +ba(T —t) + ftT odW,

En remplagant rr par sa solution (3.10) nous obtenons

T 1 — e—b(T-1) T e b(T-t) |
/ reds = (ry — CNL)T +a(T —1t)+ / UTdWs (3.11)
t t

. . p: T P . o
ry est un processus gaussien, l'intégrale ft rsds est également gaussienne conditionnellement

a F;. On peut calculer directement la moyenne et la variance conditionnellement a F; du ftT reds.

T 1 — o b(T—1)
E / rads/F, | = (= )~ —— + (T 1)
t

2
Var ( ftT Tst/]:t) =F ( ( ftT 0—176_2@_8) dWs) /]—"t>
2
= g2 j;T <1—eZ(Ts)) ds
2
= _% (1 _ eb(Tt)) + 2_22 (T i 1_EZ(Tt))

(Rappel :Si X ~ N (u, 02), alors E(eX) = ett29")

En utilisant les calculs précédents, la formule de zéro-coupon devient :

B(t,T) = exp{ - E(ftT rsds/ft> + %Var(ftT rsds/]-'t> }

2
= exp{(& - Tt)li%z(rr_t) - d(T — t) — % (1 — e_b(T_t)> + ;_;2 <T —t— le_Z(T—t)> }

,efb(Tft) o _ _
= 696]9{ — Roo(T — t) + (Roo — 1) 27— — 25 (1 — e P12
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2

N = g
ou R =0 — 53

Du prix d’un zéro-coupon on peut extraire directement le taux zéro-coupon, par la relation

R(t’ T) — —lnB(t,T)

T—t

2
_ 1—e—0(T—1) o2 —b(T—
= Roo — (Roo - rt) b(T—t) + 463 (T—t) (1 — € ( t))

3) Limites du modéle de Vasicek
L’avantage de ce modele est qu’il possede une solution explicite.
Les inconvénients de ce modele sont :
e Les taux courts instantanés peuvent prendre des valeurs négatives car il est gaussien.

o Les taux des différentes maturités sont parfaitement corrélés entre eux (probleme de tous
les modeles de taux court a 1 facteur).

e Impossibilité de reproduire exactement la courbe des taux initiale du marché (apres pas-
sage a la mesure risque neutre). Les trois parametres a, b et o ne suffisent en général pas
pour correspondre au prix du modele et au prix du marché.

Exemple :

Supposons simplement que la courbe des taux soit plate

B(0,t) =e™® Vt>0 < R(0,t)=3 Vt>0

pour une constante § > 0, en regardant l'expression de R(0,t), que ce n’est tout simplement
pas possible dans le modele de Vasicek.

II. Modele de Cox-Ingersoll-Ross (CIR)

Le modele CIR a répondu au probleme de la positivité du taux court. Ce modele a été
proposé par Cox-Ingersoll-Ross en 1985.

On suppose que sous la probabilité risque neutre Q, le taux court instantané r est modélisé
par I’équation différentielle stochastique suivante :

dry = b(a — ry)dt + o/rdW; (3.12)

Ou W est un processus de Winer,
avec b, a et o sont des constantes positives vérifiant la condition 2ba > ¢? qui permet de

s’assurer la positivité du processus r;. Contrairement au modele du Vasicek car le terme en
dt de I’équation est suffisamment important cela signifie que le taux court ne prendra pas des
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valeurs négatifs et des qu’il atteindra 0, il revient sur le champ positif.

De plus le drift du processus CIR s’interprete le retour a la moyenne comme dans le cas
du modele précédent.

La solution de I’équation différentielle stochastique n’est pas explicite, mais on peut calculer
explicitement le prix d’un zéro-coupon.

1) Le prix du zéro-coupon
Supposons que \; = \,/r; comme prime de risque, soit dW; = dW, — Ay/rdt sous la proba-
bilité risque neutre le taux court suit une dynamique de la méme forme :
d?"t = B(d — Tt)dt + U\/T_tth

e ~
avecb—b+)\aeta—b+‘;\a

On utilisons I'équation aux dérivées partielles des taux satisfaite par le prix zéro coupon
B(t,T) = B(t,r,T) dans le modele CIR est

OB - OB 1, OB
5 4 o= _yrB= 1
BT +b(a — ) 5 +30 roa 7 0 (3.13)

avec la condition terminale B(T,r,T) =1

Pour résoudre cette EDP, on cherche la solution du prix B de la forme

B(t,r,T) = ®(T — t)eT=0r (3.14)

Ensuite, on note 7 = T' — ¢ et en remplagant dans 'EDP précédente (3.13), on obtient

—@' (1) + D(7) A (1)r — Z~)(C~L —r)P(1)A(T) + %UZT(I)(T)A2(T) —rd(r) =0

L’identification des coefficients de r dans la relation ci-dessus conduit aux EDO satisfaites
par ® et A :

A'(T) + bA(T) + s02A%(1)—1=0
{ (3.15)

—'(1) — baA(T)®(t) =0

avec les conditions initiales $(0) =1 et A(0) =0

La résolution de ces équations différentielles ordinaires donne des expressions explicites de
A, ® et donc B(t,r,T).
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La premiere équation du systéme (3.15) est une équation de Riccati, donc c¢’est possible de
lui trouver une solution, que ’on réinjecte dans la deuxieme équation pour déterminer A.

* Equation de Riccati
Une équation de Riccati est une équation différentielle ordinaire de type
y' = a(z) + b(x)y + c(z)y’

ol a et b sont des coefficients différents de zéro. En général, nous ne pouvons pas la résoudre,
mais il existe une méthode de résolution dés que 1’'on en connait une solution particuliere.

Donc par un changement de variable z = ¢(z)y, on obtient alors

2 =224 2(b(x) + () /c(z)) + c(z)a(z)
Ainsi, on pose z = —u'/u
D’ou

u” — (b(x) + ' (x)/c(x))u' + c(x)a(z)u =0

En effet, la solution de I’équation initiale est y = —u'/(c(z)u), et cette équation est utile
pour valoriser le prix du zéro-coupon dans ce modele CIR.

La solution générale des fonctions ® et A est,

A = — 27— 1)
(b+p)(erm = 1) +2p

5(r) 2pebte)T/2 1\ o
T) = -—
(erm —1)+2p

Demonstration 3.3. Dans le systeme (3.15), on a la seconde équation dépend des fonctions
® et A d’ou l'on peut pas résoudre avant qu’on résoud la premiere équation, il s’agit d’une
équation de Ricatti elle uniquement écrite en fonction de A, Donc on a

A(r) = 1-BA(r) — So*r A%(r)

Appliquons la méthode classique de ’équation , on obtient
"o g 1 2
u' +bu — g u= 0
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Le polynome caractéristique associé est

~ 1
v2—|—bv—502:0

Les racines du polynome sont

L ~b+ VB2 + 202
B 2
La solution de u est de type
u = Ae"7T 4+ e
En effet, on a A = —u//(—55u), donc on déduit que

/\17’16T1T + /\QTQGTQT

—%0’2(>\16T17 + )\26777-)

A(T) = —

On utilisons la condition initiale A(0) = 0, on trouve

Remplagons dans A(7), on obtient

; _%GTIT + er27
Posons que p = V1% + 202, apres quelques simplifications nous avons le résultat

Ar) = — 2(er™ — 1)
(b+p)(erm — 1) +2p

En injectant cette solution de A(7) dans la deuxieme équation, et en déduit

2ba

o) — (200 )
T) = _—_—
(erm —1)+2p

Finalement la courbe des taux dans le modele CIR, est alors

95



Chapitre 3 Modeles stochastiques des taux d’intérét

R(t,T) = —75InB(t,T)

= —ﬁln <CI>(T — t)eA(T_t)T)

2) Limites du modele CIR
L’avantage du modele CIR | le taux d’intérét est toujours positive.
Les inconvénients de ce modele sont :
e Les taux de ce modele correspond a des maturités différentes sont parfaitement corrélées.

e Le modele ne se calibre pas parfaitement sur la courbe des taux initiale .

Remarque 3.1. Les modeles de Vasicek et de Cox-Ingersoll-Ross présentent un grand défaut :
les prix générés a l'aide de ces modeles ne correspondent pas toujours aux prix du marché.
Ce probleme fut résolu par les modeles sans arbitrage dans ces modeles contrairement aux
modeles d’équilibre, le drift et I’écart-type instantané des équations différentielles stochastiques
dépendent du temps.

3.4.2 Modele sans arbitrage

II. Le modele de Hull White a un facteur (Vasicek étendu)

Ce modele a un facteur a été proposé par Hull and White (en 1990), est une simple exten-
sion du modele de Vasicek. En effet, la différence réside pour le parametre de moyenne a long
terme a, constant dans le modele de Vasicek, qui varie maintenant en fonction du temps.Ils ont
supposé que sous la probabilité risque neutre Q, I’évolution du taux d’intérét court r représenté
par le processus de retour a la moyenne suivante :

dry = (a; — br(t))dt + odW; (3.16)

Ou a; une fonction positive déterministe dépendant du temps. Ce parametre controle le
moyen long terme. Le parametre b une constante positive correspondant a la vitesse de retour a
la moyenne. Le parametre o une constante positive correspondant a la volatilité du taux court.
W, est le mouvement Brownien.

Notons :

e BM(0,t) le prix de I'obligation zéro-coupon de maturité T observé sur le marché a la
date 0.
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e fM(0,t) le taux instantané forward associé fM(0,¢) = 2 In(BM(0,t))

L’intérét du modele c’est que le modele Hull White reproduit exactement la courbe de taux
zéro-coupon de marché a l'aide de la fonction déterministe suivante :

- orv M o’ —2bt

1) La solution de 'EDS

En utilisant la méme astuce que pour le modele de Vasicek, et donc, le processus d’Ornstein
Uhlenbeck, nous pouvons trouver la solution de (3.16) :

t t
e = roe + ebt/ a;e”ds + aebt/ ePsdW,
0 0
On peut réécrire cette équation de la forme suivante :

t

re=1re 7 4oy — aemt) 4 a/ e W, (3.17)

s

avec

2

g _
o = fM(O,t) + 2_l)2(1 —e bt)2

On conclut de 'expression (3.17) que dans le modele de Hull and White, le taux court r(¢)
est gaussien, de moyenne et variance :

Eo(ry/F) = ree 79 4 oy — a,e %)

2
Varo(r/7) = 55 (1= 209

2) Le prix du zéro-coupon

Le prix du zéro-coupon de maturité T a la date t, pour le modele de Hull-White est donné
par ’équation

B(t7 T) = E(e_ ftT Tsds>
T

= eap{E(— [, r.ds)+ Var(— LT rsds)}

Avec

57



Chapitre 3 Modeles stochastiques des taux d’intérét

b b b

T 1— —b(T'—t) T 1— —b(T—s)
E( —/ rudu> = —rte— —/ ase—ds
' b ¢ b
T T /o\ 2 2
ol ) G ey
t t b

T _ o —b(T—1) T _ —b(T—s) T 1 _ —b(T—s)
1 1 1
/ rudu:rte——l—/ ase—ds—l—/ ae—dWS (3.18)
t t t

D’ou

1 — e (T T _ o=b(T-s) 1 (7 2 2
B(t,T) =exp| — Tte— — / ase—ds + _/ g 1 — e T=9) 4g
b t b 2 J; b

3) Limites du modeéle Hull White a un facteur

L’avantage de ce modele :

e Le modele se calibre parfaitement sur la courbe des taux initiale.

Exemple : Sil’on revient a I'exemple de la courbe des taux plate (qui ne pouvait étre calibrée
parfaitement par le modele de Vasicek), on voit que dans Hull-White cela donne comme choix
pour a; : Si R(0,t) = § pour tout ¢, alors on voit directement que f(0,t) = J pour tout t.

On voit donc que a; est bien une fonction de ¢, on quitte donc le cadre de Vasicek.

Les inconvénients :

e Possibilité de taux négatifs (on peut refaire la méme extension que dans le modele de
Vasicek : CIR++).

e Modele a un facteur, parfaite corrélation entre taux de différentes maturités.

3.4.3 Modele de taux d’intérét a deux facteurs

Les modeles a un facteur sont particuliers. Ils ont des limites quand on parle des produits de
taux avec différentes maturités. Ces modeles impliquent que les taux évoluent de fagon parfai-
tement corrélés donc la corrélation de deux taux zéro-coupon de maturité T'1 et T2 distinctes
est égale a 1. Cette propriété est évidemment loin de la vérité.

La figure ci-dessous (3.1) reproduit une matrice de corrélation par terme de variations quo-
tidiennes de taux zéro-coupon [13].
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1w 1m 61 12m | 5ans | 30ans
1w 1
lm 0,976 1
6m 0,960 | 0,961 1
12m 0,953 | 0,952 | 0,999 1
Hans 0,935 | 0,907 | 0,943 | 0,946
30ans || 0,772 | 0,789 | 0,797 | 0,795 | 0,802 1

FIGURE 3.1 — Matrice de Corrélation d’obligations frangaises a différentes maturités. Données
journalieres du 02/01/12 au 31/07/13.

Nous voyons que des taux de maturités proches, comme le taux de maturité 1 mois et celui
de maturité 12 mois, sont tres corrélés, tandis que des taux de maturité éloignées (par exemple
le taux 5 ans et le taux 30 ans) le sont tres peu.

Ces observations montrent la nécessité et I'importance de I'introduction des modeles multi-
factoriels.

3.4.3.1 Modele gaussien a deux facteurs (G2++)

Ce modele a été proposé par Brigo & Mercurio en 2005. On suppose ici que sous la mesure
risque-neutre Q la dynamique du taux court est donnée par :

T =T+ Y+, 10=0

(3.19)

ou les deux facteurs z(t) et y(t) sont deux processus stochastique, et ¢(t) représente une
fonction déterministe.

dry = —azydt + cdW}, x9=0
{ dye = —byt +ndWE, o = 0 (3.20)
Ou
e a,b : coefficients de retour a la moyenne.
e 0,7 : volatilités des processus.
e ces parametres sont tous positifs et constants.
e corrélation entre les deux mouvements browniens W' et W2 : dW}'dW? = pdt avec

-l1<p<l
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1) La solution de ’EDS

Les processus (x¢)ier et (y¢)ier suivent des processus d’Ornstein Uhlenbeck. Donc on peut
écrire aisément le taux court dans ce modele sous la forme :

t t
re = 25e” ) Ly e 1 g / e~V aWt 4 / et a2 4+ ¢, (3.21)

Il est clair que 7, conditionnellement a son historique, est gaussien de moyenne et variance :
E(ry/F,) = x4 g e 9 L g, (3.22)

2

2
Var(ry/F,) = 9 <1 _ 6—2a(t—s)) 4 % (1 _ e—2b(t—s)) 4 Qpﬂ (1 _ 6—(a+b)(t—s)) (3.23)

2a a+b

2) Le prix du zéro-coupon

par la méthode qui a été déja utilisée dans le cas du modele de Vasicek, On peut donc
calculer le prix de 'obligation zéro-coupon .

Dans le modele gaussien a deux facteurs, le prix d’un zéro-coupon B(t,T') a l'instant ¢ de
maturité T" est donnée par :

T —a(T— _y(T—
1— a(T—t) 1 — b(T—t) 1
B(t,T) = exp{ — / Pudu — ¢ Ty — 6b Y + §V(t,T)
0 a

2a 2a

V(t.T)=9% (T it 2pma(Tt) L =2a(T—t) _ g)

+Z_j (T 4+ %e—b(T—t) _ Qibe—Qb(T—t) _ %>

—a(T—t)_1 —b(T—-t)_1 —(a+b)(T—-t) _1
on e e e
+2p£ (T -1 + a + b - a+b )

Le modele gaussien & deux facteurs est calibré sur la courbe BM(0,T) du prix zéro-coupon
observés sur le marché si et seulement si la fonction ¢ est définie par :

2 2 2 2
or = fM(O, T)+ % (1 — e_“T> + % <1 — 6_bT> + p% (1 — e_“T> (1 — e_bT> (3.24)
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Ce modele n’est qu'une généralisation en deux dimensions d'un modele de Hull and White
a un facteur.

3) Limites du modele gaussien a deux facteurs

e [avantage du modele est la possibilité de réglage de la corrélation entre les maturités
grace au parametre p.

e [’inconvénient du modele est comme dans le modele a un facteur du modele Hull et
White, des taux négatifs présents dans le modele gaussien a deux facteurs.
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Chapitre 4 Simulation

4.1 Introduction

Nous allons dans ce chapitre, décrire des méthodes permettant la simulation des modeles
financiers étudiés précédemment, Black-Scholes, Vasicek, CIR, HW et G2++.

4.2 Discrétisation des processus de diffusion

Prenons 'EDS suivante :

dXt = /L(Xt,t)dt+0'<Xt,t>th (4 1)
XO =T .
ou sous forme d’intégrale
t t
X, =2 +/ (X, 8)ds + / (X, 8)dIV, (4.2)
0 0

On peut simuler le processus considéré par une discrétisation exacte dés que l'on peut
résoudre explicitement 1’équation différentielle stochastique qui lui est associée, si non par un
développement d’Ito-Taylor de I’équation sous sa forme intégrale nous permet de disposer d’une
version discrétisée approximative.

4.2.1 Discrétisation approximative

Dans le cas stochastique, les schémas d’Euler et de Milstein sont les procédés les plus
répandus pour discrétiser un processus continu sous-jacent, lorsque la discrétisation exacte
n’existe pas. Tous les deux a des ordres différents, d’ordre 1 pour Euler et d’ordre 2 pour Mil-
stein.

En effet,on dira que le schéma de discrétisation X converge fortement vers le processus
continu X; lorsque 'erreur moyen absolue est négligeable.

VT >0 lim E(|Xk—X,|)=0
h—0
e Schéma d’Euler

L’approximation d’Euler consiste a utiliser une discrétisation régulierement espacée du
temps Le schéma d’Euler est analogue a celui que I'on a pour les EDO.

Le schéma d’Euler pour EDS est donnée par :

Xt-}—h = Xt —+ M(Xta t)h —+ O'(Xt, t)\/ﬁg

ol € est une variable aléatoire de loi normale centrée réduite, h est le pas de discrétisation
retenu.
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e Schéma de Milstein

Pour obtenir une méthode fortement convergente on pousse plus loin le développement
du terme o (X, t)dW;, on obtient alors :

~ ~ ~ ~ O X ,t)o X , T
Ko = Ko+ p(X b+ oK) vhe o 0Dy 0y
ol 0,(X;,t) désigne la dérivée par rapport au premier argument de la fonction o(X;, ).
4.3 Simulation des trajectoires du mouvement brownien

D’abord, nous allons intéresser a la simulation des trajectoires du mouvement brownien W,
sur un intervalle [0,7] pour T' fixé, qui est la base de la simulation approchée des diffusions
stochastiques.

Le mouvement brownien standard W; est une variable aléatoire qui dépend continument
du temps (0 < ¢t < T'), on I’a simule simplement car elle suit une loi normale gaussienne de
moyenne nulle et de variance t, et on sait que le mouvement brownien est a accroissements
indépendants donc on peut simuler la trajectoire en des instants.

Considérons (W;)o<i<r un mouvement brownien discrétisé définie sur [0, 1], soit 0 = ¢y <
t1 < --- < t, = 1 une subdivision de l'intervalle [0, 1], on se donne le pas de discrétisation

At = % pour NN est un entier positive, et soit W;, on le note W; avec t; = jAt, j=1,..., N.

La condition initiale est P(Wy = 0) = 1, on calcule la suite par :

Wj - ‘/Vj_l + AW]

avec AW; ~ N (0, At), s’écrit aussi AW; ~ VAtN(0,1)

On donne la simulation d'une trajectoire du M.B.S sur [0, 1] dans le programme 1 en Matlab.

1 fprogrammel : Mouvement brownien standard
2 - clear all

3 = T=1:

4 - H=1000;

5 — dc=T/H; % discrétisation du temps

& — t=[0:dt:T]:

T = wil)y=0; % condition initiale

5 - for j=1:H

o= dw (j)=sgrt (dt) *randn;

10 — wii+ly=wi(j)+dw (3} >

11 = end

12 - plocic,w, "b") %2 le graphe de W en fonction de t©
12— Xlabel('t', "FontSize",16)

14 — vliabel ("W(tC) ", "Font5ize",16)
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Le résultat de

14

1.2

la simulation est illustré dans la figure (4.3) ci-dessous

— Simwlation d'une trajectoire d'un mouvement brownien

0.9

FIGURE 4.1 — Simulation d’une trajectoire de mouvement brownien standard

Dans le deuxieme programme, c’est la simulation d’une trajectoire du M.B.S dans deux

dimensions.

e e i e e i =
B L L I 'R Wi Sy
| | Y I IR I I |

WO -] @ A e Ry
|

¥ programme?: Mouvement brownien

brov dans deux dimensions
clear all
T=1:
N=1000;
dt=T/H;
t=[0:dt:
wil)=0;
wvi{l)y=1;
for j=1:H

dw (j)}==sgrt (dt) *randn;

T]:

dv (j)==sgrt(dt) *randn;
wii+l)=w(J)+dw (3}
vij+ly=vijy+dv (i) ;

end

plot (w, v, "r")

xlabel ("t")

vlabel ("W({t) ")
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22

1.8

16

14

12

0.8

0.6

04

02

-0.6

simulation d'une trajectoire d'un mouvement brownien dans 2

|

0.8

FIGURE 4.2 — Simulation d’une trajectoire du mouvement brownien a deux dimensions

En effet, le troisieme programme c’est une simulation de N trajectoires d’'un mouvement

brownien.

L= £ I N = T 5 B R L T % I )

el el = e =
B A L I S T

% programmel gimulation de

clear all

T=1;

H=1000;

dt=T/N:

n=100;

t=[0:dt:T]:

for j=l:in

wil,j)=0;

for i=1:N
dw (i, j)=sgrt (dt) *randn;
Wwii+l, jy=wii,Jjy+dwii,J);

end

end

plot (t,w)

xlabel('t")

ylabel ("W (t) "'}
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FIGURE 4.3 — Simulation de N trajectoires du mouvement brownien standard

4.4 Simulation des trajectoires des processus de diffu-
sion

4.4.1 Modele de Black-Scholes

On va simuler la trajectoire de mouvement brownien géométrique en discrétisation du temps.

e discrétisation exacte :

1
Ty = Toexrp (u - 502) dt + odW;

e discrétisation par le schéma d’Euler :

Tiin = Ty + pxy + oxV hey

e discrétisation par le schéma de Milstein :

2
g
Tepn = Tr + pxe + oxVhe; + Exth(gf - 1)
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La simulation de modele de Black-Scholes est illustré dans le programme ci-dessous

Wooo =1 o W = e R

[ T T e T S ST R R S I
(e R =TT R S = N R S U N =]

clear all
fzimulation de mouvemsnt brownien géométrigue
randn {'=tate',100)
N=100;
T=1;
de=T/H;
t=[0:dt:T]:
ma=0.2;
==0.5;
x({1)=1;
xe(l)=1;
xm({l)=1;
w(l)=0;
for i=1:N
w(i)=sgrt (dt) *randn;
X({i+l)=x (i) *exp( (mu-0.5%=3"2) *de+s*w(i));
Xe (i+l)=xe (i) +mu*xe (i) *dt+s*xe (i) *w(i);

xm(i+l)=xe (i)+mu*xm (i) *de+s*xm (i) *w(i)+(s*s*xm(i) /2) *de* (w(i)"~2-1);

end
hold on
plot(t,x,'k', t, X8, "'g',t,xm, "T")

Le résultat est illustré dans la figure (4.4) ci-dessous

2r X
solution exacte
solution dEuler
18} solution de Milstein

FIGURE 4.4 — La simulation de modele de Black-Scholes
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4.4.2 Modéle de Vasicek

La formule de discrétisation de Vasicek est :

e discrétisation exacte :

Pen =1 "+ a(l—e ™) 4o

(1 _ ebeh)

2b

&t

A travers le programme suivant nous avons le résultat de la solution exacte du modele

r(i+l)=r (i) *exp|(-b*dt)+a* (l-exp (-b*dt))+s*agrt ((l-exp(-2*b*dt))/2*b) *w/=grt (dt) :

Vasicek.
1= clear all
2 - randn ('state', 50)
&= I=1:
4 - H=1000;
2= dt=T/N:
& — t=[0:dt:T]:
U= s=0.064;
Bl|= a=0.05;
8= b=2:
10 — r(l)=0;
11| = x(1)=0;
12 - for i=1:N
13 — w=3grt (dt) *randn;
14 —
15
16 = “fna
= hold on

plot(t,xr, 'B")

Le résultat est illustré dans la figure (4.5)

01r

.D

[=1

=
T

taux d'intérét similé

-0.02

-0.04 L

la solution exacte de modéle Vasicek

0 0.1

FIGURE 4.5 — la solution exacte pour le modele de Vasicek
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4.4.3 Modéele de CIR

La formule de discrétisation de CIR est :

e discrétisation par le schéma d’Euler :

Tt+nh = Tt + b(a — ’f’t)h +o T'thf':t

e discrétisation par le schéma de Milstein :

2
Teen =11+ b(a — 1r)h + o/ rihey + %h(ez -1)

A travers le programme suivant nous avons le résultat de la solution approximée par le
schéma d’Euler le schéma de Milstein de modele CIR. Le résultat est illustré dans la

figure (4.6)
1= clear zall
2 — randn ('state',20)
= T=1:
4 — N=1000;
2= de=T/N;
6 — t=[0:dt:T];
= ==0.04;
g - a=0.0&6;
9 - b=0.5;
10 — r{l)=0.01;
11| = x({1)=0.01;
12 — for i=1:N
13 — w{i)=sgrt (dt)*randn;
14 — r{i+l) = r(i)+b* (a-xr (i) ) *dc+s* (sgrt(r(i)*dc)) *w (i) =qrc(dc) :
15— ®x(i+1l)=={i)+b* (a-x (1)) *do+=* (sgro(=x (i) *dt) ) *w (i) agrtc (dt)+(0.5%="2/4) *dc* ((w(i) /=grc({dc) )2 -1);
16 — end
= hold on
18 — plot{t,x,'z")
19 — plotitc,x,'b")
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Wooo =1 o W = e R

[T S S
A =

15

0.04 1
—discrétisation dEuler
0035 discretisation de Milstein
0.03F

0.025

0.015

taux d'intérét similé
=
=
ra
T

1
0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 0.9 1

U 1 | | 1

temps

FIGURE 4.6 — Simulation de taux d’intérét a ’aide de modele CIR

Application :

Considérons maintenant un placement d’un produit financier, le taux d’intérét initial est
de 1%, nous essayons de projeter le taux d’intérét sur les dix prochaines années. Dans
un cadre préliminaire, nous fixons une volatilité de court terme o de 5%, une vitesse de
retour a la moyenne de 0.6 et une moyenne long terme du taux de 0.01.

- clc,clear all

- T=10;

- N=500;

- de=T/H;

- t=[0:dt:T];

- ==0.05;

- a=0.01;

- b=0.6;

- r{l)=0.01;

- x(1)=0.01;

- for i=1:N

- w(i)=sgrt (dt) *randn;

- r{i+l) = r{i)*exp(-b*dt)+a* (l-exp(-b*dt))+s*sqrc((l-exp(-2*b*dt))/2*b) *w(i)/sqarc(dt);
- x(i+1l)= x(i)+b*(a-=x(i)) *de+=* (sgroi(x (i) #*dt) ) *w (i) /=qrtc(dc) ;

- end

- hold on

- plot(t,r, "'B"')
- plot(t,x,"'z")

Le programme ci-dessus est 1’évolution du taux court avec les modeles de Vasicek ,CIR
avec les mémes parametres. Le résultat est illustré dans la figure (4.7)
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014

la trajectoire de modéle Vasicek
012t la trajectoire de modéle CIR

01r

008

0.06

0.04

0.02F R

taux d'intérét similé

-0.02

-0.04 -

_U_UE 1 1 | | 1 1 1 1 1 |

temps

FIGURE 4.7 — Simulation de taux par les modeles (Vasicek ,CIR )

Interprétation :

On remarque la présence de l'effet de retour a la moyenne dans la simulation des deux
trajectoires avec possibilité de valeurs négatives pour le modele de Vasicek contrairement
a celui de CIR.

4.4.4 Modele de Hull & White

La formule de discrétisation de Hull and White est :

e discrétisation exacte :

1 — o2k
bh | ( € )€t

Tiph = Ti€  + Qppp — € %

avec

o —2bt ’
at:fw(t)—i-@(l—e >

A travers le programme suivant nous avons le résultat de la solution exacte du modele
Hull & White. Le résultat est illustré dans la figure (4.8)
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1 clear zall

2 randn ('state', 50)

3 T=10; H=10;

4 de=T/N;

5 t=[0:dt:T];

[ b=0.05; 3=0.07;

7 r(l)=0.01; =({1)=0.01;

i} fw=[0.03651 0.03535% 0.03565 0.035047 0.03447 0.03570%9 0.0353%7 0.026261 0.03850%9 0.047539];
9 for i=1:N

10 alpha (i) = fw(i) +(="2/2*b"2)* (l-exp(-2*b*t(i)))"~2;

11 end

12 for i=1:N-1

13 w=3grt (dt) *randn;

14

15 r{i+l)=r (i) #exp (-b~dt)+alpha(i+l)-alpha (i) *exp (-b*dt)+s*=sgrt( (l-exp (-2*b*dt) )/ 2*b) *w/sqrt (dt) ;
16 end

17 hold on

18 plot[r,'b']

la trajectoire exacte de modéle HW

taux d'intérét similé

-0.01

-0.02

-0.03 | | | | | | | | I

temps

FIGURE 4.8 — Simulation de taux d’'intérét & ’aide de modele Hull and White
4.4.5 Modele de gaussien a deux facteurs

La simulation des taux courts est effectuée avec la formule discrétisée du modele G2+

—2ah
—ah (I—e ) 4
Tith = Ti€ W ro 2—a€t

(1 — e~ 2h)
TR

o2 2 n? 2 on
— = 1 _ —at o 1 bt it 1 _ —at 1 bt
o = fw(t) + 57 ( e > + T ( e ) + pab ( e ) ( e )

Ty =T+ Y+ O

Yprh = ytefbh + o
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Le programme ci-dessous illustre la simulation du taux d’intérét de ce modele.

clear all

randn('=tate',50)

T=1; N=10; dtc=T/N;

t=[0:dt:T]:

=21=0.016; =2=0.014;a2=1.50; b=1.53; rho=-0.04;
r(1l)=0; =(1)=0; v(1)=0;

fw=[0.03651 0.03535% 0.03565 0.035047 0.03447 0.035709 0.035387 0.026261 0.038509 0.04759];

for i=2:N-1
v=dr*i;
phii)= fw(i) + 0.5 #*((=sl/a)"2*(1- exp(-a*v))"2 +

(22/b)~2% (1- exp(-b*v))~2

(gl*=s2*rho* (1- expila*v))*(l- expi-b*v)))/ (a*b);

end

for i=2:N-2
w(i)=sgrt (dt) *randn;

x(i)=x(i-1) *exp(-a*dt)+sl*sqgrc( (l-exp(-2*a*dt) )/ 2*%a) *wi(i) /sgrtcidt):
vii)=yvi(i-1) *exp(-b*dt)+s2*=sqgrtc( (l-exp(-2*b*dt) )/ 2*b) *wi(i) /sgrtcidt);

rii}=x(i)+v(i)+ph(i);
end
hold on
plot(r, 'B")
plot (=, "'c")
plotiv, "g")

taux d'intérét similé

-0.01F

-0.02

la trajectoire de r
la trajectoire de x
la trajectoire de y

_0-03 1 1 1 1
1 2 3 4 5

temps

Y.

FIGURE 4.9 — Simulation de taux d’intérét par le modele gaussien a deux facteurs
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4.5 Simulation de trajectoire réelle et estimé

Remarque 4.1. Les parametres réelles et estimées nous les avons pris de [6].

4.5.1 Modele de Vasicek

Le programme Matlab suivant permet de simuler la trajectoire de Vasicek par les pa-
rametres réelles et les parametres estimés.

a=0.005 b=0.05 s =0.07
a=0.0044 b=0.3613 §=0.0576

randn {'=state',300)

T=100; n=100; dt=T/n;

dw=sgrt (dt) *randn (1,n);

w=randn (1,n)

a=0.005; b=0.05; ==0.07;

aest=0.0044; best=0.3613; =est=0.057&;

rzerc=0.1; rest=rzerc; IrexX=rzero;

for i=2:n
rex (i)=rex(i-1) *exp (-b*dt)+a* (l-exp (-b*dt) ) +3*sgrtc | (l-exp (-2*b*dt) )/ (2*b) ) *dw (i) ;
rest (i)=rest (i-1) *exp (-best*dt) +aest* (l-exp (-best*dt) ) +sest*sqgrt ( (1l-exp (-2*best*dt) )/ (Z2*best) ) *dw (1) ;

end

plot ([0:dt:T], [rzero,rex], 'b") Lhnold on

plot ([0:dt:T], [rzero,Test], 'T") Lhnold on

er=sum(abs (rex-rest) )/ /n

Exécution :

courbe réel
courbe estimée

A
E
= ol i
=
= 005F .
bl
=3
i
01k i
015 .
_0-2 L 1 1 L L 1 L L 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

temps

FIGURE 4.10 — Simulation de trajectoire de taux d’intérét par Vasicek
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0.0355

4.5.2 Modele de CIR

Le programme Matlab suivant permet de simuler la trajectoire de CIR par les parametres
réelles et les parametres estimés.

a=0.1 b=10.2 s =0.05
a=0.1003 b=0.2253 5 = 0.0566

- randn("state",300)

- T=100; n=1000; dt=T/n;

- dw=agrt (dt) *randn (1,n) ;

- w=randn {1,n)

a=0.1; b=0.2; ==0.05;

- aest=0.1003; best=0.2253; sest=0.0366;

- rzerog=0; rest=rzero; reul=rzero;

- for i=2:n

- reul (1) = reul (i-1)+b* (a-xreul (i-1)) *dt+=s* (sgrt (reul (i-1)~dt))*dw (i) /=sgrt (dt)
rest (i-1)+b* (a-restc (i-1) ) #dt+s* (sgrt (restc(i-1)#dt) ) *dw (i) /sgrtc (dt)

[ I O R o N
|

i
[
|

rest (i)

[
=
|

end

ploc([0:dc:T], [rzero,reul], 'b"} fhold on
ploc([0:dtc:T], [rzero,rest],"T")

er=sum (abs (reul-rest) ) /n

=
[ X
[

fhold on

i
.
|

0.18 T T T T T T

courbe réel
016k courbe estimée | |

] M
oun| I\ W W W*

0.06

taux d'intérét similé

0.02 -

U 1 1 1 L L L 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

temps

FIGURE 4.11 — Simulation de trajectoire de taux d’intérét par CIR
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Interprétation :

D’apres la simulation des trajectoires réelles et estimées sur les modeles des taux d’intéréts
stochastiques. On remarque que 'erreur obtenue par le modele CIR est le plus petit par
rapport au modele de Vasicek , donc la trajectoire du modele CIR est la plus proche a
la courbe réelle.
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Conclusion générale

Ce mémoire nous a permis d’avoir des connaissances sur les produits dérivés et comment
les valoriser, grace au modele de Black et Scholes. Comme on a prix connaissance que le taux
d’intérét peut étre volatil et qu’il existe plusieurs modeles modélisant le taux d’intérét a court
terme. On a choisi dans notre étude quatre modeles (Vasicek, CIR, HW et G2+4+) et essayé de
déterminer le modele le plus réaliste.

Le concept fondamental de Black et Scholes fut de mettre en rapport le prix implicite de
I'option et les variations de prix de 'actif sous-jacent. Ce succes est di a la simplicité de ces
formules. Mais, d'un coté ce modele ne peut étre appliqué qu’aux options de type européen,
car il n’est pas adapté pour celles de type américain. D’autre coté, le modele de Black-Scholes
est basé sur des hypotheses qui sont pas toujours fiables sur les marchés financiers par exemple
I'instabilité des taux d’intéret.

Jusqu’a présent, aucun modele n’a pu s’imposer comme modele de référence au méme titre
que le modele de Black-Scholes pour les options sur actions. Les trois premiers modeles sont des
modeles a un facteur, faciles a comprendre en théorie et qui présentent 'avantage de donner
des expressions analytiques a un zéro -coupon. Ces expressions sont facilement implémentables
du point de vue informatique, et connaissant les parametres, on peut obtenir le prix tres ra-
pidement. Comme il nous permet d’obtenir une formule de prix zéro coupon. Cependant, I'un
des principaux défauts de ces modeles est qu’il existe une relation parfaite corrélation entre les
taux des différentes maturités.

Pour remédier a ce défaut, nous avons tenté de présenter un modele a deux facteurs G24++.
L’avantage de ce modele permet de donner une bonne représentation de la courbe des taux.
Et son inconvénient comme dans le modele de Vasicek, le taux court instantané peut toujours
prendre des valeurs négatives.

Pour pallier au défaut du modele gaussien a deux facteurs qui est la négativité des taux, plu-
sieurs modeles de taux ont été proposés en littérature financiere tels que le modele de CIR2++
qui constitue un théme de recherche tres intéressant.
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