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I- NOMENCLATURE.

» H ! Dimen=ions de la couche &n m.
Température en °C.
Tempéarature =sur la parol de gauche de la cavitéd =an °C.

Température sur la parol de droite de la cavité en °C,

Temps en <.

v ¢ Vitez=ze en ms=.

u,v : Composantes selon x et selon v de la vitesse aen m.s.
s conatante de gravité en m-s= »

o) Chaleur massique & pression constante en J-kg°C.
Al 1 Allongement. de la couche H.-AL

h . Coefficient de convection en W.om>°C.

i Enthalpie du fluide en J<kg.

=3 prez=zion en N m™.

F Forces extériesures par unitéd de volume Nom

R

Résidus.

] 23: Coefficiants de relaxation.

Nu : Nombre de Nusselt.

Pr : Nombre de Prandtl ¢ voa . a2
Gr : Nombre de Grashofft Cgisal Ao,
Ra : Nombre de Rayleigh Gr=Pr-.

- Lettres grecs:

en K1
Angle d'inclinaison de la couche en radians.

Coefficient d'expan=sion volumique

&

T Temp=a fictif adimensionnel. A

o masse volumigque du fluide C kgsm 3.
= Température zans dimension. .

& Fonction tourbillon en = { = 2.

W Fonction de courant en ( m A= . 2

v Vizcozité cinématique <m = 3.
H vizcosité dynamique ¢ kgmrs= D a
b D frottements visqueux en £ Woemt oo
: conductivitéd thermique ¢ W-m*°C 3.
Superscripts:

- 1 Valeurs sans dimensions ( ces croix sont omisea a la

suite de leurs apparitions 3.
F ¢ indice de temps réel

ke ¢ indice de temps fictif.
Subscripts:
L, ¢ indice d’espace =zelon x =2t =zelon vy.






1. PRESENTATION DU SUJET ET OB JECTIFS VISES:

11 Introduction:

Nos connaissances an convection szont intimements lHées a nos
Connaizzances en mécanique des fluides.

En convection forcse, las equations d'écoulement < Naviern
~Stockes  plus  l'dquation de continuité 2 =zont en général
indépendantes de la température, ce qui  conduit a résoudrs
d’abord le probléme de 1’écoulement puis =seulement le probleme
le probléme thermique.

La difficulté importante qui surgit en convection libre es le
fait. que l& mouvement o=t généré par deg differences d
températures ¢ et donc de masses volumiques Y qui apparaizzent

o+

i

au  =ein du fluide, ce qui implique un couplage dez dquatisns
du transport de la quantité de mouvement ¢ ou du tourbillon > a
I’'équation de la chaleur par la température et lez vitesses
du  fluide. 11 faut done résoudre zimultandment toutes leg
édquations.

Depuiz  l'avénement de Uordinateur &t s=on perfactionnemeant

conatant. un grand nombre de problémea de convection =sont
résolus. ¢ Les plus gros ordinateurs sont employés & résoudre
des probléemes d’adérodynamique et de mécanique des fluides
notammant. 2.

"™

"Le probléme du transfert de chaleur par convection naturelle
et méme forcée » dans une couche rectangulaire a &té dtudis ot
continue A l'étre, non seulement, parcequ’il conatitue un
probléme test pour la migse en oceuvre de differentes méthods
numeriques, mails ausz=si pour =on importance pratigque dans 1
batiment, lex cavités izolantes, le= capteurs zolaires=,
'automaobile, les syatemes poreux, la méatallurgie,
V'aléctronique .

]

f

o

I1 ='agit de résoudre ce probléme en propozant. un  algorithme
performant permettant d’ocbtenir des rézultats au dela de ceux
habituellement gobtenus, de comparer les résultats oshtenus av
une méthode claszsique déja largement éprouvée d'une part
avac des rézultats axpérimentaux  d'autre part, de misa
connaltre lea comportement du fluide confiné et enfin proposer
une correlation donnant le nombhre de Nuss=saelt et permettant A
Vingénieur d'4valuer rapidement le flux de chaleur échangé,

11er
-~

(O ol | I
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2. Etat des connaigszances sur le sujet et bibliographie:

- Beaucoup de travaux ont &té effectuds sur les écoulements en
cavités rectangulaires.

Lex premiéres études concernant la couche datent des anndes 60.
L'objectif n'a pas changé depuls, 1l ='agit de connaitre les
configurationz de températures et de vitessez et de proposer
des correélations permettant d'évaluer le transfert de chalsur
danz dez couches de profil carréde ou rectangulaire ¢ et méme
parfoiz le profil a la forme d'un parallelogramme >, contenant

un fluide qui peut é&étre de nature quelconque ¢ Gaz ou liquide 3,
la couche pouvant étre inclinde , verticale ou horizontale.

Les nombreuses études sur la couche =se s=sont occupées d'une
partie ou de la totalité de ces objectifz, mals pour chacun de
cez travaux, une limite survenait =soit s=sur le plan de la
méthode numearicue employée, =oit parcequea le= calculateurs
n‘étaient pas suffisamment puiszants

Nous essayons dans ce qui suit de présenter une progression
danz la connaizgsance de ce probléme a travers la biblicgraphie
que nous avons pu réunir de diverses fagons et notamment par
le biais de la banque de donndezs PASCAL =se trouvant a U'INSA de=
Lyon ¢ France 3, lors d’un de me=z paszages dans cette école:

- E. R. G. Eckert et W. O. Carlzon ¢ 1941 > [ 1 1 =se trouvent
étre parmi les tout premiers a avolr travaillé sur la couche,
‘leurs résultats furent cependant. plutdét expérimentaux.

Néanmoins les résultatas de ces mezures ont permis de conclure
notamment, que la turbulence apparaizsalt A la zuite
d’ogcillations périodiques de la vitezze et de la température
¢ en réalité Jd'autres paramétres tel le nombre de Nusselt 3,
nous confirmons par les részultatz du modale que nous avons
&laboré, cette importante observation (¢ volr paragraphe 5.9).
Cala leur a permis de tracer en fonction de Al et Ra une limite
antre le domaine laminaire et la domaine turbulent, mais auss=i
une limite entre la conduction pure et la convection laminaire,
ce Jque nous faizons au paragraphe 4.

-De Vahl Davis 1967 , [ 2 1 a permis par la méthode des
differences finies clas=siques de ré=zoudre le= équations
phénoménologiques en régime permanent., at d*abtenir de=

régultats intéreasants pour dezs nombres da Ra de l'ordre de
10 E +05 a 10 E +06.

En effet pour: Al = 1 (¢ couche carrée > =t pour dezs fluidex
ayant des nombres de Pr allant de 04 & 1000, il a pu obtenir
des résultats pour des nombrez de Ra allant & 210 E +5.

Pour des couches de al a 5 le Ra mawximum gqu'il a obtenu e=st de
1.5 10 E +68 < nous expliquerons pourdquoi cela ast possible pour
de=z couches allongées au paragraphe 5.2 ).

La méthode numérique utilsée o=t '"la méthode dez differences
finiea" avec un maillage de 11i%1t points

La formulation qu’il a utillisée est celle des yw - w (¢ fonction
de courant.-tourbillon 3. Le= cavité= ayant, une po=zition
vaerticale.



il e=st conzidéré & juste titre, comme le grand spécialiste de
la couche.

- De Vahl Davis a fait é&voluer le probléme de la couche en
publiant plusisurs autres travaux, en collaboration avec
d'autres auteurs, notamment avec Me Grégor et Emery [ 3 1, dans

ce cas dez nombres de Ra > 10E +8 ont &té franchis tout. en ne
dépaszant pas 10 E +7.

- Heitz et Westwater [ 4 1 ont rézolus par differences finies
le gyastéme d'équations phénomeénoclogiques et n'ont pu obtenir
guere pluz de 10E +6 , nous avons d'ailleurs adopté dans la
premieére partie de notre travail une démarche zimilaire. Lesg
ré=sultats obtenuz ont tout de méme permis de délimiter pour
I'!eau comme fluide confiné, la frontiére entre la  conduction
pure et la convection laminaire. Aucune corrélation permattant.
d'évaluer le transfert convectif n'a é&té propogsé  dans o=
travail.

- JT. Han [ 5 1 a ré=solu le probleme de la couche verticale
par différences finie=s classiques, en régime permansnt et a mis
l'accent. gur les difficultés d’obtenie numériquement. de grands
gcarts de température ¢ grands Ra > et montra que la divergeance
des calculs provenait =surtout de Véequation du transport de=
tourbillons, il préconisa alors une =sous relaxation du aystéme
aux tourbillons avec w = 01 pour les noeuds intérieurs ot 03
pour les noeuds limites. Ce qui permit d’obtenir des Ra =10E +4
Nous avons adopté au chapitre 4 des coefficients inzpirés de
cette démarche.

- Citons aussi les articles de W.J. Elder en 1965, [ &6 1 et de
Rubel et Landis en 1970, [ 7 1, qui =ze rapportent au domaine
laminaire, done des Ra faibles et des couches verticalez, et
celui de JA. Mynett et Duxbury en 1974 [ 8 1.

—~Certaina travaux utilisent 'effet stabilisateur d’un nombre
de Pr &lavée =zur laz solutions numénriques

pour avancer des résultats ou le Ra ezt supérieur a 10 E  +6

[ 31 par éxemple.

- De Vahl Davig voir ref. [ @ 1 a aussi proposé en 1977, en
compagnie de G.D. Mallinson des résultats pour des couches en
trolz dimensions.

D'autres auteurs beaucoup plus récemment. ont aussi travaillé sur
ce probléma at certains ont. pu obtaninr des rézsultats
appréciable=s, citons:

- Inard molle et Simoneau [ 10 1 ont travaillé dans le
domaine:du b&atiment pour le= notions de confort at de
température résultante.

La méthode adoptés pour résoudre lag équations est cells des
volumes de contréle 4 maillage décalé développée par Patankar.



Le maillage utilisé est de 5050 Llarticle parle de nombres da=
Ra de 10 E +10 pour des cavités verticales naturellament
¢ batiment. ), ce gqui est fort appréciable.

A joutons en outra que bheaucoup de travaux expérimentaux ont &teé
réalizés dans ce domaine, les mesurez cconcernent surtout les
températures.

Toujours danz le batiment, on peut ajouter la thase dJd'Abdel
Hedi beghidja [ 11 1.

Caz travaux couplent parfois leffet du rayvonnement des murs,
mais las résultats dépassent rarement des Ra de 10 E +4.

- J. A. Lange et A. Bejan [ 12 1 1991 ont obtenu grace & la
méthode des volumes finis de contréle décrite par Patankar des
résultats comparables aux notres, pour des Ra de 10 E +2 4
10 E +11 et des Pr de 01 a }0. La dizcrétisation était du type
a pas variables ¢ S+t =& St + oz A ) avec un maillage de S2ZwS52.

Lea maillagea adopté allaient de 246#286 & 104%104.

L'étude présaente un caractére plutdt numérique, et le temps de
calcul moyen sur microvax est de VVordre de 10002 et de l'ordre
de 5002 =sur mini ordinateur. Nous avons osbtenu zur microvax des
temps de calculs nettement plus faibles pour des Ra faiblex a
modérés ( jusqu’a 2 10 E +45 2 mals du méme ordre et plus pour
des Ra importants.

- J. Saff [ 13 1 1987 a obtenu de= résmultats trés appréciables
pour des Ra =~ 10 E +8 par la méthode des directions alterndes
allide aux relationa hermitiennes compactez. La formulation des
&dquations est du type yw - w. :

Son  travall ='est néanmoins limité au coté numérigue du
probléme . C'est tout de méme cette démarche gque nous avons
adopté dans notre travail et qui nous a permis de relever le
niveau dez nombres de Ra.

- Jae Min Hyun et Bum Seog Chol 1990 [ 14 11 Rézolvent les
dquatiosng en gque=ztion par une méthode aux differsnces mals pour
des cavités de forme paralellogramme Jd’allongementzs différents
et d'inclinaisona zayatématiques allant de 0 a 60°.

La formulation est du type 3y - & et le maillage de 33%33 pour
un Al = 1. Les rézsultats sont donnés pour dexa Ra de l'ordre de
10 E +7. Ltarticle met en évidence la =one entre 1la

transition et 'écoulement. permanent. L'application concernait.
les diode=s thermiques.

- Léonardi et Reizez 1979 [ 15 1@ Donnent dea résultats ne
dépaz=sant pas Ra = 10 E +6 avec comme particularité le fait de
tenir compte de propriétés physiques variant ¢ en fonction de
la température et de la pression > et comparaison aveec das
résultats cla=ssiques qui considérent ces mémes propriétés comme
constantes.

Citonse auzmsi danas le méme onrdre dfidée Polezhaev en 1267 [ 16 1
qui a travaills le cas de= fluides compressiblex =n
bidimensionnel &t instationnairea.

=3



- P.lLequerre en 1987 [ 17 1 et Haldewang 1986 ont pu donner desz
résulats pour des Ra =~ 10 E +9¢ par les méthodes spectrales
Chebyshev. Le travail est 1a auss=i d'ordre numérique et ne
s'occupe pas du csté energétique. Voir aussi [ 18 1.

- Chenoweth DR et Paolucci S. en 1986 [ i@ 1.

- Zienckiewic Marshall et Heinrich en 1980 [ 20 1 ont. résolu
les équations de la cavité en formulation vitesze-preszion par
la méthode des é&léments finis et ont pu obtenir des rézultats
pour de=s Ra =~ 10 E +7, comme la tentative &tait surtout la mize
en oceuvre de la méthode des éléments finis sur un problédme de
mécanique des fluides, la partie thermique a été éclipséea.

- On ajoutera divers autres articles qui nous ont permis
d’avoir une idée précise sur 'étude de la convection naturelle
danz une couche rectangulaire et qui =zont. ceux de:

* Hbenhadid 1989, ref. [ 21 1 &t [ 22 1 qui ='est préoccuppé
des mouvements convectifs au sein de fluides a faibles nomhbres
de Prandtl.

* David W. Lawzon ref. [ 23 1 s'est occuppé de la convection
induite par un feu dans une cavité tyvpe piéce de mai=on.

# Chiang et Goldatein ref. [ 24 1 qui ont étudié la convection
naturelle dans des couchez horizontales an proposant de=
rézsultats pour de grands Ra.

I1 faut dire que trés peu de résultatz vont franchement
. au dela-de Ra > 10 E +6 ou 10 E +7, A notre connaizsance , et
en étant optimiste, seul une dizaine de résultats dont le notre
gont disponiblez dans le domaine des Rayleigh importants
{ Ra =~ 10 E +11 ),

Remarques sur les résultats rencontrés dans la littérature:

= Il faut remarquer que le= travaux, notamment. les anciens ont
souvent consisté 4 résoudre les équations phénoménaclogiques
dans leurs formes indépendantes du temp=s, ce gqui dailleurs
fat le frein principal & Il'obtention de résgultats pour de=s
nombres de Ra importants, en effet au chapitre 5 nous montrons
qu'au dela d’une limite qu’on aezsalara de précizer, que
les ré=zultats sont tout simplement. instationnaires at par
conséquent. ne pouvant é&tre obtenus que par des é&quations
avolutives=s.

- Parmi lex travaux ayant obtenu des résultats pour des
Ra > 10 +6, plusieurs méthodes ont &té adoptées:

* Des méthodea trés codteuses qul =zont leaz méthodes spectrales
et. la méthode aux &léments finis

# Des méthodes plus faciles A4 mettre en ceuvre et qui sont les
méthodez aux differencez et principalement les ADI  allides
aux méthodes hermitiennes compactes.



- Sur le plan de 1'4valuation du transfert thermique, de
nombreuses correlations dJdu type Nu = f (¢ Ra, Pr, Al > ont é&te
proposées. Elles =e basent scit sur les résultats axpérimentaux
soit sur lez résultats numériques obtenus par lea différents
modéles, applicables bien entendu A des domaines donnés de Pr
¢ nombre caractérizant la nature du fluide 7, de Rayleigh (Ra),
d'allongements ¢ Al 2> et d'inclinaizons des couches ¢ © Dl

Mous avonz danz le présent travail ezgayé dapporter notre
contribution en propozant une corrélation qui  ='applique au
domaine de= 1 < Al € 20 et des 100 < Ra < 10 E +6 volr la fin

du chapitre 5.

Danz ce qui suit nous résumonsz dans un tableau quelques uneas
des correlations proposdées pour dvaluer le transfert convectit
au travers d'une couche.



RESUME DES

PRINCIPALES
CORRELATIONS

AUTEURS COREELATIONS DOMAINE DE VALIDITE
De Graatr | o or < 7.10°
at Van
Der Held | o u 0384 Gria? 10*<@r<s. 10* Pr =. 71
s . 19< A < 70
Nu = 0317 Gr ‘ Gr > 2.10° -
o e 3
Nu = 1 Gr < 2.10
Mul lear . . - 4 ‘a 5 -
et Nu = 18 A 1,-961\1_.-4 2.10 <@3r<2 .10 Pr .71
Raiher ¢ 5
Nu = .G65 A“’”Gnt”‘ gr > 2.40° -
Ecoulement laminaire - . . -
Eckert asymptotique 2 <A <40 Proa= .7
et 1 R P Gp2 7
Car lson Nu -1+K{.002926r’ S - 00144@p *7° ] A > !
‘ 5.6 10°
Nu = 119A7" " @p * 19¢ A < TO
. - Pr =.71 5
- ' ' Gr< 10
Newell Nu = 0547 Gp ap7 _!A = : Pr = 733 -
et : ‘ L 4.10° < Or < 1.4 10"
schmidt sos ais Am20 8.10%<@r<d4.10"
Nu = _155A " “““@gr = et 19< A < TO
8.10"<Gr<4. 10"
= -a.a4 . a
Aranovitch|Nu =1+1 .89 .10 GrLA Gr < 1.32 40
3
Nu = .114}‘—1;4 Grt"'g gr > 1.32 10
1< A <€ 70
Jannot Ecoulement pleinemeant 10° < ar < 10t
Mae:ag turbulent . ] 3.5 < A ¢ 100
az - .15
Nu = .075 ar| .6 < Pr < .8
] . 3 ¢ ¢ .
Globe Nu = '0491231,3 Pr o074 .0 4& Pr 10000 .
5 10 < Ra < 2.8 10
i O -, < o 0000
Mo Grégor Nu = 42Ra’ " *Pn i S 14‘ Pr < 2 0_:
10 < Ra < 10°
10 < A < 40
Turbulent o 10§ < Ra < 100
Nu = _046Ra 10 € A ¢ 40
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3- Etude theorique du probléeme:

3.1 But du travail:

‘ } il j
AN o AT fig. 3.1

Il s'agit de determiner les quantités de chaleur transtferées a
travers la couche rectangulaire fig. 31 et ce pour differents
’ allbngements AL. differents écarts  de temperature AT
dif ferentes natures de fluides et differentes inclinaisons.

Pour c¢ela il faudra connaltre la nature et le type d'écoulement
a lintérieur de la couche en determinant. le champ des vitesses
=t. le champ des pressions, ainsi que le comportement. thermigue
an determinant le champ des températures.

Plusieurs méthodes =ont utilisees pour résoudre un probleme de
convection [ 27V 1t

- Analyse dimensionnelle alliee aux experiences.

- Etude approcheée des equations de la couche limite ¢ methodes
integrales 2.

- Analogie avec d’autre phenoménes de transport.

- Résolution C numerigue ou analytique > des equations
phenoménologiques.

ezt la derniere méthode gque nous adoptons ici.
3.2 Les éequations phénomenoclogiques:
Les équations reégissant le transport de masse de chaleur et de

quantites de mouvements ='écrivent de tfagon tout a fait
générale comme suit [ 28 1, 0L 20 1, [ 30 1, [ 31 1, [ 32 1

11



b- Les équaticon= de Navier-Stockes:

- >
o —— = —gpa}[ p + o4 77V + Fa (3.2

c- L'équation de la chaleur:

=+
di dp -

G — T + + div hoe a )

T & div ¢ rgrad T 2> €335

d- Le= conditions aux limites:

di- Conditions mécaniques:

Sur les paroiz lex viteszes zont nulles u = v = 0.
dz- Conditions thermiques:

- En = = 0 et =x = 1 lex températurez =sont imposéas
¢ conditions de Dirichlet 3.

T¢xzo? = Ti1 et Tdlez=l> = Tz. 3.

n

- En y = 0 et en y m H les parociz sont thermiquement izocléesz
¢ conditions de Neumann D).

aT.-dy ] = ( 3.6
J¥=0 &t v=H
3.3 Lezs hypothézes simplificatrices:
Les eéquationa (3.1)3, (8.2>, (33> précadentes ne s=ont jamais
rézolues sous cette farme , elles =ont s=ouvent transformées

en fonction du probléme et en leur faizant subir des hypotheses
simplificatrices.

Le= hypothéses szimplificatrice=s, classique pour notre probléme
z=ont  les suivantes:

a- Les variationz de pression &dtant trés faibles en convection
libre on négligera toute dérivés par rapport & la pression.

a di a1 4T ai dp , di ., dT
hadi - — - 4+ - E o = o - Clo—
= 0 & I * 3T 3t 3p 3t comme i = CpdT & I ™ Cey

&
= QO

3
FA



b-La generation de chaleur par frottement visqueux dans
Vequation de la chaleur =3t tres faible a3 cause des  tfaibles
vitesses., on peut donc le negliger devant la conduction.

dp ) —
e + & < divd o gradT >

c= Les forces sexterieures se réaduisent. aux forces de volume.

zrad z ¢ force de pesanteur par uniteé de volume ).

d- Le fluide est considére comme incompressible mais dilatable.

o= o L - 5 ¢ T - Tl
o S s température de réference
paroi froide.

- Les propriétées physiques du fluide =ont considerses comme
constantes.

f- La masse volumique du fluide est considérée constants
partout dans les équations sauf au niveau du terme génerateur
du mouvement. ou on tient compte de sa variation en fonction de
la temperature. Cette hypothese trés connue en convection
naturelle - est. PPhypothese de Boussinesq qui permet de reduirs
la difficulte de résolution de fagon sensible.

3.4 La formulation:

Deux formulations pour les squations de Navier-Stockes et
P'equation de continuité sont possibles:

& La formulation vitesse-pression voir aéaquations 31>, 3.2),
(3.3).

* La formulation tourbillon-fonction de courant (3.8, 3.9,
{3.10>.

Les deux formulations ont des avantages et des inconvénients:

- Pour la formulation v-p:

'inconvénient est l'obligation de trouver une expression
préalable de la pression en fonction de la vitesse pour pouvoir
déterminer le systéme.

- Pour la formulation yw -

Liinconvénient est, la difficulté Jd’obtenir des  conditions Aaux
limites pour le tourbillon

On prefére souvent utiliser la formulation s—w a cause de
I'élimination du terme de pression et de la réduction du nombre
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d'equations a resocoudre < de 2 4 1 pour Navier-stockes et pour
un probleme en deux dimensions voir annexe 2 9.

La foncticon de courant », qui ezt déefinie comme =uit:
o 275 o275
u £ et v = - -2 37
av ax
et. la fonction tourbillon o qui est definit comme:
-+

—_>
wo o= rot VD
ou en bidimensionnel

av _ du
ax ay

32 > =t { 33 2 permettent dd'obtenir un nouveau s=vsteme

ont.  introduites dans les équations phénoménologiques ¢ 3.1 5.
équations. tous calculs faits on a:

=
C
o

Equations du transport des tourbillons:

. V»Zw B o =0 : . aq-
Qi e S 2 3T 8 T
g T u g tv = v T w+ gl - sing + —— cosyg 3.9
at. u Ix v ay g I = Sing BT cose

Equation de la chaleur:

aT aT aT 2
et U —/— v = = a T 3.10
at. ax ay 2 1

3.5 Adimensionnement et transformations:

On adimensionne les é&quations phénomenoclogiques 3.8, ¢ et 10,
en vue de faire ressortir les nombres sans dimenions Gr. Pr, Nu
cpui caracterisent respeaectivement I'ecoulement. an convection
naturelle. les propriéetes physigques du  fluide et intensite
transfert convectif, et dobtenir les resultats géndraux qui
permettent les similitudes.

On peut adopter pour cela plusieurs reférences notamment celles
relatives a adimensionnement des termes dépendants du temps.
Dansg ce memoire nous avons adopté ce qui suit:

Longueur de reférence: 1 ou H de la cellule.

2,
Temps de reference : 1 v

14



Température de reférence: T: et Tz des parois.
Pour le detail des calculs voir annexe <2,

L equation du transport des tourbillons, sTacrit toutes
transformations faites comme suit:

g%t + u g%: + g_;;;: = 7*2,N,+ + [ g——:‘?- singe + g 3 COse ].Gp 311
de méme pour I’'équation de la chaleur qui s’écrit:

g_ft + u g—i-t + v g-f—: = 723" 173_:1* 3.12
Pour la formulation en @ - voir par exemple Kettleborough

[ 22 1 et Hiroshi [ 30 1.

On omettra par la suite les + pour alleger 'écriture.

Les conditions aux limites sont elles aussi adimensiconnéees:
~Conditions mécaniques:

Conditions sur la fonction de courant

x =0 et x=1V¥ v on a w o= 0
. 3.13
y =0 et vy = Al ¥ x on a w o= 0
Conditions d’adhérences
a3 a
x=0 et x= 1%y on a %=%=O
’ Y 3.14
Sy Sy
r = ;] = L4 =~ ; Y o ¥ -
Y G et Al X on a > e 0

Conditions sur le tourbillon ( elles sont obtenues a partir de
I’equation de Poisson

a
x =0 et x =1V y on a W= o“‘:
315

aty
v =0 et yv = AlV x ona w= - a;z
- Conditions thermiques:
Conditions de temperature imposée ¢ Dirichlet :
x =0 Vy ona A o= 8 x=1VY vy on a 2 = Sz 3.16

15



Conditions d’isclation ¢ Neumann >

Q
)
@
O

vy =0 ¥ x on a - = 0 v = Al ¥V x on a - 0 3.7

@
<

@
«

3.6 Methodes de reésolution:

Nous avons résolu les équations précedentes de deusx maniéres
dif ferentes:

= Premierement en adoptant une méthode classique du type
differences finies pour la discrétisation des equations ce qui
permet d’obtenir trois systemes d’équations couplés par la
température et par la fonction de courant et. resolus
< les systemes > par une methode itérative du type
Gauss-Seidel-relaxation. Cette méthode a été initialement. la
plus souvent utilisée pour =a simplicité, mais aussi a4 cause
des moyens peu puissants qui  étaient disponibles elle a é&te
notamment. utilisée avec succes par De Vahl Davis [ 2 1, Heitz
et VWestwater [ 4 1 et JTHan [ S 1.

= Deuxiemement. par une méthode dite des directions alternées
¢ ADI. > alliédge aux méthodes hermitiennes compactes Jd'ordre 4
pour résoudre le plus précisément possible Péquation de
Poisson.

Cette méthode a été utilisée avec succes par M.J. Safi [ 13 1]
pour le‘pr-obléme de la couche verticale, et par Daub’e et. Ta
Phuocec Loc [ 33 1 pour les écoulements non confinés autour de
profilés tels cylindres et aubes de turbomachines et par Delmas
et Ha Minh [ 35 1 pour I’é¢coulement. et -le transfert de matiere
autour d’une =pheére.
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4. RESOLUTION PAR DIFFERENCES FINIES CLASSIQUES:

4.1 Les équations:
Pour faciliter les calculs nous avons supprimé les termes
dépendant. du temps pour n’obtenir que le régime permanent., les
gquations 311 a 317 dans ce cas deviennent:

- dw + Qus 2 a 3 a3

o= = =7 L o+ —— sing + —— cosg ‘
uax vaY oV Gr {axsum, ayros«,] 4.1

de meme pour l'équation de la chaleur qui s’écrit:

ag 85 2 1
—_— + — = [ A—
u 5 v 3y vV E Br +.2
Ajoutons a cela les conditions aux limites:
Conditions d’adherence:
Xx =0 et x=1V¥ y on a %:gi=0
- B i 3 Y 43
— - y _ Oy _
vy =0 et yv = Al VY x on a a_x—éz—a

Conditions sur le tourbillon: Des considérations du t.ype couche
limite en association avec 1’équation de Poisson permettent
d’écrire

a%,
x =0 et x =1V vy on a w=—a:z
4.4
. azw
- = : - ;o= v s o= -
y 0 et vy Al X on a 3 y2
Conditions de température imposée ¢ Dirichlet ):
x =0 VvV y Uon a 8 = 51 X =1V vy on a g = 22 4.5
Conditions d’isolation ¢ Neumann >:
. a a _ _ g g _ )

y = 0 ¥ x Uon a —(3—7—0 y = Al ¥ x on a b——;—O 4.6

4.2. Algorithme:

Les &quations ci-dessus 4.1 A 4.6 sont discrétisées par
differences finies ( centrées pour les dérivées premiéres
figure 4.1 D>.,le détail de la discrétisation est donné en annexe
C 22), et Vordre de grandeur de la précision globale est de
OCAX D,

Y
T & L 3

_ L,1 e

......... e

v-1,} Ly L+l ]
-------- Lig —1 H
Ty | eeeiieas HER (-., ................. T2
J
3 > X

17



-L’équation de Poisson:

2 2
A Ax

1 2
/ = 2 | + + — W + + Ax“ 1.7
lpL,J 2C1+AT)D [WL,j‘-l ’Ut_,;«rl AZ [ P?,-—l,l wn,ﬂ_,)] =X L,J] +

-L’équation aux tourbillons

[¥8]

AZax? = . 3 . 3 - &
N Lo, + 1~ sl L=t , - '
= [ ! ! J ) Gr cose Ax 1.8

_ ——— o & +
L 2(1_’_‘&2) Gr sing Ax >

y - oy i - W - oy o - W
+[2P‘~;J+1 #L,J-l][ Tl L+1.J] "(VL—irJ ’wiu][uu,;-x ”mﬂ]

4A 4A

L, ]+ ELEEE B . Y RS e L+1, ] .
3 4.9

A

-~L’équation de la chaleur:

: -y S - : -
2 =[ Pr [VL,J+1 L 1—1] [ -1, 8I_+1,_]] - Pr [WL.—LJ PL*-!..J].
L,

4A 4A

[QL,]—I 8L,,)+1] + {ex,,ﬁ-l. 8!.,)—1] +[8L—1, i 8L.+1.J] ] 4.10
1A

-Les conditions aux limites:

La fonction de courant:

Les tourbillons:

8 - 8 -
. - w\. 1 z;JL,Z - - e , ) wz y )
o T z Yo, 2
2Ay 24x 4.12
_ 8wt , N - ZyL,r\-i o - _ 81pﬁ ] - wh—i,)
“o = 7 2 - 2
t 2Ay ' 2AX

Les températures:

8 =0 a =1 4.13

1,0 L+t

n,j 8!"\—1,] ) +.14
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Les systemes obtenus sont conditionnés de facon a étre résolus
par une meéethode de GQauss-Seidel et ocu relaxatiorn. lalgorithme
ezt le suivant:

f
L K+ k
; = +QR —
wu,; WL] BN §
i
k+1 k
Le* = 8 +aRrR  — +.15
L] L.} 2 2
k+1 ke
Lw+ = o) + OR -
Ll L) 3 3

L’ordre dans lequel les équations ont. été resolues est
important, en effet. la fonction o subissant de fortes
variations entraine la divergence de la solution =i la fonction
de courant n’a pas &té préalablement calculée.

k est le numéro de l'itération et.lR ,ZR x R sont. les résidus.

Voir annexe ¢ 4 > pour les expressions de R ,lR Zet R

4.3 Discussion sur le choix des O et difficultés dJd’cbtenir de
grands Ra:

La méthode de relaxation que l'on a adoptée implique de choisir
les valeurs de  qui, rappelons le, sont comprises entre 0 et 2.
Lorsque Q > 1 on a accélération de la convergence ( ou
surrelaxation > lorsque Q < 1 on a sous-relaxation et la
convergence est plus lente.

Pour notre probléme et. pour des nombre de Ra modestes ( entre
10 E +2 et 10 E +3 et méme un peu plus, on peut. accelerer la
convergence des systémes en adoptant Olet. Qz> 1 et Q3= 1.
Pour des nombres de Ra modérés a importants les systeémes ne
convergent pas avec n’importe quel O et notamment pour O 3

En effet 1la plus grande difficulté réside au  niveau de
I'équation du transport des tourbillons a cause

-De la variation rapide de la fonction « en fonction des
itérations ¢ ou en fonction du temps pour un systéme évolutif ).

- De=s conditions aux limites appliquees = l’'équation aux
tourbillons qui sont exclusivement dépendantes de la précision
obtenue sur la fonction de courant.

Pour cela on a adopté Gauss-Seidel sur y et sur 8 ¢ O = 1 ) et

la sous relaxation sur @, et selon le nombre de Ra on a pris
des 2 < 1, ce qui permet de modérer l’évolution de w.
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Pour des Ra limites on a pris Qa = 01 pour les noeuds
intérieurs au domaine et Qa = 0.3 pour les noeuds limites. Ces

valeurs ont été adoptées par JT. Han [ 5 1.

On a réussi, grace a un choix judicieux des , a obtenir la

convergence pour des Ra de l'ordre de 10 E +6 et un Al = 1. Au
dela, la convergence est trés lente et les temps de calcul
deviennent prohibitifs, méme lorsque 1’'on perd en précision

globale, souvent il y’a tout simplement. divergence des calculs.

Citons aussi qu’il éxiste des méthodes et algorithmes qui
permettent. de calculer les coefficients de relaxation Q
optimums qui permettent de donner des résultats en un temps
minimum voir par exemple [ 42 ] pour des édquations linéaires.

En ce qui nous concerne nous n’avons pas cherché a determiner
les Q2 optimums parce qu’il existe trés peu de renseignements
pour des svystémes Jd’équations non linéaires tels que les notres
que l'on met plus de temps A les rechercher qu’a obtenir des
résultats et enfin qu’il faut un nouveau triplet A chaque fois
que l'on change de paramétre {( Ra, Al, Pr >.

4.4 Résultats et conclusions partiels:

Notons gque le programme CLASNAT.FOR é&établi selon L'algorithme
précédent ¢ 415 > permet aussi d’cbtenir des résultats pour
des couches: ] - .

l-Ver"ticalesv'd’allongement tde 1 a 20

-Verticales dallongement.: < 1 -

~Inclinédes: ¢ 0 < o < 180 D,

Nous avons tracé des iso-fonctions de courant. et des
isothermes l’'intérieur de couches differentes soumises a des
sollicitations différentes et contenant differentes natures de
fluides & l'aide du programme de tracage ISOTRAC utilisant les
fichiers FORTRAN obtenus par CLASNAT sur microvax-vt220.

Pour comprendre comment se fait ’écoulement & l'intérieur de
la cavité, nous avons tracé plusieurs types de courbes:

~Les izso-fonctions de courant.

~Les vitesses v ascensionnelles au milieu de la couche selon
’axe des x.

Pour le comportement thermique, nous avons tracé:

- Les isothermes.

- La répartition des températures au milieu de la couche selon

’axe des x.

L’analyse des différentes courbes et resultats numériques
obtenus nous méne a déduire qu’il existe 3 cas:
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1er cas:

- L’observation des courbes figures 41 a et 4.3 a et b
établies pour des couches d’allongement 1 et 6 et soumises a
des Grashoff de 1000 qui représentent des iso-fonctions de
courant, montrent que ’écoulement. est 3 rouleau unique.

- Les vitesses ascendantes ¢ voir courbes 4.7 a et 47 b O pour
les Ra cités sont trés faibles ¢ de Vordre de 1 cm/s au plus D).

-~Les isothermes représentées figures 4.2 a ot 4.4 a sont dans
ce cas des droites paralleles ou presque.

La répartition des températures ¢ voir courbes 45 a et 46 a >
selon les x est une droite croissante de 0 a 1.

Ces quelques observations nous permettent dJd’affirmer que la
chaleur se transmet par conduction seulement, le nombre de
Nusselt étant égal a 1, ce régime est appelé pseudo-conduction.

2éme cas:

= L’observation des iso-fonctions de courant. montre que
selon l’allongement, il se développe un é&coulement a un ou deux
rouleaux ¢ voir figures 41 ¢ > ce pour des nombres de Ra
modérés ~ 10 E +4 & 10 E +5, )

-~ Les vitesses v selon l'axe des x ¢ voir courbes 4.7 & et 4.7
b > pour ces nombres de Ra montrent une sSymétrie par rapport au
centre de la couche et. des extrémums aux environs du premier et
du dernier quart de la couche. h

- Pour le profil des températures ( courbes 45 b et c et 46 b
et <2 nous pouvons observer que selon la valeur de Al et pour
des Ra de 10 E +4 on se trouve dans une phase intermédiaire
qui n'est ni le regime de pseudo-conduction ni celui des
couches limites séparées. Clest le régime de transition.

3éme caé:

- Les iso-fonctions de courant montrent. des &coulements
a deux rouleaux bien distincts ¢ voir figure 4.1 4d >,

- Les vitesses sont relativement importantes ( de !’ordre de
Scmss D, la  symétrie par rapport au milieu de la couche
persiste encore, il apparait de plus un noyau central
quasiment immobile ¢ voir figure 47 a et b D,

- Les isothermes ¢ voir figures 4.2 d et 44 b > sont tras
prononcées.

- Le profil des températures selon les x, et au milieu de la
couche, présente une bande centrale constante et intermédiaire
entre 0 et 1, ce qui prouve que le régime est a couches limites
séparées ( voir figure 4.6 d ).
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Grm=lE3 - Pre,7 - I3

Al=1 ~ IG0-COURANT

4.301957E~02
. 1280557
. 2150928
.30113
.3871872
. 4732043
.5582415
.8452788
. 7313157
.8173528
.80aas
.8084271
1.075464
1.181502

r—~ Fa~10E% - Pra,7 Q.40

iso~gourant
\ « 2183332

- 8548808

' l.0B1888
1.5283a3
1.984808
2. 401885

2.8:833z
3.274888
3.711868

4.148331
4.5684858
S.on1864

8.45833;

6.884393"7

LFig. 4.1 b_

)
™)
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Gr=1E5 ~ Pr=.7 - phi=¢

Al=1 — 1S0-COURANT
. 4423818
1.327175
2.211858
3.086743
3.881526
4.86631

5.751084

6.835876

7.52066

B8.405443

8. 280227

10.17501

11.08878

Fig. 4.1 ¢ 11.84458

Ra=10ES -~ Pr=.7

iso—aourant

. 8530388

2.8561190
4.765136
8.687:2/8
8.57/358
10. 48344
12.38852
14.29558

18.20187

18. 10775

20.0.383

21.8188:

23.82538

< i 25,7320

Fig. 4.1 d

A
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Cr=lEE ~Prw,7 —phi=g0
Al=8 -ISO-COURANTS
1.885317
5.585851
8.328584
13.05722
16.78785
20.51848
24.24812
27.8787S
31.71038
35.44102
39.171865
42.80229
46.63203
S0. 36355

Fig. 4.3 3

RamlE3 ~Pr=.7 —phi=80
Al=€ —~ISO—-COURANTS

Fe

. 0802778
. 2708325
«4513875
.8319425
.B124976
. 9930825
1.173608
1.3541863
1.534718
1.718273
1.895828
2.078382
2.256938
2.437493
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Cr=1ES5 - Pr=_T -
Al=1 - ISOTHERMES

3.571428E~02
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5. LA METHODES DES DIRECTIONS ALTERNEES:
5.1 Exposé de la méthode.

La méthode des directions alternées est une méthode itérative
congue initialement par Peaceman et  Racheford pour des
problemes paraboliques ¢ é&volutifs en occurence > [ 36 1,

L 37 1, € 38 1, [ 39 1, [ 44 1. Elle fat ensuite é&tendue pour
des problemes elliptiques par Douglas et Racheford [ 40 1,

L 41 1.0 42 1, 0 43 1, [ 44 1.

Cest une méthode aux différences qui allie la proprieté de
stabiliteé inconditionnelle des schémas implicites A une
résolution simple. La méthade s'applique aux problémes bi ou
tridimensionnels en régime stationnaire ou non.

L'idée est simple on discrétise I’'équat.ion aux dérivees
partielles par différences finies implicites pour la direction
des 1 par exemple en considérant la direction des j comme
constante pour le premier demi-pas de temps, puis la

" discrétisatidn sé fera s&lon J au deuxiéme demi-pas de temps.
L'intégration =se fera dans Ile méme ordre. Cette procédure
donnera deux systémes dont les matrices sont tridiagonales ¢
pour un probléme parabolique ou elliptique > qui sont simples a
inverser, par exemple par la méthode de Thomas ( voir annexe 75
de méme que [ 45 1.

5.2 Mise en oceuvre sur un probléme parabolique:
Pour connaitre les ' réactions de la méthode, nous avons
essayée sur un probléme de conduction bidimensionnel, qui est

representé par une équation du type parabolique linéaire qui
z'écrit de la facon =suivante:

2
Z-a(Z 2 s

at. ax’ ay

Avec conditions de Dirichlet et conditions de Fourier.
la discrétization s’écrit de la maniére suivante:

- Discrétisation selon les i en conservant la direction des j
comme constante c’est le premier pas de temps:

§ - [SED Prg +L 2 N+l 2 Y r 8]
en-#-l Z_ 8?"\ v 3 + 2 "2‘8#‘ - + 5 - 8.1 +1_2*8‘| + 5 .
- 1, L, L,)=
Lol X L.l = a L+l ) vy L-1, ) + J J J 5.2
; 2 2
== Ax Ay
2
Pour la direction des J variable on écrit:
Sh-ﬂf - ar'\+1/2 erx+1/ 2 ‘2$8h +-1/‘2+ ar\+1/"? ar"x+1 ‘2*8]_’”.14' erw-i
L, - fedoo gttt L, ) Sk L, J+a L, L, -1 53
A 2 L2
5~ Ax Ay



Chacune des deux eXpressions ci-dessus s’écrit respectivement.
APreés arrangements comme st

Do + C 35 + G A8 = 1]
1 u+i,; | S 1 -4, ] 5.4
D & + O35 + G 8 = V
2 L1 2z L,y 2 L,j-1 L) 55
Avec:
u =D& + = + 32
Lo} 2 L,)+1 2 1, 2 ., -1
V. =D s + 0S5 ¥ agas
L.} L L+y, oL, L on-1,y
at,
att art i ast
G=D=—“z,G=D=-Lz,C=1+atz,C=1+d‘z
1 1 24x 2 2 24y 1 AX 2 X

On peut présenter cet algorithme sous forme matricielle ce cpui
donne pour la premigre expression avec des conditions du type
Dirichlet ¢ Températures connues aux parois Tp 2 ’

s D o] [ a2 7 RS
L 1 2, 2.,
a
L 1 1
. N . 0 c9r“-+1/2 = Ur"l 5(5
U Ly
0 G C D
L 1 1
Q GJ. CiJ arw-i/z _J Uh ‘Tp_j
- L n-1, ] L n-1, ]

La seconde expression est analogue a cette forme il suffira de
changer GL, Ci, D1 par Gz’ Cz’ DZ, et. U par V.

Remarquons que les deux systemes obtenus sont de ’ordre
n=2>.(n~2) pour des conditions de Dirichlet. Pour les autres
types de conditions ils seront de ’crdre n>.(n,

Nous avons résolu le probléme de la plaque plane ci-dessus pour
des conditions de Dirichlet et pour des conditions de Fourier,
4 l'aide du programme ADPAR exeécuté sur HP9836. Nous preéesentons
figures 351 D’évolution de la t.empérature depuis 04 = Jusqu’a
¥ s. La condition initiale est une température uniforme partout
sauf en quelques noeuds du centre ou nous suppasons quielle est
plus importante ¢ centre chauffé par exemple > Les conditions
aux limites sont du tyvpe Dirichlet., clest, A dire des
températures constantes mais differentes sur —haque bord.
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EQUATION' PARABOLIQUE PAR A.D.1
TEMPERATURES AU TEMPS t= 2.4 s

EQUARTION PARABOLIQUE PAR A.0.1
TEMPERARTURES AU TEMPS t= 2 s
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‘EQUARTION PHRHéOLIOUE PR .
R A.D.
TEMPERATURES Ay TEMPS t= 4.4 i

EQUARTION PARABOLIQUE PRR A.D.I
TEMPERATURES AU TEMPS t= 3.8 s

EQUATION PARABOLIQUE PAR A.0.1
TEMPERATURES AU TEMPS t= 7 s

EQUATION PARABOLIQUE PRR A.D.I
TEMPERATURES AU TEMPS t= 6 s
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5.3 Probléme elliptique et stationnarisation:

De plus en plus de problémes elliptiques sont résolus par la
méthode des directions alternées du fait de la commodité que
cette technique introduit.

Comme la méthode consiste a discrétiser un probléme parabolique
on introduit alors un terme dérivé par rapport a un temps
fictif pour transformer I’équation elliptique non évolutive en
une équation parabolique c’est A dire évolut.ive. L’astuce
consiste a rendre stationnaire l’équation obtenue.

Cette méthode est souvent. appelée t.echnique de
stationnarisation. Les solutions transitoires sont ignorées et
seules la solution permanente compte voir references

£ 23 1, [ 24 1, [ 25 1, [ 26 1

Ainsi donc la solution de 'équation:

P + g =0 5.

=]

est. obtenue en rendant stationnaire 1’équation suivante:

gi: TE o+ g 5.8

La discrétisation et par conséquent ’algorithme obtenu sont
analogues au précédent., ' ) C

Nous avons résolu un probléme de diffusion pour les trois types
de conditions aux limites linéaires éxistantes.

on représente figures 52a et 52b le profil de température
pour deux cas: conditionsde Dirichlet. ¢ 5.2 > et. conditions de
Fourier ¢ 53 > Le programme a é&té congu sur HP9836 et
=’appelle ADELLI.BAS.

3.4 La méthode A.D.I alliée A la méthode hermitienne compacte
d’ordre 4

5.4.1 Relations hermitisennes:

Les développements de Taylor au voisinage d’un noeud i
permettent de donner les expressions discrétes des dérivées
premieres et secondes voir en annexe 3.

(2 (2 {2)
4 (4> £ _ 2f f 2 _(®
gf S f . LY e & T bax® G
4 2 12
a x Ax

En reportant cet.te approximation dans ’expression de la
dérivée seconde, on obtient une relation hermitienne pour les
dérivées secondes:

35
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On obtient de la méme fagon une relation hermitienne pour les
dérivées premiéres.

r 15 ) y 4 5D
L Y4 10F P+ ff“ ]_ Ax f
L+4 L

. Tao - * ocax®y 5.1
.

O\IH

- L’avantage de ces deux relations est qu’elles permettent
d’obtenir des approximations sur trois points successifs
seulement et donc d’obtenir des systémes tridiagonaux, ce qui
est trés intéréssant pour des raisons évidentes de simplicité
de résolution et méme de temps de calcul.

- L’inconvénient. est 1l’obligation de connaitre en plus des
conditions aux limites supplémentaires sur les dérivées
premieres et secondes qui ne sont pas toujours faciles a écrire
dans les problémes de mécanique des fluides.

5.4.2 Exposé de la méthode sur Iéquation de Poisson:

La résolution de l’équation de Poisson apparaissant dans le
probléme qui nous concerne et qui est szp + w =0 , est

faite par la méthode des directions alternées ¢ ADI > allide
aux relations l:nermitiennes compactes d’ordre 4. - :

C’édst. principalement en raison de la précision obtenue et du
temps de calcul que s’est fait le choix de la mathode.

Exposé de la méthode:

1- Transformer I’équation ellipt.ique en une equation
parabolique évolutive en ajoutant un terme transitoire fictif.

2= Annuler le terme fonction du temps c’est a dire rendre
stationnaire 'équation parabolique obt.enue en utilisant.
d’ailleurs, un algorithme d’accélération de la convergence ici
l'algorithme de Wachpress [46 1.

La solution permanente constitue la solution au probléme
elliptique.

Equation elliptique Equation parabolique obtenue
2 a y 2
7 + o= = 7 +

W @ 0 3T Y w

La méthode des directions alternées consiste a discrétiser pounr
un premier demi-pas de temps dans une direction en, considérant
I'autre direction comme constante puis pour le second demi~pas
de temps considerer la premiére comme constante et discrétiser
selon la seconde comme suit:



Discrétisation selon la direction des x:

2 »* - W 4 L g
M z,up - ?,up = + w X w*’ = spx
% % vy
. fa . , . 512
Discrétisation selon la direction des y: ]
v pet ook 1 X Ly p*
}Myww _ wxmu = ‘WP +ow + A= spy J
Y'Y X X
les 2" et A7 proviennent. de la discrétisation de 5——:{- ,» onles

appelle aussi paraméetres de convergence.

5 2 . 2
K: )gy=

MO EE it

Le calcul des dérivées secondes se fait explicitement a partir
de l’équation de Poisson:

E 3 N -
wp = /\xwp - sSpX

KK

pr1_ Ly p*
= ATy T Spy
Yy

En reportant ces expressions dans les relations hermitiennes
du type 5.10 on obtient le systéme qui suit pour la direction
des x et pour le premier demi-pas de temps:

Pour le noeud i=0

24 12 12
———2+10>\>< z;zi + - —Z+7\x = ——zwo -v,uo - -l-iospx1 +spx2
Ax r J Ax AX * J * J I-J PJ
Pour tous les noeuds i
5.14
-lzé+xx wo,, ot Eiz+101x W+ -1zz+lx ¥ _, =SPxX +10spx  +spx
+ . , - . - , . L+
Ax b - Ax bl Ax t ] ‘ ) fod
Pour le dernier noeud i = n + 1
2% o W +]- 12 o> w = 1z -y ©  +10spx  +spx
2 n-1, j 2 n, ) n+1, ] n+1,] N, m=1,
Ax AX Ax

Pour le second demi-pas de temps on obtient une expression
analogue en faisant cette fois <¢i i constant.

Les derivées premiéres sont par suite calculées a4 partir de
la relation hermitienne 511 qui donne le systéme suivant:

38
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4w’ o+ = @_ - - ? A
¥z ¥ (ax ] [wz, j wo,J] Y
> + 4 > + > = > -
wL+1,j wi.,j iy s EX] [w*-+1'J wL_’"'J] 219
4 w > + > — 3 - p— b4
n,J wn—1,3 Ax wh*-l . J wh , ) wn+1,1 J

L’algorithme se résume finalement comme suit.: .

1- Stationnarisation de I’équation de Poisson par ADI
d’ordre 4 a laide de 5.14.

2-Calcul explicite des dérivées secondes a ’aide de 5.13.

3= Calcul pour chaque pas de temps réel, des dérivées premiéres
selon x et selon y ¢ ou vitesses u et v ), par ADI Aa l’aide
de 515 voir [ 34 1.

5.4.3 Accélération de la convergence et optimisation:

La stationnarisation de 1’équation de Poisson pour des A" et
»”constants est longue. Etant donné que les résultats
intérmédiaires sont =sans signification, il a été proposé
plusieurs algorithmes donnant des suites de *x° ot Y permettant
d’atteindre la solution permanente en un nombre restreint
.d’it.érations wachpress [ 46 1, riyvabinski et Goduniov [ 16 1,
Varga [ 47 1 et Young [ 48 1.

Pour notre probléme, nous avons choisi Palgorithme de

mn
Wachpress, qui permet. d’obt.enir l1a convergence en 2
itérations n est un entier ¢ généralement. 3,4 ).

Le sous programme permettant le calcul des parameétres de
convergence s’appelle WACHOPT.

5.5 Application au probléme de la caviteé:
Les. équations paraboliques qui sont celles de Navier-Stockes et

de la chaleur, se discrétisent de la méme maniere que 'éxemple
5.2, on peut donc écrire les systémes de la méme fagon:

+1.°2 N+l 2 n+ls 2
Dr £ 7% +c1 7% G =H + K
L] L+, L b, L) L-1, t,] L
5.16
1
Dz £ 0 +#Cz2 £+ @z Y =y + K
L) L, j+1 L,i L, 1,1 b, -1 i, L,
Avec bien sOGr des coefficients fonction de i et | et dont les

expressions s’écrivent comme =suit:
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1 1 1 1
D1. = 193 — 2 = —— -
i,] L] 2Ax R Ax D2 L, v L,j 24y R Ay
2 2 2 2
C = —_ + =
Yo X3 R ax’ ¢z, . &t T R ay”
1 1 1 1
G: = - = = = =~ 55— ~ o
1L,j uL,j 2Ax R AXZ GZL,J VL,J 20y R Ayz

Les vecteurs de droite des expressions 516 s’écrivent comme
suit:

H =DD: f  +CCi "  + @@ "
L,] L. L,)+1 Lo v, LloL,)-1
V. =DDz £ % + caz £ 4 gz £2
Ll L) L+t, ] L oL, L ot-1, )
avec:
. 1 i 1 1
DD = -v — + D = -
L i 20y R &y° bDz, . i ZAX R &x°
2 2 2 2
ac = —_— = -
i X3 R Ay° taz, At R Ax°
1 1 ' 1 i
e Vi 2&y R Ay’ 6oz, . Y. ZA% R 2%’
On remplacera:
- Pour l’équation du transport des tourbillons:
- f par w
g & a g
- ——— 4 -+ ————
KL,J’ par Y ] sindg 7y ]cc»:s(cp)

L Lyl
- R par 1
- Pour l'équation de la chaleur:

- f par &
- K par 0

L,)

- R par Pr

5.5.1 A propos des conditions aux limites:

Elles sont les mémes que celles que nous avons adoptées pour le

cas classique nous les rappelons brigvement ici:
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Les conditions mécaniques:

La fonction de courant st ses dérivees

L,0 LN

o= oW o= wo= oy o= 0 J

Les conditions d’adhérence:

i oy oy kol = o
%) . ax ., 9x o &J T
L LN+ . +1,
! b 5.18
Sy _ oy Sy 3y = 0
ay avJ. ay v
1,0 L, n+d Q,) n+4,]
Le tourbillon:
8 - - , -
wt.,i Z‘jx.,z Bwi,J z’Jz,;
wL Q = 2 wo J= - 2
’ 2A ! A
Y 2Ax% 510
- - BwL P al - wl.,h—1 — . swn,J - wn—j_’J
L g Zﬁ;yz L, Nn+1 = ZAXZ )
Les conditions thermiques: i
=] =0 e =1
L,C L,N+1
48 - g 49 -
g = 1,] z2,] ot o _ n,j r-1,j { 5.20
G, N+, | 3

[
——

On propose aussi une autre fagon d’écrire les conditions aux
limites dont les détails du calcul sont donnés en annexe ( 4 ),
ces conditions peuvent s’4crire comme suit:

Pour les tourbillons et pour une face on a:

w + 2 w = - Syt
L.4 L, 0 A 2
ax
Pour la température la condition d’isolation permet. d’obtenir

I’équation suivante pour la face J = 0 par exemple:

n+4 m+1

[Dz, + Gz ]8 + Cz & = V
1,0 L,0 L,41 L, O Lv,Q L.l

Une équation similaire est obtenue pour la face j = n+1.

41
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5.5.2 Nécessité de la précision d’ordre 4 pour Peéequation de
Poisson:

- Les conditions sur les tourbillons sont exclusivement fonction
de la fonction de courant comme on a pu le constater lors de
Vécriture de celles-ci, il est donc évident que la précision
sur obtenuesur « est directement liée a celle obtenue sur Y.

Lorsque le nombre de Rayleigh atteint des valeurs importantes,
les variations des tourbillons sont tres importantes,il devient
alors nécessaire, pour en tenir compte, soit de serrer le
maillage et donc d'augmenter les dimensions du systeme, soit
d’augmenter la précision sur la fonction de courant W,

Le fait de serrer le maillage impliquera évidemment un temps de
calcul plus long.

- La méthode gue nous adoptons dans cette deuxiéme partie de
notre travail est basée sur la deuxieme idée, c’est a dire
augmentation de la précision sur la fonction de courant W
lors de la résolution de l’équation de Poisson par la méthode
Hermitienne compacte d’ordre 4, l'augmentation de la dimension
des systeémes entrainant des temps de calculs prohibitifs.

5.6 Algorithme pour un pas de temps réel:
On résoud dans cet ordre

a~ Stationnarisation de I’équation de Poisson par ADI
d’ordre 4 a l’aide de 5.14.

b-Calcul explicite des dérivées secondesa ’aide de 5.13.

c¢- Calcul des dérivées premiéres selon x et selon v ( ou
vitesses u et v ), par ADI A l'aide de 515 et des conditions
aux limites 5.17.

d- Calcul du champ de température par ADI grace aux
systemes 516 et les conditions aux limites 5.19.

e~ Calcul du champ de tourbillons par A.D.I grace aux systemes
5.16 et. les conditions aux limites 5.18.

f- Retour en a si la précision imposée n’est pas atteinte.

5.7 Résultats et conclusions partiels:

Un programme fortran A.DP congu de fagon modulaire avec un
maximum de subroutines et dans le souci d’étre réutilisé
ultérieurement moyennant quelques modifications not.amment
celles relatives aux conditions aux limites, selon l’algorit.hme
55.3 permet de donner des résultats comparables a ceux obtenus
par CLASNAT, mais aussi A ceux obtenues par de nombreux
aut.eurs.

Les résultats obtenus couvrent largement. le domaine des

Ra que nous avons pu obtenir sur CLASNAT, Ra =~ 10 E +6,
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des Pr jusqu’'a 1000 et des allongements Jjusqu’a 100, il
permet en outre d’avoir des solutions en transitoire.

Le souci de connaitre le comportement de la cavité au dela des
sollicitations dé ja trés largement. obtenues par nombre
d’auteurs et. qui est en fait un des buts de notre travail, nous
a amemé a rechercher les techniques utilisées pour faire
reculer les limites de la convergence.

3.8 Amélioration des performances-décentrement:

En réalité la cause principale de la rupture de la convergence
ezt la perte de la dominance des diagonales principales de nos
systémes par rapport aux autres termes des matrices, il faut

donc récupérer cette prépondérance.

Pour cela la procédure consiste souvent A utiliser des dérivées

décentrées du cété de 1’écoulement. Upwind " introduites entre
autre par Runchall et Torrance [ 43 1, qui détruisent le
"Wiggle" phénoméne qui cause 'instabilité, a la place des

dériveéee centrées ( centered > qui sont les plus précizes
C ordre 2 > mais les plus instables.

Les inconvénients sont une perte de la précision globale de
Pordre 2 a l'ordre 1, mais aussi une complication du schéma

résultant..

. On prendra donc:

a w WL~ wWi-1
— = — siou > 0
a x ] AX 1)

Lyl
a w Wi+l = Wi =i u < 0
— i,
a x Ax )

Selon que l’'on choisisse la forme conservative ou convective
deux maniéres distinctes pour décentrer sont proposées:

i- Pour la forme conservative:

On trouve [ 43 1 la procédure suivante:

u. .
u [V ¢ w, : it+1-2,5 2 O
aduw _ 12,0 L, t-1-2,3) t-1,j <i
g x -
LY X u ,
e = i=1-2,j = a
u, .
u. w. = u W i+1.2,; < O
aduw 2> . i+1s2,) 41, ] L=1-2,] i, si
3 x -
L] A x

u .
vm1s2,) <0
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u
C u u D k12,5 2 0
aduw 2 } _ L+, ] t=t1,3 ., <i

a x

N A x u
v Lt-1.2,35 < 0O

u
v+12,; < Q

8 RN .
L=12,] Lw+i, ]

u "
aduw > _ L+1/2,JWL+1, b
a x

L, A X u
J L1172, ] = 0

Pour la direction des y on obtiendra des expressions analogues:
La discrétisation nous permet Jd’obtenir des systemes ou les
Dv,j, GCi,j et Gi,j changent selon la valeur des u,,; ¢ Voir

annexe 6 ).

2- Pour la forme convective nous avons adopté le décentrement
préconisé par [ 33 I

™ in
udw ® 1 BRI
¥ 2 L, J+ 1 . n
5—] = u 5 J 2] =si u. 2 >0
R T, J+LS v, |+
b4 L,j+1.2 . A x 1
. .
N+t 2 n+1.2 = ) n
w, - w, W =W
udw " L, ]+1 L, n L,]+1 L]
a =2u 2 oY 1,2
X o Laj+rs L, +
L,j+1-2 J A x JJ A X
. lai
si u <0
L,j+Ls2
™ ™
8 €W . - SV .
uow ia) L L, j—-% . n
= . s i si u ' < 0
a x | i, )+1r2 L, j-1,2
Lj=1/2 A X
"N+l 2 n+L2 n o}
L - W, w, T W
usw N L, L,j-1 n L, -1 L, ]
3 x =2u 1.2 T 1.2
L,1—1. L, )}
L, i-1 3 A x 1 A x
. ia}
si u > 0
L,jv1s2
v aw . . e .
Pour le terme E T on &établit des relations similaires.
Y



5.9 Résultats et commentaires:
5.9.1 Ce que permet le modéle:

Le programme GRGRFOR qui a été congu sur la base de ADPFOR et
s=ur lidée du décentrement, nous a permis de résoudre les
équations de la couche pour un spectre beaucoup plus large que
tous les précédents soit:

- Pour les Ra jusqu’a 10 E +11.

- Pour les Pr jusqu’a 1000.

= Pour les Al au dela de 500.

- Pour des couches inclinées de 0 a 180°C.

Le programme permet aussi de connaitre I’'évolution de tous les
parametres de base en fonction du temps, ce qui n’était pas le
cas pour le premier modéle.

Remarque:

La premiére constatation que nous faisons et qui
confirme la justesse de notre modele est que les résultats
obtenus sont identiques A ceux obtenus par le modeéle de la
partie classique et ce pour toutes les possibilités qu’effre ce
dernier.

5.9.2 résultats pour les couches verticales:

Nous avons tracé pour cette seconde phase plusieurs types de
graphes: T ’ : :

Pour comprendre l’écoulement.:

- Les iso-fonctions de courants

- Les iso-tourbillons.

- Les vitesses ascendantes.

=~ Les tourbillons sur une paroi.

- Les paramétres caractéristiques en fonction du temps.
- Frontiéres entre les differents écoulements,

Pour comprendre le transfert thermique:

- Les isothermes.

- L’évolution des températures dans la couche.

- L’évolution du gradient de température dans la couche.
= Influence de Al et de ¢ sur le transfert.

- Variation de Nu par rapport A Ra.

Nous retrouvons

*®x Un écoulement a un seul rouleau central figures 5.3a <Al =1 >_
510 a et b ¢ Al = 2 >, 516 a,b et ¢ ¢ Al = 4 D, 518a et b <«
Al = 6 >, 522b ¢ Al = 20 > et 523 a @t b ¢ Al = 05 O,

* Des vitesses ascendantes figures 56 a ¢ Al = 1 > et 512 a ¢
Al = 2 > trés faibles avec un changement. de signe au centre de
la couche.

* Des isothermes quasiment paralléles figures S.4a (¢ Al = ,

1 >
5147a et b ¢ Al = 4 D, 519aC Al = 6 > et 524 a ¢ Al = 05 > s
pour la répartition de températures a travers la couche

45



on trouve que c’z=st une droite passant par 0 et 1 figures 55 a
CAl =153, 5183 a ¢ Al = 2 > et 520 a ¢ Al = & ) et enfin un
* Un gradient de température presque constant figures 57 a
CAl =1 D) et 5144 ¢ Al = 2 D,

Ceci nous permet de confirmer une seconde fois que le transfert
se fait par conduction pure, ce que nous avons appelé de la
pseudo-conduction.

La transition est représentée par:

® Une évolution vers un écoulement A deux ou plusieurs rouleaux
pour les iso-fonctions de courant figures 53 b et c ¢ Al = 1 ),
510 b ¢ Al = 2 >, 516 4 ¢ Al = 4 D, 5318 b et ¢ ¢ Al = 6 ),
5321 b ¢ Al = 10 > et 523 b C Al = 05 ).

* Des Vitesses ascendantes ¢ et descendantes ) plus importantes
avec une inflexion au centre de la couche figures 56 a ¢ Al = 1
2 et 512a ( Al = 2 >,

* Des isothermes plus prononcées figures 54 b et c ¢ Al = 1 ),
541 b ¢ Al = 2 ), 5147c et d ¢ Al = 4 >, 519 b ¢ Al = 6 5 et
524 b < Al = 05 >

#* Une évolution de la température de la face gauche vers la
face droite qui n’est plus une droite figures 535 b et o ¢ Al =
1 2, 5343 b, ¢ et ¢ Al = 2 > et. 520 b et c Al = 6 > et 524
b ¢ Al = 0.5 >.

% Les gradients de températurés sont au maximum sur les cotés”
€t au minimum au centre figures 357 a ¢ Al = 1 ) et 514 C
Al = 2 5.

L’écoulement a couches limites séparées est caractérise par

* Des écoulements a deux ou plusieurs rouleaux bien distincts
figures 53 d et e ¢ Al = 1 >, 510 ¢ et d ¢ Al = 2 J, 516 e,
f ,get i CAl = 4 >, 518 d et & ¢ Al = 6 D, 521 a et c ¢ Al
= 10 5, 522 b, c et d ¢ Al = 20 > et 523 ¢ € Al = 05 )O.

* Des vitesses importantes présentant un noyau central
quasiment. immobile et des extrémums prés des parois, figures
56 b C Al =1 ) et 512 b ¢ Al = 2 D,

* Des isothermes trés prononcées figures 54 d ¢ Al = 1 J, 511
b_,cetd(Al:Z),5.17d,e,f,get,h.

* Une évolution de la température a travers la couche
présentant une bande centrale constante figures 55 d, e et
CAl =13 5183 e et £ C Al = 2 D> et. 520 e ¢ Al = 6 ).

* Des gradients de températures importants et qui présentent un
maximum sur les deux faces et un minimum au milieu figures 5.7
aet b (Al =1 ) et. 514 ¢ Al = 2 ).

* Des iso-tourbillons qui présentent une symétrie par rapport A
la diagonale voir figures 527 a, b et. ¢ ¢ Al = 2 o = 0° >

cette remarque est vraie pour l'ensemble des cas que nous avons
traités.
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* une évolution des tourbillons pariétaux figures 5.8 a et b
qui présentent un maximum vers le centre de la paroi et qui
augmente trés vite avec Ra.

* Des Nusselts qui augmentent en fonction de Ra naturellement
ce qui est représenté figure 5.36.

Ces remarques sont valables tant que I’'écoulement. reste
laminaire, il est vrai aussi que le nombre de rouleaux peut
augmenter selon que Al augmente.

5.9.3 Influence de P’allongement sur le transfert de chaleur:

la figure 5.36 montre gque plus Al augmente et plus il est
difficile d’évacuer de la chaleur pour un méme Ra, ce qui
se traduit par des Nu qui diminuent en fonction de AL

La figure 5.37 prouve la décroissance de Nu lorsque Al
augmente , remarquons Jque pour les grands Al la décroissance est
beaucoup plus faible, ce qui =se traduit sur la figure par un
aplatissement des courbes.

5.9.4 Couches horizonta.@es:

Le programme GRGOGR permet aussi de nous donner des résultats
pour des couches dinclinaisons nulle ou a- 180°.

% Couches a 180°:

* Les figures 528 a, b et ¢ ¢ Al = 1 2> représentent les
iso-fonctions de courants pour des Gr de 10E+3, 5 et. 6. Notons
la difficulté que Von a de provoquer le mouvement, en effet
méme pour un écart de température important, c’est dire un Ra
important.,, le nombre de Nusselt reste proche de 1.

* Les isothermes restent des droites paralléles. Pour des Ra
équivalents, les isothermes étaient trés prononcées en position
verticale Ra = 10E+4.

I1 v a donec stratification des couches fluides et blocage
relatif du mouvement figures 529 a et b ¢ Al = 1 D,

x Nu augmente lentement en fonction de Ra, il y a donc une
perte minimale de chaleur. C’est. pour cela gqu’ on utilise cet
effet dans de nombreuses applications { meubles frigorifiques
par exemple DJ.

Couches & 0°:

*x Dans ce cas on remarque que 'écoulement s’établit tres vite,
et on atteint rapidement le régime turbulent pour de bas
nombres de Ra. Les iso-fonctions de courant présentent un
écoulement. & cing rouleaux pour des nombres de Ra faibles 10
E+3 et 10 E +4 figures 5.30 a et. b ¢ Al = 1 2, a un rouleau avec
des =zones de recirculation sur deux coins et pour Ra de 10E+5
et & figures 530 ¢ et d ¢ Al = 1 D, notons aussi les
izso-fonction présentées figures 325 a, b et ¢ C Al = 2 D,



* Les isothermes se courbent treés vite voir évolution figure

531 a, b, ¢, d et e pour Al = 1 et les figures 526 a, b et ¢
pour Al = 2,

5.9.5 Couches inclinées:

* Leg figures 532 a, b, ¢ et d et 534 a b, ¢, 4 et =
représentent pounr des inclinaisons de 30° et 50° des
iso-fonctions de courants.

nous retrouvons ici aussi les differents types d’écoulements
que nous avons rencontrés précédamment a un rouleau et A
plusieurs rouleaux.

* les figures 533 a, b, c et d et 535 a, b et ¢ qui
représentent les isothermes indiquent clairement I’effet de
I'inclinaison par rapport a des couches verticales soumises aux
mémes sollicitations.

* Pour pouvoir comprendre VPinfluence de U’inclinaison sur le
transfert de chaleur nous avons tracé figures 5S38 Nu en
fonction de p.

Ces courbes présentent un maximum selon la valeur de Gr.
Exemple pour Al = 1 et Gr = 10+§ le ¢ correspondant au maximum
d’évacuation de chaleur a 44°. Notons aussi qu’il  v’a un
déplacement. de ce maximum vers les grands ¢ lorsque Gr diminue.
Une application connue d'ailleurs de ce résultat est le bon
.choix de linclinaison d’un capteur solaire plan. ’ S o
Notons aussi que Ll'influence des Al cur Nu o faiblit  lorsque Al
augmente. N

5.9.6 Concernant les grands Grashoff:

Comme nous l'avons indiqué ci-dessus le type d’écoulement donc
le régime, est non seulement fonction de Ra mais aussi de Al ¢
et méme de l'inclinaison que nous n’envisageons pas ici ).

S5i la frontiére entre la conduction pure et la convection
laminaire est clairement indiquée par les valeurs de Ra
correspondant a Nu = 1, ce n’est pas le cas de la frontiére
entre le régime turbulent et le régime laminaire.

Nous proposons ici un moyen qui permet de déceler cette
transition. A cet. effet nous tragons systématiquement
I’évolution de certaines grandeurs ¢ Nu , v ..> par rapport au
temps et nous montrons que lorsque le régime permanent est
atteint deux cas peuvent se présenter

1- Le paramétre en question est constant.
2- Le parameétre oscille autour d’une position moyenne.

C’est le Ra correspondant au deuxiéme cas qui sera la valeur
limite entre les deux régimes.

Nous avons déterminé ces Ra limites et nous avons tracé la
frontiére entre le régime laminaire et turbulent en fonction
des Al C figure 5.40 D.
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-~ Nous avons pu constater en tragant I’évolution de Nu en
fonction du temps ( de calcul ou du temps réel > qu’a partir
d’une limite qui dépend de Ra et Al le régime permanent n’est
plus atteint,

Les courbes 59 a b ¢ Al = 1 > qui représentent. les Nu local et
moyen, montrent que pour des Ra faibles le régime permanent est
toujours atteint et bien souvent en un temps assez faible.

Plus Ra augmente et plus le régime stationnaire tarde a venir
figures 39 ¢ et d, remarquons les oscillations importantes de
Nu au départ qui s’amortissent en fonction du temps pour donner
un Nu constant et donc le régime permanent. La figure 59 e
représente un spécimen des courbes évoquées ci-dessus et qui
montrent que lorsque l'on atteint une valeur limite qui est ici
Gr = 10 E +7 pour un Al = 1 nous n’obtenons tout. simplement
plus de régime permanent au sens strict du terme, mais des Nu
qui  oscillent autour d’une valeur moyenne. C’est cette limite
que nous considérons étre ici la frontidre entre le régime
laminaire et le régime turbulent.

Ceci explique aussi pourquoi la résolution par differences
finies classiques en régime permanent divergeait pour des Ra
relativement importants.

La figure 59 f représente les variations de Nu en fonction du
temps pour un Gr supérieur A la limite que nous venons
d’évoquer.

- Lorsque cette limite est atteinte le Nu local oscille, de
méme d’ailleurs que des grandeurs conmme la vitesse, ce qui
prouve l'éxistence dJd’ondes de gravité qui finissent par . rendre
le régime instationnaire et par la suite turbulent voir aussi
L 7 1

= Lorsque Ra atteint des valeurs de Il’ordre 10 E +6 a 10 E + 7
la solution des équations est fonction du pas d’espace et par
conséquent du maillage de la couche . Le pas de temps At &tant
li¢ au pas d’espace Ax, il faut donc le changer par conséquent.
Nous avons fait changer At par tatonnement 2 défaut de déduire
une loi de variation At = f( AX) par une recherche systématique
longue et colteuse. En tout é&tat de cause lorsque Ax augmente
il faut. diminuer At.

-~ Le serrage du maillage et la diminution du pas de temps
entrainent des temps de calcul tres importants. En fait pour
les grands Ra ¢ ~ 10 E +7 pour Al = 1 ) on s’approche du domaine
turbulent, et dans ce cas au niveau des couches limites se
développent des micro-tourbillons qui fluctuent. dans L’espace
et. dans le temps et dont il faut tenir compte par un maillage
serré et par un pas de temps faible.

Etant donné que cela se passe au niveau des couches limites
certaing auteurs préconisent un pas d’espaces serré prés des
parocis et lache ailleurs. Le Programme GRGR.FOR peut
s’adapter a cette situation [ 29 1.

- Pour pouvoir obtenir des résultats rapidement pour de forts

Ra il serait intéréssant d’essaver des calculateurs plus
puissants que le microvax sur lequel j’ai pu travailler.
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.- e e - .
R A R
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2
3.727€32

G.B5i% 0,
ii.i8ezZ:
1206, 2305
PN 1)

15. 65608
V.75
iB. 304 g
20, 1205300,

Fig.5.16 d

Gr=1lES —-Pr=.7 -phi=80

Al=4

-1S0-CDURANTS

1.538635
4.61580%
7.683174
10.77044
13.84771
16.82499
20.00228
23.07352
26. 15679
29. 23406
32.31133
35. 388E

368. 46587
41.54314



Fig.5.16 e

Cr=]E6 —Pr=,
Al=4 —ISO-COURANTS
4.344261
13. 03308
21,70
30. 1i082
23, usan
7.7,

BE. 47560
65..6541
73.854.3
2.T4nan
81.23157
85.82378
108, €09
1i17.2807

Ra=lE7 —Pr=.7 ~phi=80
Al=4 -ISOD-COURANTS

21.8776
B85.9328
108, a88
153.8432
197.79684
241.7536
285, 7088
328.664
373.6182
417.5744
461.5296
505. 4848
549. 44
593. 38952



<amlEB —Prw=,7 —phi=g0
Al=4 ~ISO-COURANTS

42.212
126.638
211.06
285, 484
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1139.724

M A W
i _m
_;(:, :
M !
mp \ | * ” / /r&ﬁ
| f

._\ [
I | p
k_ ) (e
‘_, ey
i

—g "--

= L~ e

=

S T o e

2o =
——
==

oot —me ot oS ha
et
=

T

Fig.5.16 h

Ra=1E9 ~Prw.7 —phi=g0
Al=4 —-]1SO-COURANTS
88. 50732
265.522
442, 5366
619.5512
796. 5686
8973.5808
1150.585
1327.61
1504.624
16881. 839
1858. 854
2035. 868
2212.883
23689. 8986
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Fig.5.17 a

RarBC0 ~Pre, T -phidl
Aleed —~IST-TENPHRATIRUS
3.5V 1433:-C00

e Mrce ponrs
e b &P

«1785714
.25
. 3214088
. 3918570
. 480857
. 535742
«8C7143
. 87857
.78

.« 82L78E
< BAT/ETY
. 380858

Fig.5.17 b

Ra=lE3 ~Pr=,7 l}h'uo
Al=4 -1S0-TEMPERATURES
8.871428E-02
-1071429
.1785714
28
.3214208
. 3028571
- 4842857
. 58671438
-.807148
.87865714
.78
. 8214288
. 88268571
. 88426858
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\

Cr=]1E4 ~Pr=_7 ~phi=g90

Al=4 ~ISOTHERMES

3.5714296-02
-1071429
. 1785714
.28

. 3214286
. 3828571
. 4642857
.5357143
.807143
.8785714
.75
.82142886
.8828571
. 8642858

Fig.5.17 d

Cr=1ES ~Pr=.7 —phi=80
Al=4 —ISOTHERMES
3.571428E-02
. 1071429
.1785714
.25
.32142688
.3928571
« 4842857
5357143
.B07143
.678S714 o
.75 b~
.8214286
.8928571
. 06426858



— Fig.5.17 e

Cr=lEB ~Pr=.7 —phi=50

Al=4 —ISCTHERMES
3.571428E--02
.1071428
.17835714
.25
. 3214286
.382857!

. 4642857
.5357143
.B07143
.8785714
.7S
.8214286
. 8828571
. 8642858

Fig.5.17 f

Ra=lE7 ~Prw=.7 —phi=80
Al=4 —-ISO-TEMPERATURES

4.302464E-02
. 1280738
.2151232
.3011725
.3872218
. 4732711
. 5593203
. 8453696
.731418
.8174683
.9035174
. 9895668
1.075616
1.161685
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Ra=1EB8 ~Pr=.7 -phi=90
Al=4 -ISO-TEMPERATURES
3.8571429E-02
.1071429
.1785714
.25
.3214286
. 3828571
. 4642857
.5357143
.807143
.8785714
.75
.B8214286
. 8928571
. 9642858

Fig.5.17 h

Gr=1EQ —Pr=.7 —phi
Al=68 -ISOTHERMES
3.571429E-02
.1071429
.1785714
.25
. 3214286
. 3828571
. 4642857
. 5357143
. 807143
.B6785714
.75
. 8214286
. 8928571
. 96426858

=90
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DIRECTION DEB X

Fig 5.20 a

A ————y .,
2 4 8 9

10 12 14 10 38 2W 22 24 20 2
OIRECTION DEgS X

Fig.5.20 b

PROF [L DES TEMPERATURES
SELON LES X AU MILIEU
GR = 30 Ge® Pr ~ .7
A = 8

PROFIL DES TENPERATURES
SELON LES X AU MILIEU
SR = 10 Evd P w .7

Al = @

o 2

4
3 Lr,t.flv D ol S S S

b e —
® 10 12 14 16 180 20 22 24 20 28

OJRECTION DES X

Fig.5.20 ¢

L L R e

OIRECTION DES X

Fig.5.20 d

e S NN

PROF IL DEE TEMPERATURES
SELDN LES X AU MILIEU
GR « 10 E+§ Pr = .7

Al - &

PROF1L DES TEMPERATURES
SHLON (EE X AU MILIEL
CR =~ 10 E*7 Pr = .7

Al »~ §
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- E-k E F F F k5

835

“relE7 —Pr=l. —phi=50
Al=E —ISO-COURANTS
~40.1217S
-24.95508
-5.788353
5.378353
20.54504
35.71176
§0.8784S
66.04515
81.21185
96.378S5
111.5453
126.7118
141.8787
157.0454



S — e ———— ————a

H
|
} * s =IES —Pr=.T —phi=g0
j Ram1E3 —Pr=,7 —phi=g0 Al=6 —ISOTHERMES
.. “ - Al=68 —-ISO-TEMPERATURES 3.871406E-02
HH 3.571429E-02 ! .1071429
Mﬁﬁ* N .1071429 1785714
i .1785714 .25
! .25 3214286
. .3214286 .3928571
__ ‘. .3928571 . 4642857
‘ _.M ~. | - 46842857 .5357143
_* ~ i .5357143 .B07143
[l .607143 .B785714
m .6785714 .78
.7S .8214286
ﬁm .8214286 . 8978571
_ﬂ | .8928571 . 5642858
) _. . 9642858
T
m
|

Fig.5.19 b

86



Gr=2EB —Prw=.7 —phi=80
Al=6 ~ISCTHERMES
3.571428E-02
. 1071428
.1785714
.25
.32142886
.3828571
. 4642857
.6357143
.607T143
.67B5714

.

.B214286
. 8828571
. 9642858

Fig.5.19 d

Cr=6E8 ~Pr=,7 —phi=80
Al=6 —-1S0O
3.571428E-02
.1071428
.1785714
.25
.3214286
. 38928571
. 4642857
.5357143
.607143
.6785714
.75
.8214286
. 8828571
. 9642858



Gr=1E8 ~Pr=l1. —phi=80
Al=8 -ISOTHERMES
3.488571E-02
. 1048572
. 1748288
« 2448
.314871S
. 3848428 -
. 4548143
. 5247857
. 5847571
. 86847288
<7347
. 8048715
. 8748429
.8448143
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Gr=lE7 ~Prw,7 -phi=S0
Al=10-ISO0-COURANTS
-5686.8137
-451.1777
-335.4417
-218.7087
-103.9687
11.7663
127.5023
243. 2383
358.38743
474.7103
580. 4463
708.1823
821.8183
837.6542

Fig 5.21 ¢
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Cr=lES ~Pr=.7 —phi=80
Al=20-1SD~COURANTS Gr=1E4 —Pr=.7 —phi=g0

Al=20-1S0-COURANTS

-41.02304
-23.77623 .4461183
-8.528412 1.338358
10.7174 2.230588
27.88422 3.122835
45.21104 4.015073
82.45785 4.907312
78.70468 5.788551
96.95148 6.691788
114.1883 7.584028
131.4451 8. 476266
148.68818 8.368504
1685.9387 10.28074
183. 1856 11.15298
12.04522

T
i
03

Ui
1)
&N
w

Fig.5.22 b
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Br=1E2 = Pr=.7 = Lhymg(
Al=0.5- 1S0-COURANT
1.2814286-03
3.844286E-03
/ 6.407143E-03
_ . 00897
1.153286E-02
1.408571E-02
\\\\5‘_~____‘7 1.6865857E~02 ,

1.822143E-02
2.178428E-02
2.434714E-02
. 02891
2.8947286€-02
Fig.5.23 a 3.203571E-02
3. 458857E-02

GrelE® ~ Prw.7 - phi=90

Al=0.S ~ ISD-COURANT

.2187975
. 6583825
1. 008988
1.538583
1.878177
2.417772
2.857367
3.286963
3.736557
4.176152
4.815747
§.055343
5.484938
Fig.5.28 b 5.834532

|
| Cr=1E6 - Pr=.7 - phi=80
Al=0.5 - ISD-COURANT
.647725
1.843175
3.238625
__\\V// 4.53407S
5.828525
7.124875
8.420424

9.715874
11.01132
12.306786
13.60222
14.897868

16.18313
Fig.5.23 ¢ 17. 48858
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Gr=]lET ~ Pre,7 - phi{=30¢

Al=0.5- ISO-COURANT

-32.47188
-22.758123
—-13. 03058
-3.308825
8.410728
16.13:137

~____//‘\\// 25, 85203
35.57267

45.28333
58.01388
64.73463
74. 45528
84.17582

83. 88658
Fig.5.22 &

Cr=1lEZ - Pr=.7 - phi=80
Al=Q,5~ ISOTHERMES

3.571429E-02
.1071429
.1785714

.25

.3214286

. 3928871

. 4642857
.5357143
.607143

.6785714
.78
. 8214286

. : .8828571
Fig.5.24 & . 58642858

Gr=10E+5 ~ Pr=.7 - phi=g0
Al=0.S5~ ISOTHERMES
3.571428&E-02
-.1071428
.1785714
.25
- 3214286
) . 3828571
. 4642857
. 5357143
— . 607143

.6785714
.75

.8214286
. 8828571

Fig.5.24 b - 9842858
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GrelE3d - Pre,7 - phi=p

Al=2 - 1B0TBERMEL
1.988428E-02

5.8908288E-02
8.847142E~-02
. 137886

. 1772488
.2188371

« 2580257
.2854143

. 3348028
-3741814
.41358

. 4529888

. 4823572

. 5317458

Gr=1E4 ~ Pr=.7 - phi=0
Al=2 - 1SO0-COURANT

-7.8689107
-6.858803
-5.930880
-4.801482
-3.872287
-2.843083
-1.813878
-.7846728
.2445328
1.273738
2.302843
3.332147
4.361352
S.380558

Gr=1E5 - Pre.7 - ghi=0
Al=2 - 1SD-COURANT

-28. 476838
-23.98878
-18.52317
-15. 04658
-10.57
~6. 083405
~-1.818818
2.858778
7.338385
11.81285
18.28854
20. 78813
25.24272
289. 71831
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Fig.5.26 c

I_L_J

Gr=1E3 - Pre,7 - phi=C
Al=2 - ISDTHERMES

3.571429E-02
.1071428
.1785714
.25
-3214288
- 3828571
. 4642857
.5357143
.807143
. 8785714
.75
.8214286
. 8828571
. 8842858

Gr=1E4 - Pr=.7 - phi=C
Al=2 —- ISOTHERMES

3.573286E-02
.1071888
. 1786643
.25013

. 3215857
. 3830614
- 4645272
. 535893
. 5074586
. 8789243
. 75038

. 8218558
. 8833214
. 8647871

Gr=1E5 ~ Pr=,7 - phi=0
Al=2 - ISOTHERMES

3.6B88428E-02
. 1106529
- 1844214
. 25818

. 3318586
. 4057272
. 4784858
. 5532643
. 8270329
.7008015
- 77457

. 8483388
. 8221072
. 8858758



Fig.5.27 b

Fig.53.27 <

TrelEg - Pre 7 - shi=g

Alm2 - 1SO-COURANTS
~-646. 6536

-586. 7316
-Sa6, 8085
~486. 8874
~406. 8653
—347.0433
-287.1212
-227.188i1
-167.277

-107.354s
—47.432886

12. 48926

‘"r-"IES = Pre.7 - ohieg
Alm2 o 1S0-COURANTS

~3512.938

-3186. 085

-2878, 35}

~-2562. 608

-2245, 862

~1828, 137

=-1612.373

~1265, 628

~878.884]

-66Z. 386

~34%. 3853

-28.65088
Gr=1E6 - Pr=.7 - phi=0

Al=2 -~ 1S0O-COURANTS
~18803.18

-17215.87
-15528.7%
-13841.53
-12154.31
~10467.08
-8779.866
—-7082. 644
-5405. 423
-3718.202
-2030.88]

-343.7578




Gre=1E4 - Pr=.7 = phi=lg

Al=l -~ 1SO-COURANT
-1.338536E~-02

-1.236807E~-02
~1.137678E-02
-.0103875

-8.388214E-03
—-8.408828E-03
-7.419643E-03

-6.430357E-03

~5.441072E~03

\\\\\“~\‘~___________,,a”///// / -4.45176SE-03
\\\\\\\“‘g—-—_—————————_-"”’/’/,/// -.0034625

\\\\\\“_; __,,///// -2.473215E-03

-1.48382BE-03

~4.946422E-04

Fig.5.28 a

Gr=lE5 - Pr=.7 - phi=ml€

Al=1 -~ ISO-COURANT
-5.888263

) -5.10658
-4.323817
-3.541243
-2.7568568
-1.875885
-1.183222

. -.4105482
.3721252
1.154789
1.837473
2.720146

3.502819

4.285494
r* ]
Fig.5.28 b
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CrmlE4 = Pew,) - phinlg

Alwl - JIEOTHENRMES
3.8V14086-02

»1071408

L1785714

.28

3214286

.38ASY]

4542857

.33587143

.607143

.B6785714

. 882857}

. 86542858

Fig.5.29 a

6r=lES « Prw.7 -~ phi=18C
Al=] ~ ISOTHERMES
3.571429E-02
. 1071429
.1785714

.25

. 3214286
. 3828971
. 4642857
-.5357143
-607143 .
.6785714

.75

. 8214286

. 8828571

Fig.5.29 b ~ -8B42858
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Fig.5.30 b

Gr=1E3 - Prw=.?7 - phiwo
Al=] - 1S0-COURANT
-. 1628032
-. 1258687
-8.883807E-02
-.0518025
~1.476894E-02
2.22B84B85E-02
&.528822E-02
8.633178BE-02
. 1333853
. 1703888
. 2074325
. 2444681
. 2814897

. 3185332

Gr=1E4 - Pr=.7 - phi=Q
Al=1 - 1SO-COURANT
-. 41729983
~.3640778
~. 3108564
~.257638
~.2044136
~.1511821
-8.787069E-02
-4.474828E-02
8. 472144E-03
6.1683681E-02
.114818
. 1681364
, 2213578

. 2745783
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Fig.5.30 c
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Gr=1E5~ Pr=.7 - phi=Q
Al=1 - ISO-COURANT

-3. 428662

-3.152205

~2.874748

-2.587283

-2.318838

~2.04238

-1.784823

-1.487467

-1.21001

-.932554

-. 6550875

-.a776412

-.1001847

. 1772718

.

Ro~10EB ~ Prw=l - phi=Q
{xo courant

~71.81373

-85, V6701

~80. 0205

-4, 27387

~40, 52vas

~42. 78063

37, 03401

~14.04753
-8.3004li
—2, 85540280

3.:82337



Fig.5.30 e
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lFix‘SBin
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Gr=lE7 - Pre.7 - phi=

Al=1 - ISO-COURANT
-40.06444

-21.68262
-3.320788
15.05103
33. 42288
S1.78468
70. 16651
B88.53833
106.8102
125,282
143.6538
162. 0256
180. 3g7s

188. 7693

Gr=1EQ -~ Pr=,7 - phiwQ
Al=1 - ISC¥-COURANT

-1277.2s51
~1175. 828
-1074. 405
-872.8824
-871.5583
~770.1365
~-668.7133
-567.2804
-465.8673
—364. 4443
-263.0213
~161.5883
-60.17517
41.2478
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Fig.5.31 a

L_fig.5.31 ng
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Gr=1E3 - Pr=_7 - phi=Q

Al=1 - ISOTHERMES
3.571428E-02

-10714289
. 1785714
.25
.3214288
. 3828571
- 4842857
.5357143
.807143
.58785714
.75
-B8214286
- 8828571

. 8842858

Gr=lE® ~ Prw.7 -~ phi=g
Al=1 - ISOTHERMES

3.571428E-02

-1071429

.1785714

.25

.3214286

. 3828571

. 4842857

.5357143

.807143

.8785714

.75

.8214288

.8828571

. 8642858



Ra=10ES - Pre,7 - CP- o
tmotor, wraturaes

8.5714200 .

- <QT1409

. 1785714

.25

. 3214288

o QiIELY

- 464285

-S35.143
+B0V.
.878571 4
.75

. B214286

% : [ A

- E6428

Fig.5.31 ¢

Re=1E7 = Pr=,7 - phi=0

{so—~tasperatiures
8.6571428E~-02
1071429
« 1786714
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Fig.

5.31 e
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Cr=1EB - Pre,7 - phi=Q
Al=1 - ISOTHERMES

3.571428E-02
.107142g
-1785714
.25
-3214286
. 3828571
. 4642857
.5357143
.607143
.8785714
.75

- 8214288
. 8828571
. 86842858
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Cr=lEl ~ Pr=,7 - phi=30
Al=1l —~ ISO-COURANT

4.301857&-02
. 128C557
. 21509828
.30113
.3871672
« 4732043
- 5582415
. 8452788
. 7313157
- 8173528
. 80338

. 86884272
1.075464
1.181502

Crm=lES ~ Pr=.7 - phi=30
Al=] - IS0~-COURANT

. 8858588
2.887577
4.878285
8.871013
8.862731
10.85445
12.84617
14.83788
16.89288

18.92132
20.81304
22.80478
24.88847
28.688818



TreiEB =~ Pre.7 - phi=3({

Al=]l - I1S0-COURANT
3.082604

8. 188052
15.31342
21. 43878
27.58416
33. 68953
38.81483
45.84027
52. 06563
$8.181

84.31837

70.44173

76.5671

82.68247

CrelE7 — Pr=,7 - phi=30

Al=]l ~ ISO-COURANT
3.77S308

12.52214
21.26887
30.0158
38. 76263
47.50846
S6.25628
65.00311:
73.74886
82. 48678

81.24361

88.88043
| Fig.5.32 d

| 41 108.7373

117.4841
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Al=1 - ISOTHERMES

3.571428E-02
.1071428
.1785714

.25

.3214286
.3928571

. 4642857
.5357143
.607143
.6785714

8928571

Cr=1ES ~ Pr=.7 = phi=3
Al=1 - ISOTHERMES

3.571428BE-02
.1071428
.1785714
.25

. 3214288
- 3828571
. 4842857
.5387143
.807143
.8785714
.78

. 8214288
. 8828571
. 9842858
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Fig.5.33 d
| Tte-s.as d |

Gr=1EB ~ Pr=.7 = phi=3C
Al=1 — ISOTHERMES
3.571429E-02

.1071428

-1785714

.25

.3214286
. 3828571
. 4642857
. 5357143
.B607143
.56785714
.75

.8214285
. 8828571

. 8642858

Gr=1E7 - Pre=.7 = phi=3.

Al=1 - ISOTHERMES

. 3.871428E-02

. 1071428
.1785714
.25
.3214286
. 3828571
. 4642857
. 5387143
.607143
.6785714
.78
.B214286
. 8928571

. 86428586



Grm1E3 - Pr=.7 = phi=60

Al=1 - 1SO-COURANT

2.725464E-02

8. 176383E-02
. 1362732
. 1800 88
L2459l
P33 LA B
L384310
L ALRe
R TAR- . A

LT B3

LBV 2347 8

N PLI IR

L BR1AGH]

.v35\8.73

CrelEA -~ Pre, Vo pidr3l

flri - IBO-CUURANT

1.001uuy

3.0032,7
5.005163
7.007648
9.0089632
11. 017202
13,0142

15. 01639
1% .92:1957
19,0206
21. 02294
23, 02511

2E.02731

27 . 02325
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Cr=lES - Pre.7 - phi=60

Alm=l - ISO-COURANT

.B56354
2.089]82
3.481g7
4.87475g
6.267545
7.660333
8.0533123
10. 44533
11.838y
13, 23148
14.62427
16.01708
17. 40985
18. 80253

Gr=1ES ~ Pr=.7 - phi=€0

Al=1 - ISO-COURANT

.461771S
3.172874
5.884178
8.58538

11.30658
14.01778
18.72888
18. 44018
22.1514

24,8626

27.5738
30. 2865

32. 88621
35.70741
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Gr=l1E8 — Pr=,7 - phi1i=80

Al=1 — ISO-CODURANT

-53.81156
-15.85607
21.88843
58. 75482
87.81042
135. 4658
173.3214
211.1788
249.0324
288.86878
324.7434
382. 5888
400. 4544
438. 3088

Gr=1E4 - Pr=.7 — phi~&C

Aleni - ISOTHERMES
3.571428E-02

.1071428
. 1785714
.25
.3214268
. 3928571
. 4842857
.5357143
.807143
.8785714
.78
.92142886
. 8928571

. BB42a58



GMES — Pr=.7 - phin€

Almi - ISOTHERMES
3,.571429€--02

. 107142
. 1785714
.25
.3214286
. 3828571
. 4842857
.5357143
. 807143
.6785714
.78

. 8214286

. 8928571

. 9642858

GrelEQ = Prr.7 - phiie60

Alnl — ISOTHERMES
3.571428E-02

.1071428
.1785714
.25
.3214286
. 3928571
. 4642857
5357143
.607143
.EB785714
.78
.8214266

. 89268571

. RBA2R58
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- Des nombres de Pr importants exercent une influence
stabilisatrice sur la solution numérique. L’effet sur le
résultat final est tout de méme assez faible voir aussi De Vahl
Davis [ 1 1.

- 5.10 Comparaison des deux méthodes de résolution:

- Nous avons résolu d’abord des é&quations paraboliques et
elliptiques linéaires type équation de la conduction par les
deux méthodes classiques et ADI en bidimensionnel, et. en

faisant changer notamment Ile pas d’espace c’est A dire en
augmentant. la taille des matrices de la méme maniere pour les
deux cas.

- Nous avons essayé par la suite de faire de méme pour notre
probleme, voici quelques uns des enseignements que nous avons
pu tirer de cette petite é&tude comparative gui ne se veut pas
systématique et générale:

5.10.1 Schémas obtenus par la méthode classique:

Avantages:

a- Discrétisation rapide.
b- Mise en oceuvre rapide.

- ¢~ Se préte a des domaines quelconques.

d- Le pas peut étre variable.
Inconvénients:
a~ Les systémes implicites deviennent treés vite trés lourds a

mettre en oeuvre, et nécessitent I'inversion de matrices treés
importantes bien que creuses.

b- Les conditions aux limites du type Fourier compliquent
encore plus les systémes obtenus.
d- Les systemes explicites éxigent la connaissance des

conditions de stabilité qui sont souvent tres compliquées a
obtenir de fagon rigoureuse et dont Vapplication est parfois
handicapante.

5.10.2 Schémas obtenus par A.D.I:
Avantages:

a~ Les systémes obtenus sont inconditionnellement. stables
parceque implicites.

b- Les matrices obtenues sont tridiagonales et peuvent donc étre
inversées facilement par l’algorithme de Thomas par exemple.

c= On peut facilement. ’appliquer a tout type de conditions aux
limites.

d- Peut étre utilisée pour des pas variables.
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Inconvénients:

a~ Se prétent difficilement aux géométries complexes.
b~ Pour résoudre Les problémes elliptiques il faut les
transformer en problémes paraboliques.

5.10.3 A propos du temps de calcul lorsque Ax varie:
Pour les problémes lin&aires:

- Pour de petits systémes la méthode classique est plus
performante, le temps de calcul est nettement plus faible ¢ de
moitié par rapport a celui de la méthode ADI > pour un
systéme d’ordre 20%20 Lorsque l’ordre du systéme augmente
’écart entre les temps de calcul se réduit pour s’'inverser
en faveur de la méthode A.DI.

Ainsi donc la méthode A.DI est plus rapide pour les grands
systemes ce qui est intéréssant car les probléemes industriels
demandent souvent des systémes trés importants.

Le temps de «calcul par la méthode classique devient tout
simplement prohibitif pour des systémes de l'ordre de 100%100.

= Pour notre probléeme ¢ non linéaire >:

Les mémes remarques que nous venons de faire peuvent étre
faites & propos du probléeme de la cavité, a la difference que
.la. comparaison dans ce cas la s=e limite. aAu domaine " des Ra
possi‘bles pour la méthode classique et qui comme on le s=ait
n‘atteint au plus que Ra = 10E+6.

-~ Pour un méme Ra on constate que l'augmentation de Ax joue en
faveur du schéma AD.I comme on vient de le dire ci-dessus.

- Lorsque Ra augmente et en conservant le méme Ax et Ay on
constate aussi que le temps de calcul augmente plus vite pour
le schéma classique que pour le schéma A.D.I » pour le dépasser
de 5x10 E +5.

- Lorsque Ra dépasse 10 E +6 la comparaison s’arréte puisque le
schéma classique diverge.

= Au déla de 10 E +6 pour le Ra le schéma décentré est mis en
ceuvre et la diminution du pas de temps relative a la
diminution des pas d’espace ainsi que augmentation du volume
de calcul implique une augmentation sensible du temps de
calcul.

- Comme nous ['avons montré pour la méthode classique le type
de l’écoulement. est non seulemnet fonction de Ra mais aussi de
Al, de méme pour le temps de calcul, il est fonction de Ra et
de Al Al augmentant le pas de temps diminuant.

= Aux environs de 10 E+7 ou +8 le régime permanent n’est plus

atteint et des =olutions périodiques et réguliéres apparaissent
au bout d’un temps assez important.
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- C’est pour des Ra limites que nous avons constate les temps
de calculs les plus importants ¢ 3000 s sur microvax et pour un
Ra de 10 E +10 D,

5.11 A propos du transfert thermique:
5.11.1 Résultats.

Il va sans dire qu'une é&tude de ce type a pour objectif de
déterminer l’ampleur du transfert de chaleur dans la couche, et
par conséquent de connaitre l’évolution du nombre de Nusselt Nu
en fonction de Ra, de Pr et de Al

Nous avons procédé de la maniére suivante pour connaitre le
comportement thermique de la couche.

= Nous avons tracé Nu = f ¢ Ra ) et Al comme parametre sur la
courbe 35.36.

* Nous constatons que les courbes obtenues sont des droites
paralleles et gu’elles ont une limite inférieure qui correspond
a Nu =1, c’est A dire la pseudo-conduction. .

Cette limite inférieure est fonction de I’allongement et du Ra.

* Ce qui d’ailleurs nous permet de tracer la courbe 5.40, qui
représente une limite entre la conduction et la convection
laminaire. » : . I
Cette limite a éteé citée par plusieurs auteurs dont Heitz L 4 1,
Eckert et Carlzon [1 1, De Vahl Davis [2 ],.-«.

* Pour pouvoir tracer la frontieére entre le régime laminaire et
le régime turbulent, nous avons utilisé le fait que des
paramétres tels que 1le nombre de Nusselt oscillent a la
transition comme nous ’avons indiqué plus haut voir figure
5.40 représentant ensemble les deux frontiéres.

5.11.2 Etat des connaissances en matiére de corrélations:

De nombreuses correlations donnant Nusselt ont &té proposées.
Les résultats obtenus sont divers et. font appraitre des
points communs en ce qui concerne les coefficients ot les
exposants des corrélations ¢ voir résumé au chapitre 2 >O.
5.11.3 Etablissement d’une corrélation:

Les résultats de I’'exploitaion des programmes GRGR, ADP et
CLASNAT nous ont permis d’établir une correlation du type du

tableau précédent. Nous avons procédé de la maniére suivante:

= Nous avons déterminé la pente moyenne des droites de la
figure 5.36 en lissant par la méthode des moindres carrés.
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Log Nu = A log Ra + Log B ¢ echelle log-log .

Nous avons obtenus Am = 025,

- Pour determiner B nous avons tracé B = 2 en fonction de Al
m

Nous remarquons aussi que l’évolution en est une droite, donc:

Log BLA = C Log Al + Log D C toujours en echelle log-log ).
Ra" "
Par les moindres carrés nous obtenons ¢ = 0.21.

- Nous obtenons pour D la valeur de 0.26.

- La corrélation finale s’écrit enfin:

z o 21 1.
Nu = 026 Al'? #*pa?’™*

L

Notons que I’'exposant 14 est. couramment obtenu en convection
naturelle laminaire.

. Notons aussi que cette relation est valable pour:
10 E +3 < Ra < 10 E +6§

et 1 < Al < 20

Le tracé de NuAl ' = f ¢ Ra > permet. de donner une nouvelle
fois une droite et les points theéoriques obtenus se regroupent
bien autour de celle-ci surtout en ce qui concerne les valeurs
de Ra > 10 E +3 voir figure 5.39.
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6-PARTIE EXNPERIMENTALE:
6.1 Méthodes d’exploration des champs de vitesses:

La mesure des composantes de vitesses 4 Pinterieur de la
cavite peut. étre faite a4 partir de nombreux movens dont voici
Cceux qui peuvent étre les plus adaptés a notre cas:

- Anemométrie a fil ou film chaud
- Anemométrie laser
- chronophotographie

6.1.1 Anemométrie a fil ou film chaud:

- Un anemometre & fil chaud est constitue d’'un element sensible
que lon peut chauffer éléctriquement. et dont. la résistance est
variable avec la temperature. Placé dans un ecoulement, cet
elément. est refroidi par convection force, sa température et
donc sa résistance deéependent de la vitesse et de la temperature
du fluide.

Les elements sensibles sont soit:
- Des fils chauds en platine, platine rhodié. t.ungstene,...

= Films chauds tres fin de O1ium ¢ en platine > d’épaisseur sur
support an quartz

La - variation de puissance électrique introduite est. lide . a la
fluctuation de la vitesse et aux fluctuations de température.

A cause de cela on distingue les fils chauds fonctionnant .a
- Temperature constante: on s'interesse donc ici aux variations
de courant.

- Courant constant: on s’interesse alors aux fluctuations de La
réesistance,

On relie en fait la vitesse de I’'écoulement locale A la
puissance perdue par effet. joule d'ocu la nécessité de connaitre
a loi de refroidissement en cconvection forcée et meme en
convection naturelle pour les faibles vitesses ( ce qui est le

Aas icl ).

—

]

C’est un moyen tres simple a4 mettre en oceuvre puisqu’il suffit
pour explorer le domaine a4 mesurer de déplacer la sonde sur un
chariot 4 deux ou trois dimensions, on obtient de bons
résultats pour un bon étalonnage des sondes.

Les sondes sont relativement peu cher ¢ qgs 500 & 1000FF la
piece > et peuvent méme étre reéparable dans certains cas.
Neanmoins 1'électronique de mesure et dlacquisition du signal
est encombrante et codte cher.

La mesure du champs de vitesse a 'intérieur de la cavitaé par

anemometres a fils chaud est trés délicate, en effet si  la
mesure de vitesses relativement importantes de 'ordre du mss
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ordre du mss ne pose aucun probleme, il suffit Jd’étalonner la
sonde au moyen d'une soufflerie par exemple en &tablissant une
courbe de vitesses V = f ¢ Puissance ) ou V = ¢ intensite 3.
par contre pour des vVitesses faibles comme celles
habituellement rencontrées en convection naturelle et qui sont
de 1'ordre du ocmrs, Petalonnage de la sonde devient penible
dans la mesure ou des vitesses de cet ordre sont difficilement
obtenues et la moindre perturbation entraine des vitesses du
meme ordre (¢ déplacement de Poperateur, courant d'air .. .
Pour ces raisons nous n'avons pas  pu mesurer de champ de
vitesses.

6.1.2 Anémometrie laser:

L’anemométrie laser repose Iur La vit.esse de particules
entrainées par le fluide. Ceasg particules doivent répondre a des
criteres

-De taille ¢ de l'ordre de tum » pour bien suivre ['écoulement.
~Ne pas perturber |'secoulement..

“Etre en nombre suffisamment petit pour ne trouver qu'une seule
particule a la fois dans le volume de mesure, et en nombre
assez grand pour que les mesures soient significatives.

Ces particules peuveant se t.rouver naturellement. dans

. . : ,
Vecoulement ¢ cas de Peau ou meme de- Pair 3>, ou etr
snsemencees ¢ fumeées. sel, cendre, oxyde de titane. ).

-

i

On distingue trois techniques de vélocimétrie laser:

~La vélocimetrie par interférences, qui consiste a fair
traverser aux particules un volume dans lequel sont réalisées
des franges dinterférences. L'étude du rayonnement. diffuse (
ou refléechi > permet de déduire une composante de sa vitesse.

~La technique du bipoint quil consiste a focaliser deux
faisceaux laser en deux points distants de D = 400pm  avec un
diametre de faisceau de d = 10pm et une longueur de la tache

Il = 1mm. Une particule passant. par les deux points de
focalisation diffuse deux signaux separes de At., on déduit la
vitesse \Y = DAL,

Linconvénient de la méthode est quon ne peut. obtenir quune
composante de la vitesse A la fois, avantage est qu’elle est
adaptée aux grandes vitesses.

-La méthede Dopler consiste a exploiter le changement de
frequence du rayonnement A la suite de la diffusion par une
particule de vitesse V. C’est une methode trés délicate., donc
tres couteuse mais elle permet de mesurer une trés large bande
de vitesses (¢ 001 a 5000mss ),

L’anémometrie laser est donac une méthode d’investigation
optique, donc non perturbante, précise et quasiment ponctuelles,
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Elle permet. de mesurer des vitesses de tout. ordre et constitus
r

donc le maoyern ideal de mesure du champ de vitesses.
malheureusement. le prix d’un anemometre laser ‘ tres
important de l'ordre de 300000 FF, sans compter les accessoires
dracquisition des données C une intaerface et un
micro-ordinataur 3, un oscilloscope at. un compt.eur e

= -
particules, le systeme de deplacement du laser pour balayer le
domaine

6.1.3 Chronophotographie:

- T'est une methode qui consiste a visualiser sur une meéme
plaque photographique, le dépalacement de particules entrainces
par le fluide et introduite en gquantite calibrée de sorte que
le repérage et le =suivi des particules socient possibles.

Lex prises de vues successives sont obtenues par un  train
d'éclairements d'intervalle de temps At connu.

- fette méthode permet dobtenir directement dans le plan la
trajectoire des particules et comme l'intervalle de temps entre
les deux prises étant connu, on peut determiner le vecteur
vitesze en module &t. en direction:

> o4l k est un facteur
i geometrique.

- Cette methode englobe aussi les technique de strioscopie
d’ombroscopie.

6.2 Pour explorer le champ des temperatures:
6.21 Présentation du montage experimental:

La difficulté dJd'étalonner L'anemometre a (il chaud pour des
vitesges de lordre du acms/s ce qui est le cas en convection
naturelle et la cheretée d'une methode telle que celle de
I'anemometrie laser a réduit notre partie expérimentale.

Nous nous sommes en fait réduit A Pexploration uniquement du
champ de température. Les mesures ont eété faites =ur une
cellule  d'allongement 5 qui a eté réalisée  au  laboratoire
d’energétique de I|’'Ecole Centrale de Paris, lors d'un vovage
de courte duree.

Remarque: Il est tout de méme important que LU'ensemble des
documents que nous possédons sur le sujet ne fait pas allusion
Aaux  mesures de vitesss dans  les  cellules differentisellements
chauffeés.
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Cette cellule possede les caracteristiques suivantes:

-~Largeur = &40mm
-Hauteur = 300mm
~Longueur = &00mm

-Les parois actives sont constituées de deux plaques de cuivre
de 10mm d’épaisseur pour bien diffuser la chaleur.

—“Cing reésistances electriques de 660 W accolées sur chacune des
parois actives permettent d’atteindre les niveaux désirés de
temperature.

-Les parois passives au nombre de quatre (¢ 4 ) sont reéaliséees 4
aide d’'un double vitrage, a l'exception de la parol avant qui
doit permettre le déplacement de la potence soutenant le
thermocouple qui est faite en bakélite.

“La  puissance dans les résistances est regulée grace a des
auto-transformateurs manuellement en fonction de l'uniformite
de la température que l’on peut constater sur un galvanometre.
“La temperature des parois est contrélée grace A trois
thermocouples placés sur chacune des deux plaques.

~Le champ thermique est axploré grace a un thermocouple tres
sensible que 1l'on peut déplacer A l’aide d’une potence. La
position du thermocouple est estimée a4 + tmm a cause du systeme
peu onereux mis en en place.

- Les températures sont mesurées A trois niveaux differents
dans la cellule ¢ 3H-10 , HA10 , TH-10 2.

6.2.2.Résultats obtenus:

Les figures 6.1 a et b montrent. les profils des temperatures a
3 niveaux de la couche verticale H/3 , H /2 et 2H.3.

Les =symboles représentent les valeurs experimentales, tandis que
les traits continus les résultats théoriques.

De maniere génerale les résultats expérimentaux aoincident
bien avec les reésultats théoriques, notamment pour les valeurs
du milieu. Les mesures prises au 1.3 et au 23 de la couche
montrent une légeére difference par rapport. a la théorie. Les
valeurs expérimentales sont plus importantes en haut et plus
faibles en bas de la couche, cette difference est imputable a
notre avis & l'influence des conditions de bord ¢ mauvaise
izolation ., influence de la face avant et arriéere ainsi  que
'influence des infiltrations d’air.

Le chauffage des plaques de cuivre se faisant 4 1'aide de
plusieurs résistances provoque aussi une dissymétrie dans la
repartition des températures sur chaque plaque difficilement
contrdlable, ce qui  peut. aussi expliquer ces differences de
tempeératures.

Les differents résultats nous permettent. de retrouver la
transition et le régime A couches limites séparées que l'on a
cite lors de Llexploitation des résultats des deux methodes,
mais le régime de pseudo~conduction n’a pas été obtenu a cause
du fait que la largeur de la cellule ¢ 00&m D implique que
pour avoir un Ra = 1000, il fallait pouvosir imposer un écart de
températures AT < 0.1°C ce qui n’est pas possible pratiquement.,
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7. CONCLUSION GENERALE
7.1 Concernant la partie modélisation:

* Nous avons pu mettre en oceuvre un modeéle aux differences qui
aest. donc celui des ADI alliés aux méthodes hermitiennes qui
s’avere trés peu colteux comparé a des méthodes du t.yvpe
spectral ou eléments finis, il est facilement adaptable a
d’autres problémes de transport de chaleur de quantite de
nouvement ou de masse moyennant quelques modifications treés
simples relatives aux conditions aux limites.

* Ce modele qui nous a permis dJd’atteindre des niveaux de Ra
inespéreés meriterait d’étre et.endu A d’autres tyvpes de
problemes tels ecoulements autour d’obstacles, grilles d'aubes
de turbomachines, écoulements en conduits fermés, avec ou sans
transport pour des nombres de Reynolds peut éatre plus eleves
que ceux classiquement obtenus.

Rappelons que trés peu de résultats proposent des Ra = 10E +12.

7.2 concernant la partie thermique:

*x L’analyse des résultats nous a permis de mettre au point une

correlation du type Nu = f (¢ Ra > valable pour des Ra compris
entre 10 E +3 et 10 E +6 et des Al allant de 1 a 20. La
comparaizon Jue& nous avons faite avec celles obtenues par

d’autres auteurs montre des similitudes notamment en ce quii

concerne la puissance du nombre de Ra qui -est de 174 et qui
caractérise les écoulements naturels laminaires. ' :

* Il reste de méme beaucoup de travail a faire pour pouvoir
evaluer le transfert de chaleur au dela de 10 E+6 et pour des
Al et des Pr importants, des Al < 1 et des ¢ differents de 90°,
en exploitant justement les résultats donnés par GRGR.

7.3 concernant la partie expérimentale:

* Cette partie devrait constituer un argument décisif quand a
la validation des résultats obtenues par le modeéle numérique.

Les mesures faites dans la couche d’allongement 5 sont
insuffisantes pour pouvoir =se prononcer définitivement sur la
validité du modéle, il serait intéréssant de vérifier en plus
du champs de températures, le champs de vitesses surtout pour
les valeurs limites c'est A dire la transition a
I'instationnarité et par conséquent a la turbulence.

La comparaison pour les faibles valeurs de Ra avec des
resultats expérimentaux ( et théoriques > d’autres auteurs ne
pose aucun doute quant a la validité du modele.

Il existe par ailleurs trés peu de documents donnant des
resultats expérimentaux pour les forts nombres de Ra.

En outre l'arsenal expérimental permettant de faire des mesures
de vitesses dans la couche est. tellement onéreux qu’il est hors
de porteée de notre Institut (je pense évidemment A l'anémométre
Laser J.

Neanmoins les quelques mesures du champs de températures
validants les resultats théoriques correspondants permet
d’aesperer a la validité de la partie grands Ra de notre modeéle.
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ANNEXE 1:

RELATIONS DISCRETES

Les relations discretes pour les differentes dérivees utilisees
dans ce document sont obtenues en partant des développements
en series de Taylor aux voisinages des points considéres qu’on
écrit comme suit:

2 _2 3.3
ix 8 x>’ cax>’a’s n
£ =f + 21| 4 + sl + .. ocas
Lt Ly T av] 2 ayz] 31 dyJ Oax
Lo L) L)
2.2 3.3
- ax @ f CAxd a'f CAxD 8 f n
£ =f - 2XZ2 2 - 3| +.. 0Cas
-1 » 1'6\/] Z ayz] 31 ay] Ocax

Lol Ll L)

Du premier développement on tire la dérivée premiére décentree
A droite: :

30 f " - f précise a l’'ordre OCAXD

. L, . . . .
. ] = L——%———J 1,] sont les indices d’espace.
ax L] AX

Du “second developpement. on tire la dérivée premiére decentree
a gauche:

-

f -t . .
as - L L=1,] precise A 'ordre OCAXD
Ix L, AR

La Jdifference entre les deux développements nous permet
d’obtenir lexpression centrée de la dérivée premiére:

A t - f .. 2
Io [d J _ Lt ] -1, ] précise a l'ordre 0OCAXD
LI‘J

Ix 2Ax%

Pour obtenir l'expression de la dérivée premiére par rapport au
temps il suffit de changer dans le premier développement Ax en

st et 'on obtient:

ar‘a f.ﬁ'*l - f?’x
n Lo L. - . .
a3t ]‘ ; = —_d XX3 ! précision de 1l’ordre O0OdCALD

n est 1’indice de temps

La relation discréte pour la dérivée seconde est obtenue en
faizsant la somme des deux développements, ce qui donne:

f
a fz] L+t L. L—1,]
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ANNEXE 2:

TRANSFORMATIONS POUR OBTENIR LA FORMULATION - - ..

Les equations qui regissent. ’écoulement et le transfert de
chaleur s écrivent. comme suit:

3o . I

= o4 ou + v ov 0

at ax ay
adu au au 1 ap 2
—_— + u — + _— = - —_— + T - TINe - ~ o
ETS e v v S G v 7 u g7 T Ty 2 cose
v av v 1 3p 2
=+t u — + v — = - - — o+ v Ty + i3 - Y sine
ETS e v > 3y g’ gi? C T Tt sing

Deérivons la premiere équation par rapport a vy et la seconde

equat.ion par rapport a x. nous obtenons:

a Ju a3 au du 1 8 p a 2
[ — 4+ — _— + ;g — = - e — + yoR
ay [ ot ] Jy ( s v 3y J S 3yax 3y (L 7 ]
a .
- 23 v CT - Ts D cos g
2

a av a av av 1 8 p a 2
. —_— + — —_— + _— = - - — + Y
Fx ( at. ] F% [ 2% v &y ] 5 3xay Fx [L M ]
- 2 O- CT - Ts: 2> =in

Zfs Ix ¢

La difference entre ces deux équations nous permet d’éliminer

le terme contenant les pressions. On obtient.:

a [’ Ju _ adv + a u qu v du _a u av v av _

at L ay ax Iy ax ay ax ax avy

; a .
g; [UVZu ] - g§ {u?zv ] - g; ¢T-Tidcos ¢ - 2= CT - Ti ) sin

Sachant gue
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Le premier terme du premier membre de Pequation devient.:

a du _ adv _ _ @
& x| T &

Le second terme du premier membre de I'équation devient.:

ax VZ??

a. au au a av av 3 A
u - u + = - u =V =
4 ax ay

Le premier terme du second membre de ’'equation devient.:

?—'[UVZu]-g—-[VVZVJ=-L172w

ay ax

Le dernier terme restant inchangé, on obtient finalement
dew 3w o[V 2 3CT-T1> aCT-T1>

=+ — + v ZZ = o P+ gy T o+ z3 =i

TS u % A% v v 7 - cos @ !

— =in o
8 v a x "
L'équation d’energie reste inchangée:

aT aT ar 2
—_— - + —_ = -
3% u I \Y avyT
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ANNEXE 3:

ADIMENSIONNEMENT DES EQUATIONS.

On peut adimensionner les equat.ions phénomenoclogiques en
adoptant. plusieurs références notamment celles inhérentes a
"adimensionnement des termes dépendants du ttemps, dans ce

mémoire nous avons adopté ce qui suit:

Longueur de référence: | ou H de la cellule.
Temps de reference : u/l2

Temperature de référence: Tt et Tz des parois.

Les différents termes qui sont rencontrés dans les equations
phénoménologiques deviennent:

+ X +_ Y oy R | + _ T =T
‘C - T » Y — T \P’ — ; k3 A - L‘_ ) 5 - ‘T—ZT-—TT
+ ul
u =
v
H
L’al longement. Al = T
-~ L’gquation de poisson:
7'+ w = 0 devient 7 2oy’ *
W W= evien vy + 2Y 5 - Vz?p'+ + =0
2 2
1 1
- L’équation du transport des tourbillons:
aw dw dw 2 ACT~T1d ACT-T1>
— + — + v = = T+ 23— =i + 23 ——""cos |
3t u e v av v &V g ER sin ¢ Zf ER cos p

- L’égquation de la chaleur pour un fluide:

aT 3T aT 2
_ + —_— + - = 7
at Y 3x v &y avrT

En remplacant. chacune des grandeurs par son expression
contenant le terme adimensionné on obtient pour:

Le terme dépendant du temps s’écrit:

+

a w _ v uz a w
gt - 1I° T gt

Les termes de convection s’écrivent:

A +.Bw _ vou awT uu+_u_2 aw+
2w Vay T 1T 117 3% I 117 3y

Le terme de diffusion s’écrit comme suit:



2

2 v 1 +2 +
J?w—-l—IQ?gu

Le terme générateur du mouvement s’&crit

?6'1‘_@/?58 8 g
8/ a x 1 3 x

2

En divisant chacun des termes par 115-4 on obtient 1’équation du

transport des tourbillons, qui s’écrit comme suit:

+ + + -+
3w + Bw + 8w 2 + 3 s a3 8
+ + = ¢ + i + —
a—t—o- u 5;(-4- v 5—3—}-\» 7w Gr [ < sing v cosge ]

Gr est le nombre de Grashoff, et il caractérise ’écoulement. en
convection naturelle, il s’écrit.:

g pse 1?

2
v

De méme pour l'équation de la chaleur qui s’écrit toutes
transformations faites:

Gr

+ + +

a8 + ag + a6 +2 _+ 1
= o+ =+ = —_—
at - 57 v 3y Ve Pr

On omettra par la suite les + pour ali.ger l’écritux‘-e.

Les conditions aux limites sont elles aussi adimensionnées:
-Conditions mécaniques:

Conditions d’adhérences:

Fonction de courant:

x =0 et x= 1V y

on a yw =0 et 29_;<=5—7=0
y =0 et vy = Al V x
Fonction Tourbillon:
2
= - ¥
Xx =0 et x=1Vy on a w = 5 52
2
= - - 9w
y =0 et y=AlV x ona w= Oyz

- Conditions thermiques:
Xx=0 et x= 1V vy ona &8 =0-et 8 =1

y =0 et y=AlV Xx ona —— = — =0
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ANNEXE 4:

DISCRETISATION DES E.D.P ET DES

CONDITIONS AUX LIMITES.

A1l Discreétisation des équation phénoménologiques:

A11 Equation de Poisson:

AZ Ax 1 2
FAY

= — + y + : + +
ww_ 5T 2) [ww_i wwﬂ 2 [ z,zu_id wu_m] AX wm]

A1.2 L’équation aux tourbillons

AZAXZ 81., J+L- 8L,J‘—1 . et—i, )< 81.+1,J .
.-,gL’J= mz)[ 5 Gr =sing Ax + > Gr cosg AX
+[2PL j+1 - Z'UL 3—1][ wL—l,‘] - JJL+'1,J] "[wi.—i,J - L+1,JJ[w! =4 - wL,Jﬂ.]

44 4A
[UJLyJ*'i + L j—x] +[ wL—’l.,j - L+1,JJ
2

A13 L’équation de la chaleur:

=3 =[PI‘[WL,J+1 - wL,J—lJ[ aL—i,j - 8L+1,J] ~ Pr (WL—LJ‘ - wL+1,J].
L,

4A 4A

- - + —
[eL,J—i 61.,341] + [QL,J+1 at,g—i) +[8L—1,_J 8L+1,j) ]
4A

AZ

R1 Rz et Ra constituent les différences entre les termes de
droite et. de gauche respectivement. pour chacune des équations
précédentes.

A1l.4 Discrétisation des C.L:
Conditions mécaniques:

Fonction de courant.:

Fonction Tourbillon:
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Les conditions sur le tourbillon pouvent étre discrétisées de
plusieurs fagons en voici deux, dans ce qui suit.:

X =0 et x=1V¥ vy on a w=-awz
a x

2

vy =0 et yv=AlYx ona w= - a‘“z
vy

Ecrivons le développement. en série de Taylor de la fonction de
courant. au voisinage de la paroi au noesuds 1 et 2:

2.2 3 _3
Ax @ CAxDTa™y CAXD™ @ n
wu,1 wu,o 1V 8 vy ] .2t 2 vz 31 a2 ya }+ LOCAX D
L0 : L,0 L,Q
2.2 3.3
24x38 y 2Axd" 3"y 2Axd7 3y n
= + + + al + .. ,
wL,z ¥ o 1t 8 vy ] o 2' 3 yz] 31 dv | . OCAx ™D
L, L,

En éliminant la dérivée 3éme entre ces deux développements on
obtient. une expression discreéte de la dérivée seconde:

On obtient des conditions analogues pour les autres parois.

Remarque:

Pour le schéma obtenu par la méthode AD.I nous proposons une
deuxieéme maniere de présenter la condition sur les t.ourbillons,
elle consiste A& utiliser le développement de ¥ au voisinage des
parois, en effet on obtient.:

oy . + 2w o = 6_1‘“_;{
e - Ax
En remplagant la dérivée seconde par ~ w et en dicrétisant la

3eme dérivée.

Conditions thermiques:

conditions d’isclation:

On procede comme pour la condition sur le tourbillon en

écrivant un developpement pour la température au voisinage des
parois isolées:

n
Lex) 2 91 + ocax™
21 3y 31 ] « ax

Yy

axd>?a%e ] caxd?a’s
+ 3 3
L,0 L,O
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2Ax28 &
= = 5 + +
1,2 1,0 1t 8 vy ]

zax>?a%s ] L 2axd>?d’s

2 3
2T 3y i
L,Q ¥ L,0 3 a Y L.

On e&limine alors la dérivée seconde entre ces deux expressions
pour obtenir:

3 = @ — at. 8 =

Notons que pour la méthode ADI ces conditions peuvent étre
aussi utilisées telles gqu’elles c’est a dire sous la forme:

=4
Q = 0 at, L = 0 £ 8 = g8 et e =
v o a v n ¥} i,-1 Ln-t Lot

On élimine les valeurs fictives entre 'équation de la chaleur
prise en 0 et en n et on obtient une équation pour chaque noeud
limite:

ri+1 n+1
Dz + Gz =3 + Cz2 8 =V
L0 1,0 1,1 L,O L,Q L]
aved
i+t 2 n+1.2 r+1.2
\' = DDz & + CCz & + GGz,
L0 . 1,0 1+1,0 - L0 v,qQ L0 L-1,0

Equation du noeud 0O par éxemple:
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ANNEXE 5:

Expressions des C D et. § apres décentrement

Les equations paraboliques de Navier-Stockes et de la chaleur
ont eté discrétisées page 13, nous avons obtenu ce qui suit:

n+1.2 N+l 2 ri+l 2
D f

_ + C £ + G £ =H + K 1
L 1,] ut+1, F S O I 1 v,) -1, Ll tel
ri+t N+t r+1
D £ + C £ + @ £ =V + K.
Z L) v,)+1 2 L) v, Z L,) v, j-1 v, L,

Aprés décentrement nous obtenons des coefficients variables
ST . -zelon les  _ausesz et -2, pour la direction des i. Nous
explicitons dans ce qui suit chacun des termes:

=i
] L1172, > (0]
1 1 1 1
‘ D1 L] - uL.J 24% 34 &Xz DZ i v L] 24y R &yz
2 2 2 2
= —_— + =
G At R ax- Qe ui it T R Ay’
® 1 1 1 1
= - - g = - -
Gi L, ] uL_.J 2AX R Ax PR VL,J 28y R Ayz
uL+1/z,j = 0
si
uL—l/'Z,_] b 0
1 1 1 1
= - D = v —_— 2
= DJ. L] uL,J 2Ax R AXZ 2 i, L) 24y R Ay
2 2 2 2
= C = 2
ST it R Ax- 2 i, At T R ay
1 1 1 1
4 = - = = G = Vg T o2
9 i Y, ZE% R Ax’ 2 i, \.jZAy R &y
uL+1/‘2,j <= 0
=i

u .
vr1-2,5 > 0
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1 1 1 1
D = - 2 D = v — - 2
14, L 2AX R Ax 2 g Ly 24y R OAY
2 2 2 2
C = + C = +
T At R ox 2 i it TR &y°
1 1 1 1
a = - - G = =- - -
PR ‘J',J 24Ax R A\xz 2 L, VL 28y R sz
tv+1.2,5 < O
=i
UL"L/Z,J < 0
1 1 1 1
DL [ - L 2Ax | 34 /_\XZ DZ L,J— v L) 2Av R AVZ
2 2 2 2
C = + C = +
1o, A R sz 2, At R Ayz
1 1 1 1
Gi 1, ] - uL,J 2A% R ._“;Xz GZ L,y - VL,| 225y R &VZ
On remplacera:
= Pour l’équation du transport des tourbillons:
- f par «
- K par 0_8 ] sinded + Q—E ] cos{pd
) a : , a _
L) L, ]
- R par 1

- Pour l’équation de la chaleur:

- f par &
- K par 1

(o

~ R par Pr
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ANNEXE 6:

Relations hermitiennes compactes

Les développements de Tayvlor au voisinage d’un noeud i
permettent de donner les expressions discrétes des dérivées
premieres et secondes voir en annexe 1.

Les dérivées premiéres:

8 f _ furs - fi-y g f _ fisr - fi g £ _ fi - fi-y

a x 2A% a x Ax a x AX
schéma centré schéma décentré schéma décentré
ordre 2 ordre 1 ordre 1

Les dérivées secondes:

OF _ fuer = 260 + fi-t z firt - 2Fi + fi-y
a x2 &xz 2 A‘;yz

Q
!—t)

Q
<

précision d’ordre 2

Dans le but de conserver des discrétisations sur trois points

consecutifs seulement., on cherche a déterminer. des combinaisons

linéaires reliant les valeurs de la fonction at. de ses
dérivées premiéres et secondes en trc." noeuds consécutifs:

L’expression de la dérivée seconde appliquée a la dérivée
quatrieme permet d’écrire ce qui suit:

4 - = 2 1z

En reportant cette approximation dans l’'expression de la
dérivée seconde, on obtient:

4 (G
I T e ! 1 <2 _ ax f
E L+1

r {27 (2 S
= + + == "L+ 0ca
l_ f 1Of_L f 540 * CAx D

On obtient de la méme fagon une relation hermitienne pour les
dérivées premiéres.

f+1 - £ . 1 " o o Axct <P -
L+ L= L Ay [ 94 2 PAY .
= — + + - = + 0 > g
z [ fL+1 10fL ft—s. :[ 180 * CAx
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L’avantage de ces deux relations est. qu’elles

d’obtenir des systémes t.ridiagonaux, ce
intéréssant pour des raisons évidentes
resolution et méme de temps de calcul.
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ANNEXE 7:

ALGORITHME DE THOMAS:

Soit a résoudre le systeéme [AJGO = ) avec [A]l matrice
tridiagonale.
Fd 7
1 1
d
z F 2
0] a 4]
3 E] 3
[Al =
a a d b
L L L
a d b
n—1 n-1 n—-1
L 0 an dh

On va factoriser [A] sous forme A =[LIIU} ou U est la matrice

triangulaire ‘Supérieure avec des B O sur la diagonale
principale; et L est la matrice triangulaire inférieure.
matrice L matrice U
& o 0 1 1 0 ]
1 1
o 0 1 3 (] 8]
z 2z
0 o 0 a ... 1 3 0
3 3 3
0 o S ] 0 1 i a
L L L
%1 Cney® 13
. o o % . . 0 1]

En identifiant [A]l et le produit [LXU] on obtient:

S1 = da

5131 = ba > &P = b1/61

al = ai | & = di - «if3i  avec [3i-1 connu au pas
aiffi-1 + Sio= di f précédent.

Sif3. = bi | R = bissi

on = an | &n = dn - anfn avec f3n-1 connu au pas
anf3n-t + Sn = dn 3 | précédent.
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La résolution de [AIG) = <) se décompose alors en
&tapes:

1- Résolution de [LICy> = (D
yi = f1./51 pour . = 1

et pour . = 2 jusqu’a n on a: yi = e - Qryrot)

S

2- Résolution de (UlCx) = Cyd
Xn = yn pour . = n
et pour . = n-1 jusqu’a 1 par pas de -1 on a @ xu1 = yi ~/3ixuet.

Cest  cet algorithme qui est utilisé pour la résolution
systemes obtenus par la méthode des directions alternées.
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ANNEXE #&:

QUELQUES ERREURS INTRODUITES PAR LES METHODE AUX DIFFERENCES.

Soient:

uZ‘ © la solution exacte de l’équation aux dérivées partielles.
Ujf‘ ¢ la solution exacte du schéma aux differences.

f" . la solution numeérique du schéma aux differences.

L

ERREUR DE CONSISTANCE:

Elle représente l'erreur de troncature dde au choix du schéma:
Soit E la difference entre la solution exacte de ’équation
aux  derivees partielles et la solution exacte du schéma aux
differences. on dit que le schéma est consistant si:

Lim lE | = 0
Ax, Ay
At —3 O

On conclu que la consistance d’'un schéma représente la
précision de celui-ci, ¢’est A dire l'ordre global d’erreur.

. Par .éxemple une dérivée premiére centrée est plus ceonsitante
qu'une dérivée premiére décentrée,

On montre que c’est le schéma semi-implicite de Crank-Nicolson
qui introduit P’erreur de troncature la plus réduite.

ERREUR DE STABILITE:

Elle correspond = I’erreur d’arrondi introduite par
'ordinateur. Le schéma est instable lorsque 'effet cumulatif
devient. important.

L’étude de la stabilité est compliquée. Les schemas implicites
ou  semi-implicites sont le plus souvent adoptés parce que
inconditionnellement =stables.

on la note comme suit: s =u'- ¢
L L
ERREUR DE CONVERGENCE:
Elle correspond a Verreur de discretisation, 'étude de la

convergence est plus compliquée gque celle de la stabilité,
neanmoins la stabilité constitue une condition nécéssaire a la
convergence du procéssus.

. . . ] g ™
Elle s’exprime comme suit: ¢ = u - U

1 L L
. . ™
On dit alors qu’un schéma est convergent si lim C = 0
Ax,AY

At —— O
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EXEMPLE SIMPLE D’ETUDE DE LA STABILITE:

Soit le cas de l'équation de la chaleur en monodimensionnel. le
schéma explicite s’écrit. comme suit:
N+ 1 [a} ™

T - T T - 21" + T

L L L+1

n

L—1

2
At AX

Introduisons une perturbation harmonique de longueur d’onde
Z2n-/k dans ce schéma: :

"™ = " exp( ijkAx ) avec _j2 = =1 et k un nombre tel que
L

et calculons le facteur A tel que:

m+1

A est le facteur d’amplification de 'erreur. Si | A& | = 1 i1
n' v aura pas de stabilité,

Il faut donc pour qu’il y ait stabilité que: -1 < A < +1

Cette condition s’appelle critére de stabilité de Von Neumann.
Dans l'éxemple qui nous concerne et aprés simplifications, nous
obtenons A = 2NF (cos (kAx> -1) + 1.

La condition | A | <= 1 devient donc:

l 2NF  (cos (kaAxD> -1> + 1|<= 1 le cas le plus défavorable est
obtenu lorsque cos(kaAx) = 0 2 NF < = 1.2

Donc pour l’'équation de la chaleur et pour les noeuds
intérieurs il faut donc choisir At et Ax tel que NF s=soit
inférieur a 1/2. ¢ NF = aAt s ax’ D,

Le méme raisonnement. peut étre suivi pour un schéma implicite
cela donnerait pour A l'expression suivante:

1

A A = ZNF d(cos kax) -12

puisque | A | doit étre inferieur ou égal a4 1 alors le schéma
implicite est inconditionnellement. stable &étant donné que
I’expression ci~dessus satisfait tou jours au critére de
stabilit.é.

Remarque: Le calcul de A n’est possible analytiquement que si
I’équation considérée est linéaire. -
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