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Avant-propos

Ce polycopie de cours, consacré au module Transfert de Matiere, est destiné
aux étudiants inscrits en troisieme année Licence Génie des Procédés. Ce module est
d’une importance fondamentale dans cette formation qui releve du domaine des
Sciences et Technologies. Comprendre le transfert de matiére est en effet essentiel
pour optimiser de nombreux procédés industriels de séparation et de transformation.
Le présent polycopié a été élaboré conformément au programme officiel du ministére

algérien de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique.

L’objectif du cours Transfert de Matiére est de permettre aux étudiants de
comprendre les mécanismes par lesquels les substances se déplacent dans les différents
milieux gazeux, liquides et solides. Ce cours leur permettra également d’apprendre a
modéliser ces phénomenes a I’aide d’équations différentielles appropriées. Certaines
situations particulieres impliquant un transfert de matiére en régime stationnaire ou en
régime transitoire seront analysées. A travers ce cours, les étudiants découvriront les
différentes théories décrivant le transfert de matiére entre deux phases en contact ainsi

que les méthodes corrélatives d’estimation des coefficients de transfert.

Ce cours est le fruit de plusieurs années d’enseignement au sein de la Faculté
des Hydrocarbures et de la Chimie, il a été congu pour offrir aux étudiants une

compréhension approfondie du module Transfert de Matiére.

Dr Kahina BEDDA



Sommaire

Sommaire

Chapitrel : Mécanismes detransfert de matiere et
coefficients de diffusion

1 I g1 oo 1o o o PP |
[.2 Modesdetransfert demati€re.........c.ovnie e e 2
1.2.1 Transfert de matiére par diffuson moléculaire...............cooviii i 2
1.2.2 Transfert de matiére par CONVECTION. .. ... ..uve it et e e e ee e e 2

L3 NOMENCIAIUNE. .. . e e e e e e e e e e e e e e e e et 3

1.3.1 Fractions massiqUES €1 MOIAITES. .. .......vuue it it e e e e e 3
1.3.2 Concentrations relatives (massiques et MOIAITES). .. ... ... vevveieeeee e ie e eeen e 4
1.3.3 Concentrations volumiques (massiques et MOIAITeS). .. .....oveevrevreve i v e eeenn 5

1.3.4 Vitesses moyennes et vitesses de diffusion.............ccccoviiiiicciccic e 1
1.3.5 Densités des flux de transport et de diffusion.............ccoooii i 7
LA Premiere 10l e FICK. .. ....e e e e e e e e e e e e e 9
I.5 Loi de Stefan-Maxwell (systémes gazeux multi-composants)............cevevvvverneiienennen.. 10
1.6 Diffusivité et ordrede grandeur. ...........cooviviii i e e e e e e, 12
|.7 Estimation des coefficientsde diffusion...............coc o iiiiiiici e e ee.. 13
1.7.1 Coefficients de diffusion en phase gazeuse. ..........ccooiie i 13
1.7.2 Coefficients de diffusion en phaseliquide..............ccoooe i 17
1.7.3 Coefficients de diffusion en phase solide.............ccccoovei i eeenn,. 20
1.7.4 Coefficients de diffusion dans |es solides poreux (coefficients de diffusion effectifs).... 21

Chapitrel : Equations différentiellesdetransfert de matiére

I1.1 Rappel sur les opérateurs différentiels : gradient, divergence et Laplacien............... 25
11.2 Bilan matiére et équation de continuité................cccoiiiiiiiii i e 26
[1.2.1 Bilan matiere global.............co oo . 26
[1.2.2 Bilan matiere parti€l...... ..o e e 28
I1.3 Formes particuliéres de I’ équation différentielle générale de transfert de matiere....... 30
11.3.1 Equation générale de transfert dematiere.............cocoeveviieiiiiiviiiic i 30
[1.3.2 Cas PaTiCUNTEIS. . .ot e e e e et e e e e e e et e e e e e e e aans 31

I1.4 Equations différentielles en coordonnées cartésiennes, cylindriques et sphériques...... 33

Dr Kahina BEDDA



Sommaire

[1.5 Conditionsinitiales et conditionsaux lIMItES.......oovireiieie e 34
[1.5.1 ConditioNS iNItIalES. .. ... e e e e e e e e e 34
[1.5.2 CoNitioNS AUX LIMITES. .. o .e ettt et e et e e et e e e e e e et e e e e e ee e e e e aee e 34

Chapitrelll : Diffusion unidimensionnelle stationnaire et quasi-
stationnaire
I11.1 Expression du flux molaire dans un systéme binaire................ccoevevviiivine e, 37
I11.2 Diffusion stationnaire atraversun film degaz stagnant..............ccovevvvvve e e 37
I11.3 Diffusion quasi-stationnaire atravers un film de gaz stagnant......................c..... 40
[11.4 Calcul du temps d' évaporation...........c.vuevveieeiiieene e eieeenienane e nenaneenn e 42
1.5 Contre-diffusion EQUIMOIAITE. .. .......oeie i e e e e e e 44
[11.6 Applications pour différentes geomeétries (plan, cylindre, sphere).......................... 46
[11.7 Diffusion en phase liquide......... ..ot e e 49
111.8 Transfert diffusif avec réaction chimique homogéne et hétérogéne...................... 50
111.8.1 Diffusion avec une réaction chimique homogene du premier ordre.................... 51
111.8.2 Diffusion avec une réaction chimique hétérogéne du premier ordre................... 54

[11.9 Transfert simultané dechaleur et demMatiere.........cooe e e e 56

ChapitrelV : Diffusion en régime transitoire

V.1 Typesde problemes. .. ... ..oiu it e e e e e e e aeen. OL
IV.2 Transfert diffusif transitoire et 2émeloi de Fck...............cccceeviiiiiiiii i iennn... 61
IV.2.1 Diffusion transitoire dans un milieu semi-infini..............ooooiii i, 63
IV.2.2 Diffusion transitoire dans un milieu dedimensionfinie...................cccoceeenn. 67
1.3 Diagrammes concentration-temps pour des formes géométriquessimples.............. 70

IV.4 Diffusion transitoire avec une réaction chimique du premier ordre....................... 74

ChapitreV : Transfert de matiere a une interface (entre phases)

V.1 Coefficient de transfert de matiere par CONvection..............c.cooveveiiiiviinecnineee. 19
V.2 EQUIlIDres entre Phases.............oevueeeecee e e e e e eee e eee e, 80
V.3 Théorie du double film (coefficientsindividuelset global).............cccoeiiiiiiiiinen.. 82
V.AThéoriedelaplnélralion. .. ... ..ot e e e e e e e 92
V.5 Théorie du renouvellement de surface............ccee i, 93
V.6 Théoriedelapénétration du film............ccooiiiiii i e, 94
V.7 Théoréme de - Buckingham..........co.oviii i e e e e, 94

[ii-
Dr Kahina BEDDA



Sommaire

V.8 Analyse dimensionnelle du transfert de matiere par convection........................... 95
V.8.1 Transfert dans un courant s’ écoulant sous convection forcée............................ 95
V.8.2 Transfert dans une phase dont le mouvement est di ala convection naturelle......... 97
V.9 Nombres adimensionne srelatifs au transfert de matiere................cc.oooeiiiiennnn .. 98
V.10 Corrélations adimensionnelles pour I'estimation des coefficients de transfert de

MALIErE PAr CONVECTION. .. ..ttt et et et et e et et et e e e et et e e e e eae et eaer e e enenees 99
V.10.1 Transfert apartir d'une plague plane..............c.cooeeviiii i i eeeen. . 100
V.10.2 Transfert apartir d'une seule SPhere. ..o e 100
V.10.3 Transfert apartir dunseul cylindre...............coooii i e en a2 101
V.10.4 Ecoulement turbulent dansun tube.............coceeveeeeeieeeeeeeeiiieeeiieeeeiieeeenn... 102
V.10.5 Transfert dansleslitsgarniset fluidiSes...........ocooviii i 103

Références bibliographiqUes............oooveeiii i 105

-ili-
Dr Kahina BEDDA



Chapitre I : Mecanismes de transfert de matiere et coefficients de diffusion

Chapitrel : Mécanismesdetransfert de matiere et coefficientsde

diffusion

|.1 Introduction

Plusieurs de nos expériences quotidiennes impliquent un transfert de matiére. Lorsque
du sucre est placé dans un verre et que de I’ eau est versée dessus, apres un temps suffisant, les
mol écules de sucre diffusent dans la masse d’eau. Lorsgu’ une plaque de cuivre est placée sur
une plague en acier, certaines molécules de chaque cété diffusent dans I'autre cété. Un
exemple plus courant est le séchage du linge ou I’ évaporation de |’ eau renversée sur le sol,

dansles deux cas, les molécules d’ eau diffusent dans |’ air ambiant.

Le transfert de matiéere est al’ origine des différentes opérations de séparation utilisées
en génie chimigue ou un ou plusieurs composants migrent d’ une phase vers I’ interface entre
les deux phases en contact. Par exemple, dans les processus d’ adsorption ou de cristallisation,
les composants restent a I'interface, alors que dans les processus d'absorption de gaz et
d extraction liquide-liquide, les composants pénétrent I'interface puis transferent dans la
majeure partie de la seconde phase. Le processus de transfert entre les deux phases se poursuit
jusgqu’a I’ éablissement de I’ état d’ équilibre. La vitesse du processus dépend a la fois de la
force motrice (différence de concentration) et de la résistance au transfert de matiere. Dans le
cas ou une réaction chimigue se produit au cours du processus, le flux de transfert de matiére
dépendra alafois de la cinétique chimique de la réaction et de la résistance au transfert. Il est
nécessaire de comprendre |'importance relative de ces facteurs dans toute opération
industrielle pour pouvoir les appliquer a la conception et a I’ exploitation d’ équipements tels
que les colonnes de séparation (distillation, stripping, etc.), les sécheurs et les réacteurs

chimiques.

En général, le terme transfert de matiere (parfois appelé diffusion) est utilise pour
désigner le mouvement d’ un ou plusieurs composants d’ une phase a I’ échelle moléculaire soit
al’intérieur de la phase, soit vers une autre phase, provoqué par le gradient de concentration,
le transfert ayant lieu dans le sens d’une concentration décroissante. Le transfert de matiere
peut également avoir lieu en raison de différences de potentiels autres que la différence de
concentration (différence de pression et/ou de température). Mais dans ce cours, seul le

transfert d0 au gradient de concentration est abordé.

-1-
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Chapitre I : Mecanismes de transfert de matiere et coefficients de diffusion

|.2 Modesdetransfert de matiéere
Il existe deux mécanismes de transfert de matiére :

> Letransfert de matiére par diffusion moléculaire.
> Letransfert de matiére par convection.

Les deux mécanismes agissent souvent simultanément. Cependant, dans le cas ou un
des deux mécanismes est quantitativement prédominant, il faut utiliser des solutions

approximatives impliquant uniguement le mode de transfert |e plus dominant.

|.2.1 Transfert de matiere par diffusion moléculaire

Le transfert de matiére par diffusion moléculaire se produit méme en I’ absence de tout
mouvement macroscopique du milieu a travers lequel ce transfert a lieu. La diffusion
moléculaire est le résultat de mouvements aléatoires individuels des molécules (agitation
thermique). Les molécules se déplacent uniquement en ligne droite a grandes vitesses sous de
trés courtes distances avant la collision avec d’autres molécules. Les molécules changent
ensuite de direction (toujours en ligne droite) aprés la collision. Par conséquent, la migration
des molécules devient aléatoire et lente. Pour une méme différence de concentration, la
vitesse de diffusion moléculaire est beaucoup plus élevée dans les gaz que dans les liquides,

tandis que ce processus devient extrémement lent dans les solides.

Le transfert de matiere par diffusion moléculaire est particulierement prédominant
dans les fluides au repos, dans les fluides se déplacant en écoulement laminaire dans une
direction normale a la direction du gradient de concentration ou a travers les micropores des

solides (catal yseurs ou adsorbants).

1.2.2 Transfert de matiére par convection

Le transfert de matiére entre une surface et un fluide en mouvement ou entre deux
fluides non miscibles en mouvement séparés par une interface (comme dans un contacteur
gaz/liquide ou liquide/liquide) est appelé transfert de matiere par convection. Ce mode de
transfert dépend a la fois des propriétés de transport et des caractéristiques dynamiques du
fluide en écoulement. Lorsqu’une pompe externe ou un dispositif similaire provoque le
mouvement du fluide, le processus est appelé convection forcée. Si e mouvement du fluide
est d0 a une différence de densité, le processus est appel € convection libre ou naturelle.

-2-
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Chapitre I : Mecanismes de transfert de matiere et coefficients de diffusion

La magjorité des opérations industrielles sont effectuées par transfert de matiere
convectif, ca permet d’ augmenter la vitesse de transfert, de réduire la taille de I’ équipement et
de minimiser le colt de I'installation. Cependant, dans une couche étroite pres de I'interface
(film), le transfert de matiere s effectue par diffusion moléculaire et donc beaucoup plus

lentement.

.3 Nomenclature

Soit un systeme en phase homogeéne composé de n constituants et occupant un volume

total V. Les poids des constituants sont désignés du premier au n-ieme, respectivement, par :

9,,9,, ....,d,. Le nombre de moles de chacun des congtituants est désigné du premier au

n-ieme, respectivement, par: n,,n,,..., N, .

1.3.1 Fractions massiques et molaires

Pour tout ce qui va suivre, la lettre x désigne la fraction d’un constituant dans une
phase liquide ou solide et la lettre y désigne la fraction d’un constituant dans une phase

vapeur. Les fractions massiques ou pondérales des constituants sont données par les relations

suivantes :
Pour un constituant i dans une phase liquide ou solide: X = ng‘ (1.2)
9
i=1
Pour un constituant i dans une phase vapeur : Y, = ng‘ (1.2)
G;

Pour une phase liquide ou solide : Z)g =1 (1.3) Pour une phase vapeur : Zyi =1 (1.4

i=1 i=1

Les fractions molaires des congtituants sont données par les éguations suivantes :

Pour un constituant i dans une phase liquide ou solide: X = n (1.5

~ n
2N
i-1

Pour un constituant i dans une phase vapeur : y = n (1.6)

Pour une phase liquide ou solide : Z)g’:l (1.7) Pour une phase vapeur : Zyi':l (1.8

i=1 i=1

-3-
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Chapitre I : Mecanismes de transfert de matiere et coefficients de diffusion

La masse molaire moyenne du mélange (M) est définie comme étant le rapport entre

la masse totale et le nombre de moles total de ce mélange, elle est exprimée par la relation

suivante : Zn:
g
M =Sttt 0,  iF (1.9)
"on+n+..t+n
%
Sachantque: g, =nxM, (1.10) Ou M, est lamasse molaire du congtituant i.

On peut facilement démontrer a partir des éguations précédentes les relations suivantes :

Pour une phase liquide ou solide :

M, =Y xM, (.11 My = (1.12)
< X
i=1 I\/Ii
X
% = (113 x= M)ﬂ (.14)  xM,=xMm, (.15
> XM, hIrvy
i=1 =1
Pour une phase vapeur :
M, =Y yM,  (.16) My = 1y (1.17)
i=1 i
i=1 Ivli
Y
y, =M (1.18) Y= (119) YM, =yM; - (1.20)

&, 0y,
'M. !
Zl’,y leM

i
1.3.2 Concentrationsrelatives (massiques et molair es)

Dans le cas d'un mélange binaire (A + B), la concentration massique relative de A par

rapport a B dans une phase liquide ou solide (X, ) est définie par larelation suivante :

X,=22  (1.20)

Js

Il est smple de démontrer a partir desrelations (1.21), (1.1) et (1.3) les équations suivantes :

X, =22 (1.22) X=1 X (1.23) X%=1 a’y

B A A

(1.24)

Pour un mélange binaire (A + B) en phase vapeur les équations (1.21), (1.22), (1.23) et

(1.24) deviennent :

Dr Kahina BEDDA



Chapitre I : Mecanismes de transfert de matiere et coefficients de diffusion

Vo=22 (125 yo=22  (1.26)
B Ve
oy, A
=" 1.2 = .28
=g (120 =g, (29

La concentration molaire relative de A par rapport a B dans une phase liquide ou
solide (x_;) est donnée par lareation suivante :

X =la (1.29)
nB

Il est smple de démontrer a partir des relations (1.29), (1.5) et (1.7) les équations suivantes :

Xy !
.31 X, = —-2= .32
_ Xl ( ) A 1 ’ ( )

’
B A A

- X, o
X, =— |30 X, =
= (30 =1

Pour un mélange binaire (A + B) en phase vapeur les équations (1.29), (1.30), (1.31) et
(1.32) deviennent :

— N — '
Ya=—2 (133 yo=22  (1.34)
Ng Ve
- A , y_;
=" 1.35 =—"A .36
V= (139 V=g (3

Remarque:
A la différence des titres (fractions) X et X', y et y' qui varient entre O et 1, les

concentrationsrelatives X et ?, y et V sont susceptibles d’ évoluer entre O et .

1.3.3 Concentrations volumiques (massiques et molair es)

La concentration massique volumique totale ou masse volumigue moyenne du

mélange, notée C ou p, est définie par I’ équation suivante :

Xi=1 i
=== L.
= (1.37)

|

p=

La concentration massique volumique d' un constituant i (ou partielle) C; est donnée

par I’ équation suivante :

C, =2 (1.38)

ol

Il est clair que: C=Y",C (1.39) X;

(1. 40)
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Chapitre I : Mecanismes de transfert de matiere et coefficients de diffusion

La concentration molaire volumique totale du mélange notée C est définie par
I’ équation suivante :

n
i=1 M

C =
|4

(1.41)

Pour un mélange gazeux qui obéit a la loi des gaz parfaits, la concentration molaire

volumique totale peut étre cal culée comme suit :

".n P
C = % a7 (1.42) oU P est la pression totale du mélange.

La concentration molaire volumique d'un congtituant i (ou partielle) C; est donnée par

larelation suivante :

C, =— (1.43)

Dans les conditions ou la loi des gaz parfaits ( P,V =n,RT ) Sapplique, la

concentration molaire volumique partielle peut étre cal culée comme suit :

nl _ Pi
C; = V- RT (1.44)

ou P; est lapression partielle du constituant i dans |e mélange.

Il est clair que: C=3Y".C (1. 45) yi="2 (1. 46)

Dans le cas d'un mélange de gaz parfaits, la fraction molaire d’un constituant i peut
étre calculée en combinant les équations (1.46), (1.44) et (1.42) comme suit :

. G _P/RT P [ 47
Yi=CTP/RT P (1.47)

En combinant les équations (1.37), (1.9) et (1.41), on trouve :

Yi-19i My Xiom

C = =
|4 |4

=M, C (1.48)

En combinant lesrelations (1.38), (1.10) et (1.43), on trouve :

qz%zﬁﬁzmq (1. 49)
Remarque:

Il ne faut pas confondre la concentration massi que volumique d’ un constituant dans un

mélange (C;) avec sa masse volumique (p;) car C; = g‘ alors que p; = % ol V; est le

volume occupé par i seul.
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Chapitre I : Mecanismes de transfert de matiere et coefficients de diffusion

|.3.4 Vitesses moyennes et vitesses de diffusion

Dans un systéme a plusieurs congtituants, chague congtituant i se déplace avec sa
propre vitesse (U,). La vitesse moyenne massique du mélange (U) ou vitesse de déplacement

du barycentre massique est définie d' aprés |’ équation suivante :

L YL G n T U, ~ c
v= n oo :Zyl'ui (1.50) car: ==y,

La vitesse moyenne molaire du mélange (ﬁ ) ou vitesse de déplacement du barycentre

molaire est donnée par larelation suivante :

C:
(I.51) car : El =,

— — n
U = n = = Yi U
i=1 Ci C =1

La vitesse d’ un congtituant par rapport a la vitesse moyenne massique ou molaire est

appel ée vitesse de diffusion. On peut ainsi définir deux vitesses de diffusion :

(U, — U) : Vitesse de diffusion massique de i par rapport aU.

1
1

(U; = U™") : Vitesse de diffusion molaire de i par rapport au*.

~

(ﬁi — 17) et (ﬁi — l_f*) sont des vitesses relatives par rapport a un repere qui se déplace avec la
vitesse moyenne massique ou molaire aors que U;, U et U* sont des vitesses absolues par

rapport a un repere fixe.

La vitesse de diffusion représente le mouvement individuel du congtituant qui est

uniquement da al’ agitation thermique des mol écules (diffusion moléculaire).

1.3.5 Densités desflux de transport et de diffusion

La densité de flux massique (ou molaire) d'un congtituant i est une grandeur
vectorielle indiquant la quantité de i, en unité massique (ou molaire), qui passe par unité de

temps a travers une unité de surface perpendicul aire au vecteur.

On définit par rapport & un repéere fixe, la densité de flux massique (ou molaire) de

transport d’ un congtituant i comme suit :

¢; = C; U, (1.52) (densité de flux massique de transport de i)
o; = ¢, U, (1.53) (densité de flux molaire de transport de i)
-7-
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Chapitre I : Mecanismes de transfert de matiere et coefficients de diffusion

D’ apres les deux rel ations précédentes et I’ équation (1.49), on trouve :
of =a’ﬁi =M; G ﬁi =M; ¢;
¢i=M $; (154
De méme, on définit par rapport a un repére fixe la densité de flux massique (ou

molaire) de transport du mélange comme suit :

—

p=CU-= pl7 (I.55) (densité totale de flux massique de transport)

qi;* =CcU* (1.56) (densité totale de flux molaire de transport)

En combinant les équations (1.55), (1.50) et (1.52), on trouve :

_— n n
- —_ —_ 7'1_ C U —_ -
Goci-gz=lbl _ iuizchi
c i=1 i=1
n
5= 4. (1.57)
i=1
n
De méme : (],7;* = q,T;l* (1.58)

On définit par rapport a un repére qui se déplace avec la vitesse moyenne massique
(ou molaire) la densité de flux massique (ou molaire) de diffusion d’ un congtituant i comme
suit :

ji=¢ (U, -0) (1.59) (densité de flux massique de diffusion de i)
i =c,(U; - U*) (1.60) (densité de flux molaire de diffusion de i)

Pour un mélange compose de n congtituants :

n
i=1
=CU+CUp++C, U, —(C,+Cp+-+C,) U*

-

=i +ds+ -+ —CU =¢"—¢*=0

ji=0 (1.61)
1

n

~

De méme:

n

7i=0  (162)
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Chapitre I : Mecanismes de transfert de matiere et coefficients de diffusion

Relation entre les densités des flux de transport et de diffusion :

A partir des équations (1.52) et (1.59), on trouve :

—

¢i=aﬁi=a‘Ui+Ci

GU=CU+C(0,-0)=C0+]

<l

-

G =CU+]: (1. 63)
De méme:: Pr=C U+ (1.64)

Les équations (1.63) et (1.64) permettent de déduire que la densité de flux de transport
d’un constituant i est la somme de deux termes : un terme de convection (en bleu) qui indique
la contribution du mouvement global de la phase et un terme de diffusion (en rouge) qui

indique la contribution de I’ agitation moléculaire.

|.4 Premiereloi de Fick

Laloi fondamentale qui régit le transfert de matiere par diffusion moléculaire dans un
mélange binaire (A + B) est appelée premiere loi de Fick. Il s'agit d’une relation empirique,
proposee par Adolf Eugen Fick en 1885, qui définit la densité de flux de diffusion du

composant A (j; ou j,) dans un systeme isotherme et isobare comme suit :

7i = —=Dyp VCy (1.65)
ja=—Dyp Ve, (I.66)

Ou VCA (Va) est le gradient de concentration de A et D,p est le facteur de proportionnalité
appel é coefficient de diffusion ou diffusivité de A dans B. Le signe — indique que la diffusion

alieu dans le sens d' une concentration décroissante.

Une relation plus générale qui ne se limite pas aux systémes isothermes et isobares a

été proposée plus tard par De Groot :

Ja = —C Dyp V).VA (1.68)

Etant donné que la concentration totale C est constante sous des conditions isothermes
et isobares, on peut dire que I’éguation (1.65) est une forme particuliere de la relation plus

générale (1.67). De méme, lorsque la concentration C est constante, |’ équation (1.66) est une

forme particuliere de larelation générale (1.68).
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Chapitre I : Mecanismes de transfert de matiere et coefficients de diffusion

D’ aprés |’ équation (1.61) :
P45 =0 (1. 69)

En appliquant I’ équation (1.67), on trouve :
~C Dap V94 — C Dpa V5 = 0
—CDpp Vg — CDga V(1 —9,) =0 car: yp+yp=1
—C Dyp V94 + C Dy Vyy =0
C Vy4(Dpa — Dap) =0

Dpp = Dpa (1.70)
Remarque:

Laloi de Fick est valide pour lesmélanges al’ état solide, liquide ou gazeux.

[.5 Loi de Stefan-Maxwell (systéemes gazeux multi-composants)

Dans le cas de la diffusion d’'un congituant A dans un mélange gazeux multi-
composants, |’ équation de Stefan-Maxwell fournit |’ expression du gradient de teneur de A en

fonction des vitesses de tous | es constituants comme suit :

n

= VaVi i =

Uy, = —Z 5 - (U, = Uy) (1.71)
i=1 A

i#A
Ou Dy; sont les diffusivités des différents binaires (A dansi, i # A). Pour les gaz a faible et
haute densité, les liquides et les polymeéres, I’ éguation de Maxwell-Stefan peut étre utilisée
avec des diffusivités appel ées diffusivités de Maxwell-Stefan, qui sont liées aux diffusivités

de Fick viale facteur de correction thermodynamique pour |es systemes non idéaux.
Equation approximative de Wilke :

On considére un systeme gazeux multi-composants, |I’équation (1.67) pour le

congtituant A s écrit comme suit :

ji = —C Dap V4 (1.72)
Ou Dy, est le coefficient de diffusion de A dansle mélange.

D’ apréslareation (1.56), on trouve :

_—
U =— .73
- )

_10_
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Chapitre I : Mécanismes de transfert de matieére et coefficients de diffusion

L’ équation (1.64) s écrit pour le constituant A comme sulit :
Gi=C U+ (1.74)

D’ aprésles équations (1.73) et (1.72), larelation (1.74) devient :

g’ d_))* EV A e =2 CA N
$a=0Cy i C Dy Vys = Ya™ — C Dy Vys car: ra =Yy
CVy,

D’ aprés|’ équation de Stefan-Maxwell (1.71), on trouve :

Gi — Va4 b

cyn YaVi (. _ 7
Zo Dy (=)

DAm

Dans le cas ou la concentration totale C est constante (systeme isobare et isotherme),

I’ équation précédente devient :

D, = bi—Ya P _ ba—Va "

4 - Y Y - \ \ 77 \ N 17

Ty SV gy €9a9iUa = C9a 3
i=1p, A L Y1 Do
i#A l A Ai

= Dym = ?’)A __?/A ¢\ = car: Cy, =Cy et Cy; = (;
n YiCaUs — yaGiU;
A Dai

= Dpy = qbf __,*yA <;b > car: CAﬁA = 5;1 et Ciﬁi = 5;‘
n 1yi¢A — Yad;
i%A Dai

On admet que seul le congtituant A diffuse et que les autres composants du mélange
sont stagnants. L’ éguation précédente devient :

S

Ps — YaPa

Tk T *
car: ¢*= ) ¢; = P,

DAm =

n Yita — Va0 i=1
iz Dai
1—9, 1
= D = Y = ~ I 75
e g i (1.75)
= i= ]
i2A Da; i#A Dai
11-
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Chapitre I : Mecanismes de transfert de matiere et coefficients de diffusion

Ou y; dans I’équation de Wilke (1.75) est la fraction molaire de i dans le mélange gazeux
évaluée sans la présence de A comme suit :
5, = Yi  __Ji
Xy 1o,

i#A

(1.76)

|.6 Diffusivité et ordre de grandeur

Le coefficient de proportionnalité de la loi de Fick, D,p, est connu sous le nom de
2
diffusivité ou coefficient de diffusion. Ses dimensions fondamentales (LT) peuvent étre

obtenues a partir de I’ équation (1.66) comme suit :

o = 2= () ) =+
BTy, Pt \M/13.1/L) Tt

La diffusivité est généralement reportée en cm?/s; I’ unité Sl étant le m?/s.

Le coefficient de diffuson dépend de la pression, de la température et de la
composition du systéme. Certaines valeurs expé&imentales de D5 sont données dans les
Tableaux 1.1, 1.2 et 1.3 pour des systémes gazeux, liquides et solides, respectivement. Comme
on pourrait S'y attendre en considérant la mobilité des molécules, les coefficients de diffusion
sont généralement plus élevés dans les gaz (de I’ordre de 10° & 10° m?s), que dans les
liquides (de I’ ordre de 10™° & 10° m%s), qui sont supérieurs aux valeurs reportées pour les
solides (de I’ordre de 103 & 10™ m?s). Les diffusivités dans les gaz & faible densité sont
presque indépendantes de la concentration, elles augmentent avec la température et sont
inversement proportionnelles a la pression. Les diffusivités dans les liquides et les solides

dépendent fortement de la concentration et augmentent avec latempérature.

Tableau 1.1 Coefficients de diffusion en phase gazeuse sous une pression de 1,013 bar*

A-B Température (K) D 45 (M%s)
Air—CH, 273 1.96 X 107
Air-Benzéne 298.2 0.9 X 10°
Ho—N, 297 7.79 X 10°
OH,0 308.1 2.82 X 10°
H,-SO, 285.5 5.25 X 10°
He—H,0O 298.2 9.08 X 10°

*Source : Binay K. Dutta, Principles of Mass Transfer and Separation Processes, PHI Learning Pvt.
Ltd., New Delhi, 2007, Chapter 2.

_12_
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Chapitre I : Mecanismes de transfert de matiere et coefficients de diffusion

Tableau 1.2 Coefficients de diffusion en phase liquide a dilution infinie sous 25°C*

Soluté (A) Solvant (B) Dp (M?9)
Dioxyde de carbone Eau 1.92 x 10°
Acide nitrique Eau 2.60 x 107
Eau Acétone 456 x 107

Eau n-Butanol 0.988 x 107
Benzéne Chloroforme 2.89 x 10°

lode Ethanol 1.32 x 10°

*Source : Binay K. Dutta, Principles of Mass Transfer and Separation Processes, PHI Learning Pvt.
Ltd., New Delhi, 2007, Chapter 2.

Tableau |.3 Coefficients de diffusion en phase solide a 20°C*

Soluté (A) Solide (B) D 45 (M%s)
Hélium Pyrex 4.49 X 107
Bismuth Plomb 1.10 X 10%
Mercure Plomb 250 x 10%°

Antimoine Argent 351 x 10%

Aluminium Cuivre 1.30 x 10
Cadmium Cuivre 2.71 x 10"

*Source : R. M. Barrer, Diffusion In and Through Solids, Macmillan, New Y ork, 1941.

En I’absence de valeurs expé&rimentales des coefficients de diffusion, des relations
théoriques, semi-empiriques et empiriques ont éé développées donnant parfois des
approximations auss fiables que les valeurs expérimentales en raison des difficultés

rencontrées pour les mesurer. Certaines de ces expressions sont présentées ci-dessous.

|.7 Estimation des coefficients de diffusion

|.7.1 Coefficients de diffusion en phase gazeuse

La théorie cinétique des gaz a entrainé I’ établissement de plusieurs expressions
théoriques permettant le calcul du coefficient de diffusion pour un systeme gazeux binaire.

Cette théorie stipule que le coefficient de diffusion d'un tel systeme (D,p), SOUS pression
I o . , . _ L T3/2
ordinaire, est indépendant de la composition du mélange et qu’il est proportionnel aTT, les

molécules de A et de B étant considérées comme des spheres rigides de différents diamétres.
Parmi les relations qui découlent de cette théorie, on distingue |’ équation de Hirschfelder

(1949) pour des molécules de A et de B non polaires et non réactives exprimeée comme sulit :

_13_
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Chapitre I : Mecanismes de transfert de matiere et coefficients de diffusion

1/2

3/2
0,001858 T M MB]

P ajp Qp

Dyp = (I.77)
Ou:

e D,y estlecoefficient de diffusion de A dans B en cm?/s.

o T estlatempérature absolue en K (Kelvin).

e M, et My sont les poids moléculaires respectifsde A et de B.

e P estlapression totale en atmosphére.

e 0,5 et lediamétre de collision, un paramétre de Lennard-Jones, en A (angstrom).

0y + Op
oup =~ (1.78)

e Op et I'intégrale de collision pour la diffusion moléculaire, c’'est une fonction

adimensionnelle de la température absolue T.

Qp = f (k—T) (1.79)

€AB
e k est laconstante de Boltzmann (1.38 x 107 erg/K).

o ¢&,p est I'énergie d'interaction moléculaire pour le systeme (A + B), un paramétre de

Lennard-Jones, en erg.
EaB = VE&4&B et SATB = ’%% (180)

L’intégrale de collision Q0 peut étre déterminée a partir de la Figure 1.1 ou a partir du

Tableau |.4. Les valeurs des paramétres du potentiel de Lennard-Jones & savoir a4 et az(en A)
ans que% et % (en K) sont généralement disponibles dans la littérature (Tableau 1.5), sinon

elles peuvent étre calculées a partir des relations empiriques suivantes :

o=118V"° (1.81) o =0841V3 (1.82)
T\1/3
o =244 (Fc) (1.83)
c
& €4
= =077, (1.84) — = 1157, (1.85)

Ou V, est le volume moléculaire au point d ébullition normal en cm*g mol déterminé selon
les méthodes présentée dans la section 1.7.2 de ce chapitre ; V. est le volume moléculaire
critique en cm®g mol ; T, est la température critique en K : T}, est la température o ébullition

normaleen K et P. est la pression critique en atmosphere.

-14-
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Figurel.l Intégrale de collision de Lennard—Jones pour un systeme gazeux binaire
(Source : James R. Welty et al., Fundamentals of Momentum, Heat, and Mass Transfer, Wiley, Hoboken, 2007)

L’équation de Hirschfelder (1.77) est souvent utilisée pour extrapoler des données
expérimentales; elle fournit de bons résultats sur une large plage de températures. Pour des
plages de pressions modeérées (jusgu’ a 25 atm), |’ équation (1.77) indique que le coefficient de
diffusion D,p varie inversement avec la pression. Malheureusement, pour des pressions plus
élevées, il n’existe pas de corrélation satisfaisante. L’ équation (1.77) indique également que
D,p Varie avec la température & mesure que T3/2/Q, varie. En simplifiant I’équation (1.77),
nous pouvons prédire le coefficient de diffusion a n’importe quelle température et an’importe
guelle pression inférieure a 25 atm a partir d’ une valeur expérimentale connue par :

Py\ (T\*/? Qpr
Dgir,,p, = Dapiry,p, <P_2) <T_1) 'QDITl (1.86)
2

Tableau |.4 Valeurs numériques de I’intégrale de collision, Qp*

kT/£ QD kT/S QD kT/S QD
0.30 2.662 0.95 1.476 1.90 1.094
0.35 2476 1.00 1.439 2.00 1.075
0.40 2.318 1.05 1.406 25 0.9996
0.45 2.184 1.10 1.375 3.0 0.949
0.50 2.066 1.15 1.346 35 0.912
0.55 1.966 1.20 1.320 4.0 0.8836
0.60 1.877 1.25 1.296 4.5 0.861
0.65 1.798 1.30 1.273 5.0 0.8422
0.70 1.729 1.40 1.233 7.0 0.7896
0.75 1.667 1.50 1.198 10.0 0.7424
0.80 1612 1.60 1.167 30 0.6232
0.85 1.562 1.70 1.140 50 0.5756
0.90 1517 1.80 1.116 70 0.5464

*Source : Binay K. Dutta, Principles of Mass Transfer and Separation Processes, PHI Learning Pvt. Ltd.,
New Delhi, 2007, Chapter 2.
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Chapitre I : Mecanismes de transfert de matiere et coefficients de diffusion

Tableau 1.5 Valeurs des paramétres du potentiel de Lennard-Jones pour certains composés®

Composé a(A) g/k (K) Composé oA) g/k (K)
He 2.551 10.22 Air 3.711 78.6
CCly 5.947 322.7 CHCl3 5.389 340.2
CHsCl 4.182 350.0 CH3;0OH 3.626 481.8
CH,4 3.758 148.6 CS, 4.483 467.0
CoHy 4.163 224.7 C,oHg 4.443 215.7
C,HsCl 4.898 300.0 C,HsOH 4.530 362.6
Propyléne 4.678 298.9 Acétone 4.600 560.2
n-Butane 4.687 531.4 Diéthyl éther 5.678 313.8
n-Hexane 5.949 399.3 Cl, 4.217 316.0
Acétate d’ éthyle 5.205 521.3 HCl 3.339 344.7
HBr 3.353 449.0 H, 2.827 59.7
H,O 2.641 809.1 H,S 3.623 301.1
NH; 2.900 558.3 NO 3.492 116.7
N> 3.798 714 O, 3.467 106.7
SO, 4112 3354 Benzene 5.349 412.3

*Source : Binay K. Dutta, Principles of Mass Transfer and Separation Processes, PHI Learning Pvt. Ltd.,
New Delhi, 2007, Chapter 2.

La corrélation empirique développée par Fuller, Schettler et Giddings (1966) permet
de prédire la diffusivité d’ un systéme gazeux binaire sous des pressions modérées. L’ équation

de Fuller est la suivante :

1/2

10-3 TL75 (MLA n MLB)

D =
Y PE @

(1.87)

OU Dyp est en cm?/s, T est en K et P est en amosphére. Pour estimer les termes (¥ v) 4 et
(X v)p, les auteurs recommandent d additionner les volumes atomiques et structurels de
diffusion donnés sur le Tableau 1.6. L’ erreur de prédiction de D45 a I’ aide de cette méthode
est de I’ ordre de 5% pour de nombreux binaires. L’ équation (1.87) est recommandée pour des

systemes de gaz non polaires sous basses pressions.

Exemple: On souhaite estimer le coefficient de diffusion du disulfure de carbone (4) de
formule CS; dans|’air (B) sous une température de 35°C et une pression de 1 atm en utilisant
I’ équation de Fuller (1.87). D’ aprésle Tableau 1.6 :

(Z v)A = 16.5 + (2 x 17.0) = 50.5 et (2 v)B = 20.1

1/2
1072 308175 (e + o5

T 1[(50.5)173 + (20.1)1/3]2
_16_
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Chapitre I : Mecanismes de transfert de matiere et coefficients de diffusion

Tableau 1.6 Volumes de diffusion a utiliser pour I’ estimation de D,z par laméthode de
Fuller, Schettler et Giddings*

vad un:j@ atqmi ques et str ucturels de Volumes de diffusion de molécules smples
iffusion (a additionner)

C 16.5 H, 7.07 CO, 26.9
H 1.98 He 2.88 N-O 35.9
@] 5.48 N> 17.9 NH; 14.9
(N) 5.69 O, 16.6 H.O 12.7
(@) 19.5 Air 20.1 (Cly) 37.7
S 17.0 Ar 16.1 (SOy) 41.1
Noyau aromatique -20.2 Kr 22.8

Noyau hétérocycligue -20.2 CO 18.9

Note : Les parenthéses indiquent que la valeur répertoriée est basée sur quelques points de données.
*Source: E. N. Fuller, P. D. Schettler, J. C. Giddings, Ind. Eng. Chem,, 58 (5), pp. 18-27, 1966.

|.7.2 Coefficients de diffusion en phase liquide

Un certain nombre d’ équations semi-empiriques ont été dével oppées pour |a prédiction
de la diffusivité en phase liquide. Cependant, ces éguations ne sont pas aussi précises que les
corrélations développées pour les phases gazeuses. En effet, contrairement aux gaz pour
lesquels nous disposons d'une théorie cinétique avancée qui permet dexpliquer le
mouvement moléculaire, les théories de la structure des liquides et de leurs caractéristiques de
transport sont encore insuffisantes pour permettre un traitement rigoureux de ce phénomene.
Wilke et Chang (1955) ont proposé la corrélation suivante pour les non-électrolytes en

solution infiniment diluée :

o T
Dy =74 x1078 (1.88)

Ol D, et le coefficient de diffusion de A dans le solvant liquide B en cm?s, T et la
température absolue en K, 15 est le paramétre d association du solvant B (sans unité), My est
la masse moléculaire du solvant, i est la viscosité de la solution en centipoises et V, est le

volume moléculaire du soluté A au point d’ ébullition normal en cm*/g mol.

Les valeurs recommandées du paramétre d’ association () sont données ci-dessous

pour quel ques solvants courants :
Yp = 2.26 (pour I’ eau) Yp = 1.9 (pour le méthanal) Yp = 1.5 (pour I’ éhanal)

Yy = 1 (pour le benzene, I’ éher, I’ heptane et pour d’ autres solvants non associ és)

-17-
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Les volumes moléculaires aux points d ébullition normaux (;) de certains composés
fréguemment rencontrés sont indiqués dans le Tableau 1.7. Pour les autres composés, les
volumes atomiques des éléments présents dans le composé sont additionnés conformément a
la formule moléculaire de ce dernier. Le Tableau 1.8 fournit la contribution de chacun des
atomes condtitutifs. Lorsque certaines structures cycliques sont impliquées, des corrections
doivent étre apportées pour tenir compte de la configuration cyclique spécifique, les

corrections suivantes sont recommandées :

Pour un cycle atrois chainons, comme I’ oxyde d’ éthylene déduire 6
Pour un cycle a quatre chainons, comme le cyclobutane déduire 8.5
Pour un cycle a cing chainons, comme le furane déduire 11.5
Pour la pyridine déduire 15
Pour un cycle benzénique déduire 15
pour un cycle naphtalene déduire 30
pour un cycle anthracene déduire 47.5

En I’ absence de données permettant de calculer le volume moléculaire du soluté a son

point d’ ébullition normal (), il est recommandé d’ utiliser larelation suivante :
V, = 0.285 17.1:048 (1.89)
Ou V. est le volume critique de A en cm®g mol. Les valeurs de V. sont disponibles dans la

littérature.

Tableau 1.7 Volumes moléculaires aux points d' ébullition normaux de certains composes*

Composé Vol umegmol éculaire Composé Vqume3m0| éculaire
(cm*/g mol) (cm“/g mol)
H> 14.3 NO 236
O, 25.6 N,O 36.4
N> 312 NH; 25 8
Alr 29.9 H0 18.9
co 30.7 HoS 32.9
0 34.0 B, 53.2
CcoS 515 Clo 48.4
0. 4.8 B 715

*Source : James R. Welty, Charles E. Wicks, Robert E. Wilson, Gregory L. Rorrer, Fundamentals of
Momentum, Heat, and Mass Transfer, Wiley, Hoboken, 2007, Chapter 24.
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Tableau 1.8 Volumes atomiques pour le calcul desvolumes moléculaires de composés

simples*
Elément (c\r:mglls rr?fnl) Elément (c\n/ﬁ")/lgl;J rrrr:il)

Brome 27.0 Oxygene, al’exception de : 7.4
Carbone 14.8 Oxygeéne, dans les esters méthyliques 9.1
Chlore 21.6 Oxygeéne, dansles éthersméthyliques 9.9
Hydrogéne 37 Oxygene, dans les éhers supérieurs

lode 37.0 et dans d’ autres esters 11.0
Azote, double liaison 15.6 Oxygene, dans les acides 12.0
Azote, dansles amines primaires 105 Soufre 25.6

Azote, dans les amines secondaires 12.0

*Source : G. Le Bas, The Molecular Volumes of Liquid Chemical Compounds, Longmans, Green &
Company, Ltd., London, 1915.

Hayduk et Laudie (1974) ont proposé une équation beaucoup plus ssmple pour évaluer

les coefficients de diffusion a dilution infinie des non-électrolytes dans |’ eau :
Dap = 13.26 x 1075 g4 y,70-589 (1.90)

Ou D, est le coefficient de diffusion de A dans le solvant liquide B en cm?s, up et la
viscosité de |'eau en centipoises et V, est le volume moléculaire du soluté A au point
d ébullition normal en cm®/g mol. Cette relation est beaucoup plus simple & utiliser et fournit
desrésultats similaires al’ équation de Wilke-Chang (1.88).

La plupart des méthodes d’ estimation des coefficients de diffusion dans les solutions
concentrées combinent les coefficients de diffusion a dilution infinie (D5 €t Dp,) avec la
composition de la solution dans une simple équation. Vignes (1966) a proposé la relation

suivante :
o \XB o \X4
Dap = (Dag)" (Dpa) (1.91)
Ou x, et xz sont les fractions molaires de A et de B dans la solution. Cette équation s est
avérée moins efficace pour les mélanges contenant un composé associatif, tel qu’'un alcool.

Pour ce type de solution concentrée, Leffler et Cullinan (1970) ont proposé la modification

suivante de I’ équation (1.91) :
Dypu = (D.ZB.uB)xB (D;AHA)XA (1.92)
Les valeurs des coefficients de diffusion en phases liquides rapportées dans la

littérature ont été obtenues pour la plupart au voisinage de latempérature ambiante, I’ équation

suivante est recommandée pour |’ extrapolation a des températures plus élevées :
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D T. — To\"
ABITy _ < c 2) (1.93)

Dypir, \T.—Ty

OuT, etT, sont en K, T. est la température critiqgue du solvant B en K. La valeur de
I’ exposant n dépend de la chaleur latente de vaporisation du solvant & sa température normale

d ébullition (AH,). L’ exposant n peut ére déterminé a partir du tableau suivant :

(k ﬁ:’rgol) 790030 000 | 30 000-39 000 | 39 000 —46 000 | 46 000-50 000 | > 50 000
n 3 4 6 8 10

1.7.3 Coefficients de diffusion en phase solide

La diffusion des atomes dans les solides est a la base de la synthese de hombreux
matériaux utilisés dans différents domaines de I'ingénierie. Par exemple, la diffusion du
carbone ains que d autres éléments atraversle fer permet le durcissement de |’ acier. Dansles
processus de fabrication des semi-conducteurs, des atomes communément appel és dopants ou

impuretés sont introduits dans le silicium solide pour contréler sa conductivité électrique.

Ladiffusion lacunaire et la diffusion interstitielle sont les deux modes de diffusion les
plus fréguemment rencontrés en phase solide. Dans la diffusion lacunaire, I’atome dans le
réseau solide saute de sa position vers un site voisin inoccupé ou une lacune (Figure 1.2).
L’atome continue de diffuser dans le solide par une série de sauts vers d’ autres lacunes a
proximité qui lui apparaissent de temps a autre. Commeillustré sur la Figure 1.3, un atome se
déplace par diffusion intergtitielle en sautant d’'un site interstitiel & un site voisin. Ces deux

mécanismes de diffusion impliquent souvent une déformation du réseau.

State 1 Staie 2 State 3
I,f_\ _hll _,.r \= ", %,
I/"'\\-\’CI —I.f_"-.l Ia"_‘"\\l_ Ia"_“"\l ll/""\l "'ll"\-:l
"‘-\.I;_’ P}‘T--H \_.r-_;;_ \I_.n" \._.Il-_;,_\ ‘\\\I._.-'
l L A 5 A Ry 4

Energy

Activation
energy

State
Figurel.2 Diffusion lacunaire al’ état solide

(Source : James R. Welty, Charles E. Wicks, Robert E. Wilson, Gregory L. Rorrer, Fundamental s of Momentum,
Heat, and Mass Transfer, Wiley, Hoboken, 2007, Chapter 24)

-20-

Dr Kahina BEDDA



Chapitre I : Mecanismes de transfert de matiere et coefficients de diffusion

Il a été observé que le coefficient de diffusion en phase solide augmente avec

I” augmentation de la température selon une équation d’ Arrhenius de laforme:
Dyp = Dy exp(—Q/RT) (1.94)

Ou D, est le coefficient de diffusion de A dans le solide B, D, est une constante de
proportionnalité d’ unités compatible avec Dy, Q est |’ énergie d’ activation en Jmol, R est la
constante thermodynamique (8,314 Jmol K) et T est la température absolue en K. Il est
important de souligner que la barriere énergétique rencontrée dans la diffusion interstitielle est

significativement plus faible que |a barriére énergétique de la diffusion lacunaire.

1 State 1 State 2 State 3
I - ~ 5 NN
_)\/x_f 'i_z' ‘-:"x_x' (RN AN,
f“*-x N Y T 'aYe
J RN, L 'i.z' C:' - 'i.x (.:'

Energy

Activation
enargy

State

Figurel.3 Diffusion interstitielle al’ état solide

(Source : James R. Welty, Charles E. Wicks, Robert E. Wilson, Gregory L. Rorrer, Fundamental s of Momentum,
Heat, and Mass Transfer, Wiley, Hoboken, 2007, Chapter 24)

|.7.4 Coefficients de diffusion dansles solides por eux (coefficients de diffusion effectifs)

Il existe de nombreux exemples ou la diffusion moléculaire se produit a travers une
phase gazeuse ou liquide située a I'intérieur des pores des solides poreux tels que les
adsorbants et les catalyseurs. Lorsque le diametre des pores se rapproche du diamétre de la
molécule diffusante, celle-ci peut interagir avec la paroi du pore. Deux types de diffusion dans
les pores seront abordés ci-dessous concernant ce cas: la diffusion de Knudsen des gaz dans
les pores cylindriques et la diffusion entravée des solutés dans les pores cylindriques remplis

de solvant.
Diffusion de Knudsen

Considérons la diffusion de molécules de gaz a travers de tres petits pores capillaires.
Si le diametre des pores (d,,,,. ) est inférieur au libre parcours moyen des molécules de gaz en
diffusion (1) et que la densité du gaz et faible, les molécules de gaz entreront en collision

avec les parois des pores plus fréquemment qu’ entrent-elles. Ce processus est connu sous le
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Chapitre I : Mecanismes de transfert de matiere et coefficients de diffusion

nom d’'écoulement de Knudsen ou diffusion de Knudsen. Le flux de gaz est réduit par les
collisons avec les parois. Le nombre de Knudsen (K, ) permet de mesurer I'importance

relative de la diffusion de Knudsen, il est donné par larelation suivante :

A
K, =

.95
dpore ( )

Si le nombre K,, est bien supérieur a un, la diffusion de Knudsen peut étre importante
(a partir deK,, > 0.02). Pour un diamétre de pore donné, le nombre K,, augmente a mesure
gue la pression totale du systeme P diminue et que la température absolue T augmente. En
pratique, la diffuson de Knudsen ne s applique qu'aux gaz car pour les liquides le libre
parcours moyen est tres petit (quelques angstroms). Par conséquent, la valeur de K,, pour les
liquides est presque toujours tres faible et la diffusion a I'intérieur des pores se fait
généralement par diffusion moléculaire ordinaire uniguement. D’ aprés la théorie cinétique des

gaz, dans un pore cylindrique droit, la diffusivité de Knudsen (Dy,4) est donnée par :

dyore (8kNT)1/2

1.96
— (1.96)

T \1/2
= Dy, = 4850 o, <M_A) (1.97)

Dans|’équation (1.97), d,,,. €stencm, M, est eng/mol et latempeérature T est en K.

En général, la diffusion de Knudsen n’est significative qu’a basse pression et a petit
diametre de pore. Cependant, il existe des situations ou la diffusion de Knudsen et la diffusion
moléculaire (D4p) sont toutes deux importantes (0.02 < K,, < 5). Dans ce cas, la diffusivité
effective de A dansle mélange binaire A+B (D,,) est donnée par larelation suivante :

1 1-ay, 1 [0y
= + ou a=1+—
Dye Dyp Dga ba

(1.98)

Lorsque ¢p; = —¢5 (contre diffusion équimolaire) ou lorsque y, tend vers zéro, I’équation
(1.98) seréduit a:
1 1 1

= + (1.99)
Dye  Dap  Dga

Les relations (1.98) et (1.99) sont valables pour une diffusion dans des pores cylindriques
droits alignés dans un réseau paraléde. Elles indiquent, par une approche de résistances en
série, que la diffusion de Knudsen et la diffusion moléculaire sont en compétition I’ une avec

I’ autre.
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Chapitre I : Mecanismes de transfert de matiere et coefficients de diffusion

Dans la plupart des matériaux poreux, les pores de différents diamétres sont tordus et
interconnectés les uns avec les autres et le chemin de diffusion de la molécule de gaz a
I"intérieur des pores est tortueux. Si I’on suppose un diamétre de pore moyen, une
approximation raisonnable du coefficient de diffusion effectif dans les pores aéatoires est

donnée par laredation suivante :
Dy, = €°Dy, (1.100)

Ou ¢ est la fraction volumique du vide des pores dans le solide poreux qui est généralement

déterminée expérimentalement.

Les quatre types de diffusion poreuse, chacun avec sa corréation de diffusivité, sont
représentés sur la Figure 1.4. Les trois premiers types, la diffuson moléculaire pure, la
diffusion de Knudsen pure et la diffusion combinée Knudsen et moléculaire, sont considérés
dans des pores droits et cylindriques alignés en réseau paralée. Le quatriéme type impligue

la diffusion via des chemins tortueux qui existent dans la plupart des solides poreux.
Diffusion entravée dans des pores remplis de solvant

On considere la diffusion d’'un soluté a travers un pore capillaire rempli de solvant
liguide. Lorsque le diamétre moléculaire du soluté se rapproche du diamétre du pore, le
transport diffusif du soluté a travers le solvant est entravé par la présence du pore et par la
paroi du pore. Les modéles qui permettent de déterminer les coefficients de diffusion dans ce

cas sont de laforme générale suivante :

Dse = DapF1(@)F>(9) (1.101)

Ou D, est le coefficient de diffusion moléculaire & dilution infinie du soluté A dans le
solvant B, F; (@) et F, (@) sont des facteurs de correction, tous deux théoriquement limités

entre O et 1. Les deux facteurs de correction sont des fonctions du rapport :

dg diameétre moléculaire du soluté

= = 1.102
¢ dpore diametre du pore ( )

Le calcul du facteur de correction F; (@) est basé sur des arguments géométriques
simples:

(dpore - ds)2/4
md3sre /4

T
Fi(p) = = (1 - ¢)? (1.103)

valable pour 0 < F;(¢) < 1.0
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Chapitre I : Mécanismes de transfert de matieére et coefficients de diffusion

Le calcul du facteur de correction F,(¢) est basé sur des considérations
hydrodynamiques impliquant le mouvement brownien du soluté entravé dans le pore rempli
de solvant. Des équations ont été développées pour le calcul de F,(¢) en supposant que le
soluté est une sphére rigide qui diffuse dans un pore cylindrique droit. L’équation la plus

courante a é&té développée par Renkin (1954) :
F(¢) = 1 —2.104¢ + 2.09¢3 — 0.95¢° (1.104)
L’ équation (1.104) donne des résultats raisonnablespour 0 < ¢ < 0.6.

Remarque:

Lorsgque la valeur de ¢ est supérieure a 1, la molécule de soluté est trop grosse pour
pénétrer dans le pore. Ce phénomene est connu sous le nom d’ exclusion de soluté et est utilise
pour séparer les grosses biomolécules telles que les protéines a partir de solutions aqueuses
diluées contenant des solutés de diamétre beaucoup plus petit. Lorsque la valeur de ¢
s approche de 1, les facteurs de correction F; (¢) et F,(¢) diminuent et tendent vers zéro,

donc a¢g = 1 le coefficient D, est nul.

Pure molecular Pure knudsen
diffusion diffusion

42
R—
.01 838732 [Eﬂ] d pors lHKNT
- - — 3 M
Pa® i Vmiiy

DW=

Random porous

Knudsen + molecular material

diffusion

.Ir.}l Ae = f‘-j f_} Ar

Figurel.4 Typesde diffusion poreuse

(Source : James R. Welty, Charles E. Wicks, Robert E. Wilson, Gregory L. Rorrer, Fundamental s of Momentum,
Heat, and Mass Transfer, Wiley, Hoboken, 2007, Chapter 24)
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Chapitrell : Equations différentielles de transfert de matiére

1.1 Rappel sur les opérateursdifférentiels: gradient, divergence et Laplacien

Les opérateurs mathématiques gradient, divergence et Laplacien sont congruits a

partir de |’ opérateur différentiel nabla (V) exprime, en coordonnées cartésiennes, comme sulit :

(3)

7= 219,95 12 .1
“ox' T Tz _kay) (IL.1)
9

az

—

L’ application de I’ opérateur nabla a une fonction scalaire f (x, y, z) donne le gradient

de cette fonction qui est un vecteur :

_ f of , of >
gradf Vf [+ 6y] + aZk (I.2)
Ax
Le produit scalaire entre I’ opérateur nabla et une fonction vectorielle A A, | donnela
A,
divergence de cette fonction qui est un scaaire::
d'Z—V’J—GA"+aAy+aAZ 1.3
e AT e Ty T oz (IL.3)

Théoreme de la divergence

Le flux d'un vecteur a travers une surface fermée est égal a I'intégrale de la

divergence de ce vecteur sur le volume délimité par cette surface :

ﬁgj.ds*‘:fﬂvdwﬁdv (1L 4)

OU dS est le vecteur normal ala surface, dirigé vers |’ extérieur.

Le Laplacien d'une fonction scalaire f (x, v, z) ou Laplacien scalaire, noté A ou V2, est

ladivergence du gradient de cette fonction dont le résultat est un scalaire :

2 aZ 62
Af = V2f = V(Vf)—ax]; ayf aZZ (I1.5)
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Chapitre 11 : Equations différentielles de transfert de matiére

[1.2 Bilan matiére et équation de continuité

Considérons un volume de contréle macroscopique a travers lequd circule un mélange
contenant le composant A (Figure 11.1). En réalisant les bilans matiere global et partiel sur ce

volume, nous pouvons déduire I’ équation de continuité pour le mélange et pour A.

:"I A

=Y

e Figure 1.1 Volume de contrdle macroscopique

I1.2.1 Bilan matiére global

D’ aprés le principe de conservation de la masse, le bilan matiére global a I’ échelle
macroscopique (V) s écrit :
ﬂ 5 i ds = 4 IL 6

Ce bilan matiére peut étre exprimé en mots par :
{débit total entrant} — {débit total sortant} = {débit total d accumulation}
Dans |’ équation (11.6) :

e & (x,7,21t) estle vecteur de densité de flux massique de transport en tout point et &
chague instant.

e 7 est levecteur normal unitaire orienté vers|’ extérieur ((7i dS) peut étre noté dS).

e mest la masse totale de la matiére présente dans le volume de contréle V. Etant
donné que la masse volumique (p) de la matiére peut varier d'un point a un autre, la

masse m sera déterminée par la relation suivante :
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m=fﬂ;/pdV (I.7)

Puisque le volume de contrble VV est fixe dans |'espace, le débit massique total

d’accumulation devient :

at ~ ot ﬂfpdv fff a_dV (I.8) tel que p (x,y,2,t)

L’ équation du bilan matiére global (I1. 6) devient :

Jfgre- [ w - f[Fas-f[2a s

Le théoréme de la divergence ou théoreme de Green énoncé dans la section 1.1
permet de convertir une intégrale de surface, telle que | fs $ dS, en une intégrale de volume.

Gréce a ce théoreme, I’ équation précédente peut s écrire sous la forme suivante :

[ awgav = [][ 2 av 10
ﬂf +mv¢dv_0 (IL.11)

Le volume de controle considéré a été chois arbitrairement sans aucun critére de
forme ou de position. Il pourrait sagir de n’importe quel volume du fluide. Pour que
I”équation (11.11) soit toujours vraie, I’intégrande elle-méme doit s annuler partout, car S'il
existait un sous-domaine dans lequel ele ne s annulait pas, on pourrait choisir un volume V
correspondant a ce sous-domaine et obtenir une violation du principe de la conservation de la

masse. On peut donc écrire :

ap+d_ d=0 1112
5 Tdiv e = (I1.12)

Sachant que: ¢ = p U, I’ équation ci-dessus devient :

‘;—’t’ +div(pU) =0 (11.13)

L’ équation différentiel (11.13) qui décrit la condition de conservation de la masse est

appel ée équation de continuité.
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[1.2.2 Bilan matiére partiel

Pour un constituant A du mélange, I’ équation de conservation de lamasse de A dans le
volumeV s écrit :

{débit de A } _ {débit de A } {débit de A } _ {débit de A}
entrant sortant produit accumulé

_fL5A5d5+fffvrAdv=% (11.14)

e 1, est letaux de production massique du constituant A par la réaction chimique (' est

Ou:

la masse de A produite par unité de temps et par unité de volume). Dans le cas d’'une

consommation du constituant A par laréaction chimique, r; aura une valeur négative.

e my est lamasse de A présente dans e volume de contrdle V. Etant donné que C, peut

varier d'un point a un autre et que le volume de contréle est fixe dans I’ espace, le
débit de A accumulé s écrit :

agtlA atﬂchdV fﬂ—dV (I1.15)

La différence entre les débits de A entrant et sortant peut étre transformée en une

intégrale de volume sur VV en appliquant |e théoreme de la divergence :

—ffscﬁAﬁdS=—ffvdiv$AdV (1. 16)

A I'aide des éguations (11.15) et (11.16), |'éguation du bilan matiére partie (1. 14)

devient :
[ dear [ o= [ Erar
= fﬂv <div$A—rA+%>dV=0 (11 18)

Puisque le volume de contréle V a été chois arbitrairement, I’intégrande de I’ équation
(11.18) doit étre égale a zéro en tout point du fluide :

. aC,
dwq)A Tqg+—— ot =0 (1.19)
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Cette éguation est la forme différentielle de I’ équation de conservation de la masse de 4, elle

est appel ée équation de continuité.

Sachant que : qT) 1 =Cy FA’, I” équation (11.19) peut prendre la forme suivante :

= ac
div (CoU,y) — 14+ > = (11. 20)

De la méme maniére, on peut développer I’ éguation de continuité pour un deuxiéme

constituant B :

o 9Cp
div ¢p — 15 + T 0 (I1.21)

En additionnant les équations (11.19) et (11.21), on obtient :

3(Ch+Ts)

I1.22
PR 0 (I.22)

div ($A + qu) —(ry+1g) +
Dansle casd’ un mélange binaire (A + B), on a:
Pa+Ps=CiU,+ColUz=CU=pU (I.23)
ru+1r3=0 (II. 24) (par laloi de conservation de la masse)
Ci+Cg=p (IL.25)

En substituant lesrelations (11.23), (11.24) et (11.25) dans |’ équation (11.22), on retrouve

I’ équation (11.13) de continuité pour le mélange :

ap

at+aliv(pU)=O

Les bilans matiére partiels en quantités molaires, pour A et pour B, permettent de

retrouver les équations suivantes :

aC,

div ¢} — 17 +—-=0 (.26
div ¢y — 13 +¥= 0 (1. 27)

Oury (rp) est le taux de production molaire de A (B) par unité de volume. L’ addition des

équations de continuité (11.26) et (11.27) donne :

9(Cy +Cp)

= 0 (IL28)

div (g5 + ¢p) — (g +13) +
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Pour un mélange binaire (A + B), ona:
i+ 5 =CiU,+CyUg = CU*  (11.29)
Ci+Cg=C  (I.30)
Cependant, c'est uniquement dans le cas d’'une stoechiométrie A < B, qui stipule qu'une
molécule de B est produite pour chaque molécule de A qui disparait, que I’ on peut écrire :

r,+15=0 (II1. 31) (valable uniquement pour A < B)

En général, I’ éguation de continuité du méange en grandeurs molaires est :
o acC
dwCU*—(rj+r§)+E=O (I1.32)

Cette équation est obtenue en substituant lesrelations (11.29) et (11.30) dans |’ équation (11.28).

Remarque:

On peut également retrouver les égquations de continuité a partir des bilans matiére sur
un volume de contréle différentiel (élément de volume fixe Ax Ay Az). La méthode est

détaill ée dans de nombreux ouvragestels que:

e R. Byron Bird, Warren E. Stewart, Edwin N. Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley,

2002, Chapter 19.
e James R. Welty, Charles E. Wicks, Robert E. Wilson, Gregory L. Rorrer,
Fundamentals of Momentum, Heat, and Mass Transfer, Wiley, 2007, Chapter 25.

1.3 Formes particulieres de I’équation différentielle générale de transfert
dematiere
I1.3.1 Equation générale detransfert de matiére

On considére un mélange binaire (A + B) pour lequel on peut écrire les équations

suivantes du Chapitre | :

ba=CalU+]a (I1.63)
br=C, U* + (1.64)

¥

" = —C Dyp Yy (1.67)

~—

4 =—CDyp v3’A (1.68)
-30-
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D’ apres |’ équation (1.68), | équation (1.63) devient :
$a=Ca U~ C Dyp Vyy (I1.33)
D’ apres |’ équation (1.67), I équation (1.64) devient :
b5 =CyU* — C Dyp Vyy (11 34)

Pour évaluer les profils de concentration a I’ aide des équations de continuité (11.19) et

(11.26), on remplace dans ces éguations les densités de flux gT)A et cﬁ;‘l par les expressions
(11.33) et (11.34) :

aC,
v.(Cy U—CDABVyA)—rA+7_ 0
— — = % aCA
V.(CAU*—CDAvaA)—TA +E 0

On trouve :

_ — = - — — aEA
V.G U—V.CDpp Vys—1a+—>==0 (11.35)

— — — = aCA
V.G U = V.CDypVyu—7i +52=0  (IL36)

Les équations (11.35) et/ou (11.36) peuvent étre utilisées pour décrire les profils de
concentration au sein d’un systéme diffusant. Ces deux équations sont tout a fait générales,

mais relativement peu maniables. Elles peuvent étre smplifiées, comme indiqué ci-dessous,
en formulant des hypotheses restrictives.

11.3.2 Cas particuliers

Les formes simplifiées de I’ équation générale de transfert de matiére comprennent :

a) Dans le cas ou la masse volumique (C) et le coefficient de diffusion (D4p) sont
supposes constants, I’ équation (11.35) devient :

CAV.U+UVC,—DygV.V(Cyy)— 1y + =

Deplus, onaV.U = 0 car d aprés|’ équation (11.13) :
dp

at+V.(pl_J))=0=V.(pl7)=0=pv).l7=0=>ﬁl_f=0 (p = C = constante)
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Par conséquent I’ équation (11.37) devient :

ﬁva—DABV CA—TA+F:0
o Ioy - -
?‘FUV A:DABV CA+rA (1138)

En divisant chaque terme de I’ équation (11.38) par la masse molaire de A, on obtient :

ac,

W+ﬁ?cf,=DABVZ Ca+1y (11. 39)

b) Dans le cas olir; = 0 (absence de réaction chimique), et si C et D, sont SUPPOSES

constants, I’ équation (11.39) seréduit a:

aCA — — =2
c) Dans le cas oll il Ny a pas de mouvement de fluide, U = 0, pas de terme de

production, ; = 0, et pas de variation de C ou de Dz, I’ équation (11.40) se réduit a:

ac, .,

L’'équation (11.41) est communément appelée deuxiéme loi de Fick. L’hypothése

d absence de mouvement du fluide (U = 6) restreint son application a la diffusion

dans les solides ou dans les liquides au repos, et aux systemes binaires de gaz ou de
liquides, dans lesquels ¢ et ¢ sont de méme grandeur mais de directions opposées

(cas de la contre-diffusion équimolaire).

d) Lorsgue le processus est a I'état stationnaire, c’eﬂ-é—direaa% =0, les éguations
(11.39), (11.40) et (11.41) peuvent étre simplifiées davantage. Pour une masse

volumique congtante et un coefficient de diffusion constant, on obtient :
UVC,=DypV2Cy+r1y (11 42)

Pour une masse volumique congtante, une diffusivité constante et en |'absence de

réaction chimique, r; = 0, on obtient :
UVC,=D,3V%Cy (11.43)

Si deplus, U =0, ontrouve:
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V2C,=0 (1L 44)

L’ équation (11.44) est |” éguation de Laplace en termes de concentration molaire.

1.4 Equations différentielles en coordonnées cartésiennes, cylindriques et
sphériques
Les équations (11.35) a (11.44) sont écrites sous forme vectorielle, elles sont donc

applicables a tout systéeme de coordonnées orthogonales. La transformation de I'une de ces
équations vers le systéme de coordonnées souhaité est réaisée en écrivant |’ opérateur

Laplacien (V2) sous la forme appropriée. La deuxiéme loi de Fick, écrite en coordonnées

cartésiennes (x, y, z), est lasuivante :

0Cy 0%c, 0%Ccy 09%Cy
ﬁ_ 4 Iaxz + ayz + 372 (I1.45)
En coordonnées cylindriques (r, 6, z) :
aCy 9%C, N 10C, N 1 92C, N 9%C, 46
at or: r or 1?0902 0z2 (1. 46)

En coordonnées sphériques (r, 8, @) :

(sm 0 (11.47)

aC, _ 10 ( ZaCA) 1 0
ot 4B [y2or r or r2sin 6 06

aCA) + 1 HZCA
00 r2sin? 6 dg?

L’éguation de continuité de A, écrite en coordonnées cartésiennes (x,y,z), estla

suivante :

aCA aqb;ix a(l):ly a(pb.:iz
: : 2l = gy I1.4
6t+[6x+6y+ 9z | (I1.48)

En coordonnées cylindriques (r, 6, z) :

Gy 16¢A9 0da, i
o I —(r¢i,) + 0 T, |7 (I1.49)

En coordonnées sphériques (r, 8, @) :

aCA 2 1 d, ., . 1 0day i}
l ¢Ar rsinea_e(d)“ st 9) + rsinHW — T (I1.50)
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1.5 Conditionsinitiales et conditions aux limites

Les équations différentielles de transfert de matiere permettent une description
compléte du processus de transfert de matiére lorsque les conditions initiales et les conditions
aux limites sont connues. Ces conditions sont utilisées pour specifier les bornes d’intégration
ou pour déterminer les congtantes d’intégration associées a la résolution mathématique des

équations différentielles.

[1.5.1 Conditionsinitiales

La condition initiale des processus de transfert de matiere est la concentration de
I’espece diffusante au début de I'intervalle de temps considéré. Cette concentration est
généralement exprimée en unité massique ou molaire. Elle peut étre égale a une constante, par

exemple:

at=0- CA:CAO
at=0- CA:CAO

ou peut étre plus complexe s la distribution initiale de concentration dans le volume de
contréle de diffusion est spécifiée. Les conditions initiales sont uniquement associées aux

processus en régime instationnaire (transitoire) ou quasi-stationnaire.

[1.5.2 Conditionsaux limites

Quatre types de conditions aux limites sont fréquemment rencontrés dans le transfert

dematiére:

a) Laconcentration de |’ espece diffusante A est spécifiéeal’interface
La concentration de A au niveau de la surface limite peut étre exprimée de différentes
maniéeres, par exemple en fraction molaire dans la phase vapeur (y,), en fraction
molaire dans |a phase liquide (%), en concentration massique (C,;), en concentration
molaire (Cy,), €tc. Lorsgue la surface est délimitée par un composant A pur dans une
phase et un mélange dans la seconde phase, la concentration de A dans le mélange a
I'interface correspond généralement a I'état de saturation thermodynamique. Par
exemple, pour un mélange liguide en contact avec un solide pur 4, la concentration de
A dans le liquide a la surface est la limite de solubilité de A dans le liquide Cj,

autrement dit C,, = C;. Dans le cas ou les deux phases considérées sont des méanges
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b)

d)

contenant A, la concentration de ce dernier a I’interface pourra étre spécifiée par les
lois d’ équilibre thermodynamique entre les deux phases. Par exemple, les conditions

aux limites a une interface gaz-solide sont déterminées par |’ équation suivante :
Casolide =S X Py

0U Cy so1ide €St la concentration molaire de A dans le solide a I’ interface en kg mol/m?,
P, est la pression partielle de A en phase gazeuse sur le solide en Pa, tandis que S est

le coefficient de partage exprimé en kg mol/m® Pa.

Leflux de 4 est nul a unelimite ou a un axe de symétrie
Cette situation peut se produire au niveau d’ une surface limite imperméable, ou au
niveau de |’axe de symétrie du volume de contrdle, ou le flux net est nul. Dans les
deux cas, pour un flux unidimensionnel selon z,

0Cy 0Cy B

= T _n = —Dsp —— =0 =0
Palz=0 = Jalz=0 4B 57 1,0 ez,

detelle sorte que lalimite imperméable ou I’ axe de symétrie se situe az = 0.

Leflux detransfert par convection est spécifié a la surface limite
Lorsgu'un fluide s écoule a travers la surface limite, le flux peut ére défini par
convection. Par exemple, a une surface située az = 0, le flux de transfert de matiére
par convection atravers la couche limite du fluide est

balz=0 = ke (Cas — Caoo)
ou C,, est la concentration en surface de A az = 0, Cy,, €st la concentration de A dans
le fluide en écoulement et k. est le coefficient de transfert par convection qui sera
défini dansle Chapitre V.

La surface limite deréaction est spécifiée

Il existe trois situations courantes, toutes liées a des réactions hétérogenes en surface :

e Leflux d une espéce peut ére lié au flux d’ une autre espéece par la stoechiométrie
des réactions chimiques. Par exemple, considérons une réaction chimique a la
surface de type A + 2B — 3C, ou les réactifs A et B diffusent vers la surface et le
produit C diffuse loin de la surface. Les flux de A et B se déplacent dans la

direction opposée au flux de C. Par conséquent,
¢p =2 ¢4 et ¢c=-3¢;

_35_
Dr Kahina BEDDA



Chapitre 11 : Equations différentielles de transfert de matiére

e Lavitesse de laréaction chimique peut étre spécifiée ala surface, ce qui permet de
déterminer le flux a la surface. Par exemple, si le composant A est consommeé par
une réaction de premier ordre sur une surface az =0 et que la direction z positive
est opposée aladirection du flux de A lelong de z, alors

bals=0 = —ksCys (IL.51)
ol k, est la constante de vitesse de |aréaction en surface expriméeen s™.
e Laréaction peut étre tellement rapide que C,s = 0 (S A est le réactif limitant de la

réaction chimique).
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Chapitrelll : Diffuson unidimensionnelle stationnair e et quasi-

stationnaire

[11.1 Expression du flux molaire dans un systeme binaire

On considére, dans le présent chapitre, le transfert de matiére en régime stationnaire
dans des systemes simples ou la concentration et le flux molaire sont fonction d’ une seule et
méme coordonnée spatiale. Dans un systéme binaire composé de A et B, le flux molaire est

exprimeé par larelation suivante :

b5 =CyaU* — C Dag Vyy (11 34)
Sachant que :
¢ =CcU" (1.56)
n
5 =) (1.58)
i=1
L’ équation (11.34) devient :
R = (63 +3) oy
da =y ?_CDAB Vy, =Cy T_CDAB Vy,
= i =a(Bi+ 5) — C Dag Vi (IIL. 1)

Puisque la diffusion est unidimensionnelle, par exemple dans la direction de z, |’éguation
(111.1) s écrit :

* \ * * d}‘]A
G4 =Va(®h, + H5.) — C Dag 1y (111. 2)

[11.2 Diffusion stationnaire atraversun film de gaz stagnant

La cellule de diffuson d'Arnold est un dispositif utilise pour mesurer
expérimentalement le coefficient de diffusion ou la diffusivité d’'un gaz. Ce dispositif est
représenté sur laFigure 111.1. Le tube de faible diamétre est partiellement rempli de liquide (A
pur). Le gaz B, qui s écoule al’extrémité ouverte du tube, présente une solubilité négligeable
dansleliquide A et est chimiquement inerte vis-a-vis de ce dernier. Le systeme est maintenu a
température et pression constantes (T et P). Le composant A s évapore et diffuse dans la
phase gazeuse. Le courant de gaz B permet de balayer une partie ou la totaité des molécules
de A . La quantité de A vaporise peut étre mesurée physiquement et exprimée

mathématiquement en termes de flux molaire.
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Courant de gaz B i
- z=z,
¢£z|z—_‘.z
|z
Dzl
z=z,
™ A liquide (pur)

Figurelll.l Cellule de diffusion d’ Arnold

L’ équation de continuité de A est donnée par :

aC,

div ¢ + = =7 (1. 26)

Cette équation s écrit en coordonnées cartésiennes comme sulit :

a(pr a¢z,y ad):lz aCA *
ax "oy "oz |t ™

(1. 48)

En admettant que :
e Il n'y ani production ni consommation de 4, ¢’ est-a-direr; = 0.
e Ladiffusonde A aatteint I’ état stationnaireavec% = 0.
e Letransfert de A est unidirectionnel lelong del’ axe z.

Dans ce cas, |’ éguation (11.48) devient :

Ay,
dz

=0 (1. 3)

De laméme maniere, on peut retrouver pour le composant B I’ équation suivante :

di—fz =0 (111. 4)
Par conséquent, les flux molaires de A et de B sont constants le long de la zone de diffusion
(de z; az,). Etant donnée que le gaz B est insoluble dans A4, le flux molaire de B (¢ ,) au
niveau z = z;est nul. On en déduit que ¢ , = 0 tout au long de la zone de diffusion. On peut

donc conclure que le composant B est un gaz stagnant. Dans ce cas, | égquation (111.2) devient:
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. © dy,
baz =Yaba, — C Dyp Az
—C Dyp dyy
= —_ 1.5
¢)A,Z 1 _ ))A dZ ( )

Cette éguation peut étre intégrée entre les deux conditions aux limites:

Az =2y Ya = Ya1
az =2 Ya = Ya2

Comme indiqué dans la section 11.5.2, a I'interface z = z;, la fraction molaire y,; est

spécifiée par la pression de vapeur saturante de A alatempérature T.

Z3 . yaz _C Dap .
¢A,Z dZ = 1 o dyA
Z1 yai Ya

En admettant gue le coefficient de diffusion D,z ne dépend pas de la concentration et sachant

que T et P sont constants, |’ équation ci-dessus devient :

7z Va2 dy,
oy f dz = C Dyp J - S
z1 Va1 1—=a

b, = C Dy In (1—Ya2)
427 (23— 21) (1 —Ya1)

(111 6)

L’ équation (111.6) peut également s’ écrire en termes de pression. Pour un gaz parfait :

n
_ i P
C== &

. Py
Ya = p
Dans ce cas, |’équation (111.6) devient :

P Dyp l(P—PAz)

baz = RT3 — 20 " (P —P,0) (111 7)

L’équation (111.6) peut étre écrite en fonction de la concentration moyenne
logarithmique du composant B (i, ) définie comme suit :

¥YB2 — ¥VB1

In(Yp2/Yp1) (.8)

YBim =

Puisque le mélange est binaire, I’ équation (111.8) peut étre écrite comme suit :
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. _ (1= Ya2) = (1 = Ya1) _ Va1 — Va2
G In[(1 = 942)/(A = y40)]  In[(1 = ya2) /(A = Ya1)]

(11.9)

Eninsérant I’ équation (111.9) dans |’ équation (111.6), on obtient I’ équation suivante :

CDyg (Ya1—Yaz)
Z; — Zy) 5’B,lm

G, = i (111. 10)

Pour un gaz parfait :

P Dyp (Pay — Pyg3)
RT (z; — z,) Pgim

Y (1. 11)

Les équations (111.10) et (111.11) sont communément appel ées équations de diffusion a |’ état
stationnaire d’ un gaz a travers un second gaz stagnant. De nombreuses opérations de transfert
de matiere impliquent la diffusion d’un composant gazeux a travers un autre composant
immobile ou non diffusant; I’absorption est une opération typique définie par ces deux
équations. Le profil de concentration en termes de pression pour ce type de diffusion est

représenté sur la Figure I11.2.

a
P p
— A FPgo
Pg
Pg1
Ppq Pp
Ppo .
Z1 z;, %

Figurelll.2 Diffusion de A atravers B stagnant

[11.3 Diffusion quasi-stationnaire a traversun film de gaz stagnant

Dans de nombreuses opérations impliquant un transfert de matiére, une des surfaces
limites peut se déplacer avec le temps. Si la longueur du trajet de diffusion varie |égérement
pendant une longue période, un modéle de diffusion quasi-stationnaire pourra étre utilisé.
Dans ce cas, le flux molaire a travers un gaz stagnant sera décrit par |’équation (111.10).

Considérons la Figure I11.1 avec une surface de liquide en mouvement comme illustré sur la
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Figure 111.3. Deux niveaux de surface sont représentés, I’un al’ingtant t,, et I’autre a I’ instant
t1. Si t; — ty est une période de temps relativement longue et que la différence entre les deux
niveaux ne représente gqu’ une petite fraction de lalongueur totale du trgjet de diffusion, le flux
molaire dans la phase gazeuse pourra étre évalué atout instant t de cette période par :

_ CDyp a1 — Yaz)

fo— 4 111. 10
<i)A,z 7 YB,lm ( )

Ou z est lalongueur du trgjet de diffusion al’instant t.

Courant de gaz B i
- z=z,
&
¢Az|z—_‘lz
A
*®
¢Azlz
————————— zZ=2Zzyaty
Z=2Zz4t,
. A liquide (pur)

Figurelll.3 Cellule de diffusion d’ Arnold avec une
interface liquide-vapeur en mouvement

Le flux molaire ¢, , est relié a la quantité de A quittant le liquide par la relation
suivante :

_Pay dz

bis =1 ar (111.12)

Ou ps /My est la densité molaire de A dans la phase liquide. Sous un régime quasi-

stationnaire, les équations (111.10) et (111.12) peuvent étre combinées comme suit :

C Dap (Ya1 — Yaz) _ Pay dz
ZYBim M, dt

L’ équation ci-dessus peut étreintégrée apartirdet =0 at etdez =z, az = z; :

zdz =

jt gt = YBim Pait/My %
=0 C Dap (a1 = Yaz) Jo,,

-41-
Dr Kahina BEDDA



Chapitre 111 : Diffusion unidimensionnelle stationnaire et quasi-stationnaire

t

) M z% — 72
YB,im PA,z/ A ( t t0> (IIL13)

" CDug Va1 — Vaz) 2

L’équation (111.13) indique que pour une diffusion quasi-stationnaire la variation de
(zt2 — z,?o) en fonction du temps est linéaire. Le réarrangement de cette éguation permet

d’ obtenir I’ expression suivante :

_ YBim Par/ My (Z% - Zﬁ,)

Djp =+ -
BT COn—ya)t 2

(111. 14)

L’ équation (111.14) est couramment utilisée pour évaluer le coefficient de diffusion en

phase gazeuse (D4p) a partir des données expérimentales de lacellule d’ Arnold.

[11.4 Calcul du temps d’évaporation

Exemple

(Source : Slim Ouzzane, Travaux Dirigés de Transfert de Matiére : Exercices avec Solutions,
OPU, Alger, 1996)

A la suite de I’ ouverture accidentelle d’ une vanne, de |’eau S est déversée sur le sol
d'un atelier industriel ou il est difficile de connditre et d atteindre la surface mouillée. On
souhaite estimer le temps nécessaire a |’ évaporation de |’ eau dans I’air ambiant. L’ épai sseur
du film liquide qui se trouve a une température de 25°C est de 1 mm. L’air ambiant est ala
méme température et est sous une pression de 1 atm. L’humidité absolue de I'air est de
0,002 gd'eau/g d air sec.

L’ évaporation a lieu par diffuson moléculaire a travers un film de gaz de 5 mm
d épaisseur. Le coefficient de diffusion de la vapeur d’eau dans I’air a 298 K et sous 1 atm
est de 0,26 cm?/s. Dans ces conditions, I humidité saturée est de 0,0189 g d’ eau/g d’ air sec.

1) Calculer lesfractions molaires de |I’eau (A) et de |’air (B) aux extrémités de la couche
de diffusion.

2) Calculer laconcentration molaire totale dans la couche de diffusion.

3) Quel est le temps nécessaire a |’ évaporation totale de la flague d' eau sachant que le

régime est quasi-stationnaire.
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Solution
1) Caleul de Y41, Yaz » Y51 €t Va2
Le mélange considéré est binaire donc :
Yatyp=1 = yp=1-y,
On commence par trouver I’ expression de y, en fonction de y, :

__ M ga/My
ny+ng  ga/My+ gg/Mp

Ya
On divise le numérateur et le dénominateur par gz, on trouve :

_ ya/ My
Ya/My +1/Mp

Ya

0,0189 /18

s, = - —0,0296
42=721 Ym T 30189/18 + 1/29

Y51 = 1 — 0,0296 = 0,9704
o o 0002/18 oo
AZ2=2% Va2 T 4002/18 +1/29

v, =1—0,0032 = 0,9968

2) Calcul de C
On considére le mélange gazeux (air+vapeur d’ eau) comme gaz parfait :

P

C=— >
RT

C = 0,0409 mol/l

~ 0,082 x 298
3) Calcul det

La diffusion est unidirectionnelle, quasi-stationnaire et sans réaction chimique. Dans

ce cas, I’équation (111.13) permet de calculer le temps d’ évaporation :

\ 2 2
¢ — _ YBim Pai/ My (Zt - Zt0> (111 13)
CDup (Va1 — Vaz) 2
On calcul yp ;,,, d apres|’équation (111.8) :
VB2 — VB1 0,9968 — 0,9704
s B1 _ Y = 10,9835
VB M Osa/ve) . P™ T 1n(0,9968/0,9704)
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at=0: z,=2z,—2z;=5mm

at: z=z,te=5+1=6mm e étant!|’ épasseur delaflaque d’eau

0,9835 x 1/18 <0,062 — 0,052

‘= = 10704
0,0409 x 0,26 (0,0296 — 0,0032) 10~° 2 ) S

[11.5 Contre-diffusion équimolaire

Lors du processus de digtillation de deux constituants (A et B) dont les chaeurs
latentes molaires de vaporisation sont égales, les flux molaires des gaz A et B sont égaux mais
agissent dans des directions opposés. Ce type de diffuson est appelé contre-diffusion
équimolaire.

On considére deux chambres contenant les constituants gazeux A et B, reliées par un
passage (Figure 111.4), de telle sorte que chague molécule de gaz A qui se déplace selon |’ axe
z est remplacée par une molécule de gaz B et vice-versa, autrement dit: ¢, = —¢p,. Le
flux molaire de A en régime stationnaire est exprimé par larelation suivante :

* \ * * d}‘]A
G4, =Va(Ph, + H5.) — C Dag 1y (111. 2)

A température et pression constantes la concentration totale C est constante, |’ équation (111.2)

peut s’ écrire comme sulit :

* \ * * d(:)\]A C)
d)A,Z =Ya (¢A,z + ¢B,z) - DAB dz
* \ * * dCA
bz = Va(Pr, + Phs) — Das rr (111.15)

Dans le cas d'une contre-diffusion équimolaire ol ¢, , = —¢p ,, I'équation précédente

devient :
dcC,
1, =—Dip — 1. 16
$iz = —Dap — (1I1.16)
L’ équation (111.16) peut étre intégrée entre les conditions aux limites suivantes :
Az = Al CA = CAl

é.Z:ZZ CA=CA2

z Caz
j ba. dz =] —Dyp dCy (111.17)

z1 Ca1
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Cﬂl B = CBE
Ca(2)
Cp1| Cg(z) Caz
Z1 Z3 -2

Figurelll.4 Contre-diffusion équimolaire

La diffusion est unidirectionnelle, stationnaire et sans réaction chimique. Dans ce cas,
I”équation (111.3) est valable :

déa,

L=0 (1. 3)

Par consequent, le flux molaire ¢ , est constant tout au long de la zone de diffusion. De plus,
en admettant que le coefficient de diffusion D45 ne dépend pas de la concentration et sachant

que T et P sont constants, |’ équation (111.17) devient :

z Caz
¢Z'ZJ dz = —DABf dCA —

z1 Ca1
Dyp
hy, =-————=(Cs1 — Cy2) II1.18
¢A,Z (ZZ _ Zl) Al A2 ( )

Dansle cas d’un gaz parfait, la concentration molaire de A est donnée par :

ng Py
C = —_—= —
ATy TRT

En remplacant C, en fonction de la pression partielle P, dans|’ équation (111.18), on obtient :

Dyp

m(PAl —Pyy) (1I1. 19)

baz =
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Les équations (111.18) et (111.19) sont communément appel ées équations de contre-diffusion
équimolaire al’ état stationnaire.

Le profil de concentration pour les processus de contre-diffusion équimolaire peut étre
obtenu a partir de |’ éguation différentielle suivante :

Aoy,
dz

=0 (111. 3)

En substituant I’ équation (111.16) dans |’ équation (I11.3), on obtient :

d dc
_( D _A>:O

dz\ 48 dz
d%c,
ou q72 =0

Cette équation du second ordre peut étre intégrée deux fois par rapport a z pour donner :
Ch=az+b
Les deux constantes a et b sont évaluées en utilisant les conditions aux limites:
Az =274 Cy = Cyq
Az =2, Cy = Cyy
On obtient ains le profil de concentration linéaire :

Cs — Cp1 Z—1Z

- (11 20)
Cap1 —Ca2 21— 23

Les profils de concentration des composants A et B sont représentés sur laFigure 111.4.

[11.6 Applications pour différentes géométries (plan, cylindre, sphére)

Lorsgue la diffusion d'une tres petite quantité de A se produit au sein d’ une espece B
stagnante, le mouvement moléculaire associé au transfert de matiére n’induit pas de
mouvement significatif du milieu. Cette situation est fréquente lorsqu'on considéere la
diffusion d’un gaz ou d’'un liquide dilué au sein d’ un liquide au repos ou d’ un solide. Dans ces
cas, le milieu peut étre consdéré comme immobile ((7 =0oulU*= 6) et le terme de

convection des éguations (1.63) et (1.64) peut étre négligé :

J))A :C_Aﬁ+fA (1.63)
bi=C U +7; (1.64)
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On obtient ;
b4 =74 = —C Dag Vx, (111.21)
b5 =71 =—CDyp V3, (111 22)

Etant donné que la concentration de A est trés faible, la concentration totale du milieu € ou C

sera approximativement égale a la concentration de B.

Lorsque I’ approximation du milieu immobile est appropriée et que le régime de
diffusion est unidirectionnelle, stationnaire et sans réaction chimique, la combinaison des
équations (111.3) et (111.22) donne :

d(CD d%)—o 111.23

On considéere la diffusion de A a travers une paroi plane comme illustré sur la
Figure 111.5. En supposant que C et D, sont constants, I’ équation (111.23) peut étre résolue en

utilisant les conditions aux limites:

éZ=Z1 J\CA=JZ'A1
éZ:ZZ JZA:)EAZ

On obtient :

z
X4(z) = (Raz — Xa1) @=z) + X411 (1I1. 24)

AetB
im
. 4
X,(2)—
i'_qz
== ¢,
- 7
31 Z4

Figurell1.5 Diffusion unidirectionnelle atravers une paroi plane

L’ équation (111.22) devient :

dx,

d N z .
¢4z = —CDyp Az —C Dyp 7 (Xa2 — xA1)m + Xa1

(xAZ — J\CAl)

{ =—CD
¢A,Z AB (ZZ _ Zl)

(111 25)
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On multiplie I’ équation (111.25) par lasurface S et on remplace x, par C,/C, on obtient :

Dyp S
(z — z1)

tel que: Ny, = ¢, X S est le débit molaire de A.

Ny, = (Ca1 — Ca2) (111. 26)

A partir de I’ équation (111.26), on peut définir la résistance au transfert par diffusion de A dans

une paroi plane par :

Ca1 — Cy2 _ Zy) —Z1
Ny, Dyp S

Rytan = (1. 27)

L’ expression de laresistance R, ., €st sSimilaire a celle de la résistance au transfert de chaleur
par conduction dans un mur plan d’épaisseur (z, — z;) et de surfaceS. Ce résultat met en

évidence I’analogie qui existe entre le transfert de chaleur et le transfert de matiere.
L’analogie s applique également aux systémes cylindriques et sphériques pour
lesquels I'équation de continuité de A est exprimée par les équations (11.49) et (11.50),

respectivement :

Gy 10¢0 09;, .
at Ir ar( ¢AT) ; 90 + 0z =T (1149)
aCA r2 1 3¢}i,¢ «
lrz or ¢A " r rsin@ a6 (d)A 6 SIn ) rsind dp | " (11.50)

Pour une diffusion de A a travers une paroi cylindrique en régime stationnaire,

unidirectionnelle et sans réaction chimique, I’ équation (11.49) devient :

d dx,
= (rCDAB - ) 0 (111.28)

Dansle cas d’ une diffusion a travers une paroi sphérique, I’ équation (11.50) devient :
d(ZCD dk“)—o 111 29

Les équations (111.23), (111.28) et (111.29) indiquent que le flux molaire de A (¢, , ou ¢ ) et
constant dans la direction du transfert (z ou r). Les solutions générales des éguations (111.28)
et (111.29) peuvent étre obtenues d une maniere trés ssimple en considérant que C et D5 sont
congtants. Les solutions correspondantes et |es résistances a la diffusion sont données dans le
Tableau I11.1.
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Tableau | 11.1 Diffusion unidimensionnelle et stationnaire a travers différentes géométries :
plan, cylindre et sphére®

o Profil dela concentration de A .
Géometrie . . Résstance
xX4(z) ou x4(1)

-5
. . . N Z N Z— 7
Far—= X4(2) = (a2 — xA1)m + X1 Rytan = — ’
zl Z; _')EAH
_Fz
N Xa1 = Xa2 (7”) N In(ry /1)
Xy(r) = ———<In{—|+2% Ry = ¢
a(r) In(ry /1)  \ny A2 YT 2L Dy
. Xa1 — X2 (1 1) . 1 (1 1) 4
() =——mm—(-——=)+2x4, Rpp=—-—(———
A( ) 1/T1 - 1/1‘2 r T'Z A2 sph 4‘7TDAB " 1)
% C et D,p sont considérés constants, ° N, = Lar=Caz)
’ Rcyl
. Ca1—C . —
bNA,z — (Ca1=Ca2) dNA,r _ (Ca1=Ca2)

Rplan Rsp h

[11.7 Diffusion en phase liquide
L’ équation (111.2) est valable pour les phases liquide et vapeur :
* A * * d}\]A
$iz = Ia(®iz + b52) — C Dap —~ (I11.2)

Cependant, contrairement aux gaz parfaits, la concentration molaire totale du liquide varie

d’ un point a un autre de la zone de diffusion. Dans ce cas, I’ utilisation d’une concentration
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molaire totale moyenne (C,,,) lors de I’intégration de I’ équation (111.2) est justifiée. En mettant

C, = (%)m I’ équation (I11.2) devient :

dx
Gir = 3a(bis + 05.) = (&) Dap —= (11 30)

Ou p et M sont respectivement la masse volumique et lamasse molaire de la solution.

Comme pour la diffusion en phase gazeuse, I’ équation (111.30) peut étre intégrée entre

lesniveaux z; et z,. Lesrésultats sont les suivants :
a) Pour ladiffusion de A atravers B stagnant :

_ (p/M)m Dyp (Rg1 — Xa2)

o S 111.31
Paz (z2 — 1) XB,Im ( )
\ N 9‘532 - xBl
ou X =——F I1I. 32
B In(Rga/ Xp1) ( )
b) Pour une contre-diffusion équimolairede A et de B :
(p/M)m DAB
o= T T (R — o) 111. 33
b4,z 2y —zy) A1~ Xaz ( )

Remarque:

Il est important de rappeler que souvent la diffusion en phase liquide alieu sous de trés
faibles concentrations de A (A dilué). Il est raisonnable dans ce cas de supposer que

Xpm = 1,desorteque e, , = Ji , (voir section 111.6).

[11.8 Transfert diffusif avec réaction chimique homogéne et hétérogene

De nombreux processus de diffusion impliguent simultanément la diffusion d'une
espéce moléculaire et la disparition ou |’ apparition de cette espece par réaction chimique. On
distingue deux types de réactions : la réaction homogene qui se produit uniformément dans la
phase considérée et laréaction hétérogéne qui alieu dans une région restreinte al’intérieur ou

alalimite delaphase.

Le taux de production ou de consommation de I’ espéce A par une réaction chimique

homogene (1) apparait dans |’ équation de continuité de A :

o, 00y
div ¢ + Frae 7 (I1.26)
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La réaction peut étre de premier ordre telle que la réaction de conversion du réactif A en
produit P, dansce cas:
i = —k,Cy (111. 34)

Ou k; est la constante de vitesse du premier ordre en s~ . Pour une réaction du second ordre

ou lesréactifs A et B réagissent pour former le produit P :
i = —kyC4Cp (111. 35)
Ou k, est la constante de vitesse du second ordre en cm?/mol. s.

Le taux de production ou de consommation de I’ espéce A par une réaction hétérogéne
sur une surface ou a une interface n’apparait pas dans I’ équation différentielle (11.26), car
cette réaction a lieu en dehors du volume de control considéré (voir section 11.2.2). La
réaction hétérogene fournit des informations sur les conditions aux limites (voir section

11.5.2). Par exemple, s laréaction en surface est :

0,(g) + C(s) —» CO,(g)
le flux molaire de CO,(g) sortant sera égale au flux molaire de 0, (g) entrant.

Dans cette section, nous allons considérer deux cas simples de diffusion

unidimensionnelle et stationnaire impliquant les deux types de réactions chimiques.

I11.8.1 Diffusion avec uneréaction chimique homogene du premier ordre

Dans |'opération unitaire d'absorption, un ou plusieurs congtituants du mélange
gazeux a separer sont dissous préférentiellement dans un liquide de contact appelé solvant.
Selon la nature chimique des molécules, |'opération peut impliquer ou non des réactions
chimiques. Lorsqu’il y a production ou disparition d’un composant A diffusant, I’équation
(11.26) peut étre utilisée pour anayser le transfert de matiere de A au sein de la phase liquide.
L’analyse ci-dessous concerne une opération d absorption accompagnée d'une réaction

chimigue homogéne (Figure [11.6).

Considérons une couche du milieu absorbant comme illustré sur la Figure 111.6. La
composition de A a la surface du liquide est C,o. L’ épaisseur du film (&) est définie de telle
sorte qu’ au-dela de ce film, la concentration de A soit toujours nulle ; c’est-a-dire C45 = 0. Le

flux molaire de A est décrit par larelation suivante :

$i=CyU* = C Dy Vy (11. 34)
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D’apres |’ équation (11.34), si la concentration de A dans le film liquide est tres faible ou s'il y

a tres peu de mouvement de fluide dans le film, le flux molaire de A le long I’ axe z s écrit

comme suit :
« _ _p,. % 11.36
Paz = —Dap — (I11. 36)
Melange de gaz z
Sur.-Fac.E de (gaz inerte et A) l
liguide ™~ |
\ zZ=0
Pazl: AZ
¢ﬁz|z—.-'az
z=298
Liguide B

Figurelll.6 Absorption avec réaction chimigue homogéene

Pour un transfert de matiere unidirectionnel en régime stationnaire, |’ équation
différentielle (11.26) se réduit a:

dds, _

=T (111. 37)

La substitution des équations (111.34) et (111.36) dans I’ égquation (I111.37) donne une équation
différentielle du second ordre qui décrit un transfert de matiére accompagné d’ une réaction

chimique du premier ordre :

d dc,
—E(DAB E) +kiC,=0  (I.38)

Lorsque le coefficient de diffusion D, est constant, I’ équation (111.38) s écrit :

d%c,
~Dap— 3 + ki€ =0 (II1.39)

La solution générale de I’ éguation ci-dessous est :

CA (Z) = Cl cosh (\/ kl/DAB Z) + CZ sinh (\/ kl/DAB Z) (HI 40)

Pour déterminer les constantes d’intégration C; et C, , on utilise les conditions aux

limites suivantes :
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az=0 CA:CAO

az=90 CA = CA5 =0
On trouve :

C1 = Cyo
CZ = — CAO/tanh( kl/DAB 6)

L’ équation (111.40) devient :

Cyo sinh(+/k;/D
C4(z) = Cyo cosh (w/kl/DAB Z) — ii;:l(\/(%g)z) (Il1. 41)
1/ Dap

L’ équation (111.41) donne la variation de la concentration de A en fonction de z (¢’ est-a-dire le

profil de concentration de A dansle film liquide).

Le flux molaire de A ala surface du liquide peut étre déterminé en dérivant |’ équation

(111.41) et en calculant ladériveeaz = 0. Ladérivé de C4 par rapport az est :

dCy . Caoy/k1/Dag cosh(y/k1/Dap z)
—— = Cy40 Vk1/D h(+/ky/D -
dz 40 v k1/Dyp sin ( 1/Dyp Z) tanh( ,—kl/DAB 6)

(111. 42)

az=0:
A6 _  Caovki/Das (111.43)
dz |,— tanh(m 5) |

En subgtituant I’équation (111.43) dans I’équation (111.36) et en multipliant par §/6, on

obtient :

Dyg C ki/Dyp 8
b1, _ AB6 AO[ 1/Dap (II1. 44)

=0 tanh(\/k1/Dy5 6)

Pour une absorption sans réaction chimique, le flux molaire de A est obtenu en

intégrant |’ éguation (111.36) entre les deux conditions aux limites, ce qui donne :

. Dyp Cyo
I (II1. 45)

L’ équation ci-dessous indique que le flux molaire est constant tout au long du film liquide.

En comparant les équations (111.44) et (111.45), il apparait que le terme :

[ ki/Dyp &

tanh(y/k; /Dyz 6)
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montre I’ influence de la réaction chimique. Ce terme est un nombre sans dimension, souvent

appel ée nombre de Hatta.

111.8.2 Diffusion avec uneréaction chimique hétérogéne du premier ordre

De nombreux procédés industriels impliquent la diffusion d’un ou de plusieurs réactifs
vers une surface ou se produit une réaction chimique. On considére le systeme représenté sur
la Figure 111.7 dans lequel une surface catalytique est placée dans un flux gazeux pour
favoriser une réaction chimique hétérogene impliquant le composant A comme réactif. On
admet que |’ état stationnaire est atteint et que la réaction chimique en surface est de premier
ordre. Dans ce cas, le flux molaire de A a la surface pourra étre déterminé a partir de
I”équation (11.51) du Chapitre I :

d)z,z =0 —ksCys (I.51)

oll k, est la constante de vitesse de la réaction exprimée en s* et C,; est la concentration de 4

en surface (az = 0).

Avant d'arriver sur la surface catalytique, le composant A diffuse a travers un film

mince d’ épaisseur L dans lequel |’ effet du mouvement de la phase sur le flux molaire de A est

négligeable (U* = 0). La diffusion de 4 est unidirectionnelle suivant I’ axe z. On admet qu'il
n'y a aucune réaction chimique qui se produit dans le film. Dans ce cas, |’ équation (111.23)

peut étre écrite comme suit :

d(CD dyA)—o 111. 46

Ou Dyp et le coefficient de diffusion de A dans B et B peut ére un pseudo-congtituant
composé par le reste des congtituants du mélange. En supposant que C et D5 Sont constants,

I’ égquation précédente peut étre résolue en utilisant les conditions aux limites suivantes :

az=1L ya(l) =y

. . dya

az=0 Gizl,_y = —ksCas = —C Dap—— ) (111. 47)
zZ=

La fraction molaire de A au niveau z = L (y,,) est généralement connue, elle correspond aux
conditions du flux de gaz ambiant. L' équation (111.47) découle de I'équation (11.51) et de
I”équation (111.22). En divisant I’ équation (111.47) par la concentration totale C, on obtient :

. dya
—ksYas = —Dap— - . (111.48)
Z:
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Fhx de A dans le melange

Diffusion de A vers la
surface catalvtique

WV
AN Rl

— Swrface catalytique

Figurell1.7 Diffusion unidirectionnelle avec réaction chimique hétérogéne

La résolution de I’ équation (111.46), en tenant compte des conditions ci-dessus, donne

une distribution linéaire de la concentration de A danslefilm:

Va(2) _ 1+ (zks/Dap)
YaL 1+ (Lks/Dpp)

(111. 49)

Au niveau de la surface catalytique (z = 0), I’ équation (111.49) se réduit a:

Yas _ 1
Yar 1+ (Lks/Dyp)

(111. 50)

Par conséquent le flux molaire ace niveau :

d)/*l,z = —k;Cyps = —ks C Yys

z=0

devient :

ks C }‘]AL
= — III.51
=0~ 15Uk Dy 5D

b,

Deux cas limites des résultats précédents présentent un intérét particulier. Pour la
limitek, > 0, (L ks/Dyp) < 1 et leséquations (111.50) et (111.51) seréduisent a:

Yas \ N
Yar 1 et bazl,_y = ks CYaL
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Dans de tels cas, la vitesse de réaction est contrélée par la constante de vitesse de réaction et
la limitation due & la diffusion est négligeable. Le processus est dit limité par la réaction. A
I"inverse, pour la limite k, —» oo, (Lky/Dyp) > 1 et les équations (111.50) et (111.51) se
réduisent a:

__CDypya
z=0 L

Yas = 0 et oy

Dans ce cas, la réaction est contrdlée par la vitesse de diffusion vers la surface et le processus

est dit limité par la diffusion.

[11.9 Transfert smultané de chaleur et de matiere

Généralement, méme dans un systéme isotherme, le processus de diffuson
saccompagne d'un transfert dénergie car chague espéce diffusante possede sa propre
enthalpie individuelle. Le flux de chaleur a travers un plan donné est décrit par la relation

suivante :

. n
q?D = ) ¢'H, (1. 52)

i=1
Ou (qp/S) est le flux de chaleur da a la diffusion de la matiére au-dela du plan considéré et
H; est I'enthalpie molaire partielle du constituant i dans le mélange. Lorsqu'il existe une
différence de température, |’ énergie est également transportée par I’ un des trois mécanismes
de transfert de chaleur (conduction, convection ou rayonnement). Par exemple, | équation de

transfert de |’ énergie par conduction et diffusion moléculaire est la suivante :
a — —>* —
5= —AVT+ Z ¢ H; (111.53)

Ou A est la conductivité thermique en W/mK et VT est le gradient de température. Si le
transfert de chaleur se fait par convection, le premier terme du c6té droit de I’ équation (111.53)
doit étre remplacé par le produit du coefficient de transfert de chaleur par convection (h) en

W/m?K et une force motrice de transfert (AT).

La condensation d’ une vapeur sur une surface froide est un processus qui se produit
souvent dans la vie quotidienne et dans de nombreux procédés d’'ingénierie. On peut citer
comme exemples la formation de gouttelettes d'eau sur les conduites d’ eau froide et la

condensation de vapeur humide sur les vitres froides. La figure 111.8 représente un processus
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impliguant un film de liquide condensé s écoulant sur une surface froide et un film de gaz a
travers lequel le condensat est transféré par diffusion moléculaire. Ce processus implique un
transfert smultané de chaleur et de matiére. Les conditions suivantes seront spécifiées pour

cette situation physique stationnaire particuliére :

e Lecomposant pur A se condense a partir d’un mélange gazeux binaire.
e Lacomposition (y,,) et latempérature (T;) sont connues au niveau z; .

e Latempérature de la surface de condensation (T3) est également connue.

Film de liquide Limite du film
condensé gazews
i1
[ |
7 |
|
% |
— |
g 1 Iy
7 - |
T, |
|

-

o

£

%)

5 SEETEETETTYY

FigureI11.8 Condensation de vapeur sur une surface froide

A l'aide de I'équation de continuité de A (I11.26), nous pouvons constater que
I’ équation différentielle décrivant le transfert de matiere dansle film gazeux est :

Aoy,
dz

=0 (11.3)

L’équation (111.3) indique que le flux molaire de A suivant |’axe z est constant le long de la
zone de diffusion. Si le composant A diffuse a travers un gaz stagnant, le flux molaire de A

sera défini par I’ équation suivante :

—C Dap dys

ba, = (I 5)

1-— ))A dz
Etant donné qu'il existe une variation de température au sein du film gazeux et que le

coefficient de diffusion (D4p) €t la concentration totale (C) varient avec la température, cette
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variation avec z doit souvent étre prise en compte. Par conséquent, |’ intégration de I’ éguation

(111.5) est plus compliquée et nécessite desinformations supplémentaires.

Lorsgue le profil de température est connu ou peut étre approximé, le changement du
coefficient de diffusion peut étre pris en considération. Par exemple, s le profil de

température est :

- = (i)n (IIL. 54)

Z1

La relation entre le coefficient de diffusion et z peut ére déterminée en utilisant I’ éguation

(1.86) comme suit :

T 3/2 A

3n/2
Das = Dasir () = Daor, () (IIL55)

La concentration totale en tout point de la zone de diffusion peut étre estimée par :

C = P = P II. 56
" RT RTy(z/z)" (I1L. 56)
Dans ce cas, I’équation (111.5) devient :
—-PD z\"/?2dy
bhe = i (Z) 24 (1. 57)
’ R Tl(l — yA) Zq dz

Dans un faible intervalle de température, le coefficient de diffuson moyen et la
concentration molaire totale peuvent étre utilisés. Dans ce cas, I’ équation (111.5) se simplifie
ans :

b = —(C DA\B)m dya
’ 11—y, dz

(111. 58)

L’ intégration de I’ équation ci-dessus entre les conditions aux limites suivantes :

by

Az =27z Ya = Va1
Az =z Ya = Yaz

donne

. (C Dyp)m (Va1 — Vaz)
42T (23— 21)  Vsum

(111. 59)

La température T, est nécessaire pour évaluer la moyenne (CD,z),, , la différence de

température entre la surface du liquide et |a vapeur adjacente, ains que la pression de vapeur
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du congtituant A ala surface du liquide. T, peut étre déterminée a partir deslois de transfert de
chaleur. Le flux total d énergie a travers la surface du liquide traverse également le film

liguide. Ceci peut étre exprimé par :

L = higuige (T2 = T5) = he(Ty = T) + $i, My (Hy — Hy)  (1IL60)

OU hjiquige €3t 1€ coefficient de transfert de chaleur par convection dans le film liquide, h. est
le coefficient de transfert de chaeur par convection naturelle dans le film gazeux, M, est la
masse moléculaire de A, H; et H, sont respectivement les enthalpies de A par unité de masse
dans le film gazeux az = z; et dans le film liquide az = z,. Le c6té droit de I'équation
(111.60) montre que le flux total d énergie (q,/S) est influencé par deux facteurs: le transfert

de chaleur par convection et I’ énergie portée par le congtituant A.

La résolution de I’équation (I11.60) nécessite I’ utilisation de la méthode essai-erreur.
En donnant une valeur arbitraire a la température de surface du liquide (T,), on pourra
calculer h, et (CD4p),,. Lacomposition al’équilibre (y,,) pourra étre déterminée a partir de

relations thermodynamiques. Par exemple, si laloi de Raoult est vérifiee :
Py = 24P}

la pression partielle de A au niveau z = z, (P4,) sera égale a sa pression de vapeur (PY) sous
la température supposee (T,) car pour un liquide pur x4, = 1. Lafraction molaire de A dansle

gaz seradéterminée al’aide de laloi de Dalton:

. _Pp
YAZ—T
. _R
ou }’A2=?

Ou P est la pression totale du systéme. Connaissant (CDyg )., €t V47, 0N pourra estimer le flux
de matiere ¢ , en utilisant I’ equation (111.59). Le coefficient de transfert de chaeur du film
liquide (hyiquige ) qui dépend du régime hydrodynamique est évalué a partir des propriétés du
liquide (voir les cours de Transfert de Chaleur). Les valeurs de chague terme de I’ équation
(111.60) sont maintenant connues. Lorsgue les parties gauche et droite de |’ éguation sont
égales, la valeur supposée de la température T, est correcte. Si la température initialement
supposee ne conduit pas a une égalité, des valeurs supplémentaires doivent étre supposees

jusgu’ ace quel’ équation (111.60) soit satisfaite.
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Exemplesindustriels

Il existe plusieurs opérations industrielles dans lesquelles le transfert de chaleur et de
matiere entre les phases gazeuse et liquide se produit smultanément. La distillation, la
déshumidification de I’ air et le refroidissement par eau en sont les exemples les plus courants.
On peut également citer le refroidissement des véhicules de rentrée qui a été réalise au début
de I’exploration spatiale par sublimation de matériaux ablatifs ou le transfert simultané de

chaleur et de matiere avait joué un grand role.
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ChapitrelV : Diffusion en régime transitoire

V.1 Typesde problémes

Le présent chapitre est dédié aux processus de transfert qui impliquent une variation
de concentration dans le temps, entrainant une diffusion moléculaire en régime transitoire ou
instationnaire. L’ équation de continuité du composant A prend en considération cette variation
de concentration viale terme d’ accumulation :

V.d, — —2 = 11.19
Vg —14 + 9t 0 ( )

L’équation (11.19) prend également en compte la variation de la concentration dans I’ espace

viale termeV. gT) 4. Les équations différentielles dépendantes du temps sont simples a déduire

apartir de I’ équation générale de transfert de matiere :

?"‘UVCA:DABV CA+TA (1139)

Cependant, la résolution des équations aux dériveées partielles résultantes est généralement

difficile et nécessite des techniques mathématiques rel ativement avancees.

Des exemples courants de transfert en régime tranditoire vont étre cités dans ce
chapitre. IIs peuvent étre répartis en deux catégories: les processus qui ne sont en régime
transitoire que lors de leur démarrage initial et les processus durant lesquels la concentration
varie continuellement. Les solutions les moins complexes de certains de ces processus vont

étre examinées.

V.2 Transfert diffusif transitoire et 2eme loi de Fick

Bien que les éguations différentielles de la diffuson en régime transitoire soient
faciles a éablir, la plupart des solutions a ces équations se limitent a des situations impliquant
des géométries et des conditions aux limites simples, ains gu’'un coefficient de diffusion
constant. De nombreuses solutions concernent le transfert de matiere unidirectionnel, tel que
défini par ladeuxieme loi de Fick :

9Cy 0%¢C,

F = Uyp —622 (IV 1)
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L’ équation ci-dessus décrit un processus de transfert sans mouvement du milieu et sans
réaction chimique. Cette situation se produit lorsque la diffusion a lieu dans des solides, dans
des liquides au repos ou dans des systemes a contre-diffusion équimolaire (voir section
11.3.2).

L’équation (IV.1) peut étre exprimée en termes de concentration ou de fraction
massiques de A. En effet, la multiplication des deux cotés de |’équation (1V.1) par la
constante M, donne :

aC, 92%C,

W = UyB _aZZ (IV 2)

telque: Cq = MyCy

Si I’on peut considérer que la concentration massique totale (C ou p) reste constante durant

toute la période du processus, alors la division des deux cotés de I’équation (1V.2) par C

donne larelation suivante :

axA 62xA

e D Gz (V-3)

tel que : x4 =

af| O

Cependant, s au fil du temps la phase perd ou accumule une quantité significative de A, la
concentration massique totale n’est pas constante et I’ équation (1V.3) ne peut pas étre utilisée

pour décrire le transfert en régime trandtoire. Dans ces circonstances, il est préférable de

diviser I’ équation (1V.2) par laconstante Cz, ce qui permet d’ obtenir la relation suivante :

(IV.4)

tel que : EA=_—A=

Les solutions analytiques de la deuxiéme loi de Fick sont généralement obtenues en
utilisant la transformée de Laplace ou la séparation des variables. Les solutions analytiques de
la deuxiéme loi de Fick pour la diffusion transitoire dans un milieu semi-infini et pour la

diffusion transitoire dans un milieu de dimension finie sont décrites ci-dessous.
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Chapitre 1V : Diffusion en régime transitoire

[V.2.1 Diffusion transitoir e dans un milieu semi-infini

La diffusion unidimensionnelle en régime transitoire d’un soluté dans un solide ou
dans un liquide au repos est un cas important susceptible d’étre résolu analytiquement
lorsgqu’il s'agit d’'un milieu semi-infini ou la concentration du soluté a la surface est spécifiée.
C'est le cas par exemple de |’ absorption de |’ oxygéne gazeux par une eau stagnante contenue
dans un réservoir profond ou le dopage d’' une plaque de silicium par du phosphore. Les profils
de concentration présentés sur la Figure 1V.1 concernent un milieu semi-infini présentant une
concentration initiale uniforme (C,0) et une concentration en surface constante (Cys ).

L’ équation différentielle a résoudre est la suivante :

dCy 0%¢C,
—_— = —_— IV.1
Lacondition initiale est :
at=0- C4(z,0) =Cy en tout point z
0.12
——[=100s
0.10 —a—t=1000s
T t = 5000
£ o008 Il s
©
E 0.06 Cps = 0.1 molim?
E", 0.04 Cpp =0 mol/m?
=T
S .02 Dyp = 1x107% cm2/s
0.00 ! il:lﬁ""‘im AL & lAlal L 1 1 1 |

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Position, z (cm)
Figure V.1 Diffusion transitoire dans un milieu semi-infini

(Source : James R. Welty, Charles E. Wicks, Robert E. Wilson, Gregory L. Rorrer, Fundamental s of Momentum,
Heat, and Mass Transfer, Wiley, Hoboken, 2007, Chapter 27)

Deux conditions aux limites sont nécessaires. La premiére condition est ala surface:
az=0-> C4(0,t) = Cyq pourt >0

La seconde condition aux limites doit étre spécifiée dans la direction z. Elle est obtenue en
supposant que, pendant le temps fini d exposition, la distance parcourue par le soluté
diffusant vers I’intérieur du milieu est tres faible par rapport a la profondeur de ce dernier ;

cette hypothése fournit la condition suivante :
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az =00 - C4(o0,t) = Cyy a tout moment t

La solution analytique de la deuxieme loi de Fick sous les conditions initiales et
limites indiguées ci-dessus peut ére obtenue a I’aide de la méhode de la transformée de
Laplace. La résolution de I’éguation (IV.1) aux dérivées partielles est facilitée grace a la
transformation suivante :

0 = Cy — Cyo

L’ équation (1V.1) et ses conditionsinitiales et limites deviennent :

00 020

E = DAB @ (IV 5)

avec
at=0- 6(z,0)=0

az=0- Q(Oit)=CAS_CAO
Az =00 > 9(oo,t)=()

Latransformée de Laplace de |’ équation (1V.5) par rapport au temps donne :

d%o
$6—0=Dyy — N
0 _ s 5_ V.6
de DAB - ( ' )

avec les conditions aux limites transformées ci-dessous :

- Cas — Cao
S

0(z =) =0
La solution analytique générale de I’ équation différentielle (IV.6) est la suivante :

9_=Ale+wlS/DABZ +Ble—wlS/DABZ

Les constantes d’intégration A; et B; sont déterminées d’ apres les conditions aux limites :
z=0->A4,=0

CAS - CAO

Z=0—)Bl= S

Par conséquent, la solution anaytique géenérale se réduit a:
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g = (Cas = Cao) e—Vs/Dasz (IV.7)

S

Latransformée de Laplace inverse de |’ équation (1V.7) donne le résultat suivant :

6 = (CAS - CAO) erfc(

z
2y/Dyp t)

Le résultat ci-dessus peut étre exprimé par rapport a la concentration initiale de A (Cy)

comme suit ;

(Ca — Cyo) _ erfc<
(Cas — Cao)

z z
=1-—erf IV.8
2 DABt> <2\/ DABt> (IV-8)

ou par rapport alaconcentration en surface de A (C,;) comme suit :

(Cas — C4) z _
m = erf(2 Dot t) = erf(¢p) (IV.9)

L’argument de la fonction d erreur (erf), donné par la quantité sans dimension ¢ =

Z
Z,IDABt,

contient |es variables indépendantes de position (z) et de temps (t).

Lafonction d erreur est généralement définie par :

erf(p) = \/%J(:pe”zdr (IV.10)

ou T est lavariable fictive de ¢. Lafonction d erreur possede les propriétés suivantes :
erf(0) =0 et erf(e) = 1.0

Les valeurs de erf(¢p) peuvent étre déterminées approximativement a I’aide des équations
suivantes :

3

2
erf(p) = \/—E (cp - %) sigp <0.5

1 2
erf(p) =1———=e™® sigp > 1.0
pVm

Les valeurs de lafonction d’ erreur erf(¢) sont disponibles dans |a littérature. Certaines de ces

valeurs sont présentées sur le Tableau IV.1.
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Tableau |1V.1 Fonction d' erreur erf(¢p)*

¢ erf(@)** @ erf(@)**
0,05 0,0563720 1,30 0,9340079
0,10 0,1124629 1,35 0,9437622
0,15 0,1679960 1,40 0,9522851
0,20 0,2227026 1,45 0,9596950
0,25 0,2763264 1,50 0,9661051
0,30 0,3286268 1,55 0,9716227
0,35 0,3793821 1,60 0,9763484
0,40 0,4283924 1,65 0,9803756
0,45 0,4754817 1,70 0,9837905
0,50 0,5204999 1,75 0,9866717
0,55 0,5633234 1,80 0,9890905
0,60 0,6038561 1,85 0,9911110
0,65 0,6420293 1,90 0,9927904
0,70 0,6778012 1,95 0,9941793
0,75 0,7111556 2,00 0,9953223
0,80 0,7421010 2,10 0,9970205
0,85 0,7706681 2,20 0,9981372
0,90 0,7969082 2,30 0,9988568
0,95 0,8208908 2,40 0,9993115
1,00 0,8427008 2,50 0,9995930
1,05 0,8624361 2,60 0,9997640
1,10 0,8802051 2,70 0,9998657
1,15 0,8961238 2,80 0,9999250
1,20 0,9103140 2,90 0,9999589
1,25 0,9229001 3,00 0,9999779

*Source: Irg) Javandel, Christine Doughty, and Chin-Fu Tsang, Groundwater Transport:
Handbook of Mathematical Models, American Geophysical Union, Washington, 1984.

** \/aeursarrondies.
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Le flux molaire unidimensionnel de A dans le milieu semi-infini a la surface (z = 0)

est donné par I’ éguation suivante :

(o __p 4G
¢A z=0 — AB dz J0

La dérivée de C4 par rapport az est déterminée en appliquant a I’ éguation (1V.9) la régle de

dérivation en chaine de lafonction d' erreur. On obtient :

acy _ (Gas = Cao)
dz z=0 1/1TtDAB

La combinaison des deux équations précédentes donne :

. /DA
dal=0 = T[_f(CAs — Cyo) (Iv.11)

La quantité totale de A transférées pendant un tempst peut étre déterminée en intégrant le

flux avec le temps:

t . t Dyp 4D pt
S| ¢il=0dt =S F(CAS —Cyo)dt =S - (Cas — Cao)  (1V.12)
0 0

1V.2.2 Diffusion transitoir e dans un milieu de dimension finie

Des solutions pour les processus de transfert de matiere en régime transitoire ont été
obtenues pour des formes géométriques simples en utilisant la technique de séparation des
variables. Ces corps, de concentration initiale C4y, Sont soumis a une variation soudaine de
leur milieu environnant qui amene leur concentration en surface a C4,. Considérons I’ exemple
de la diffusion moléculaire d’ un soluté a travers une plaque solide d’ épaisseur L. En raison de
la faible vitesse de diffuson moléculaire dans les solides, la solution pour le profil de
concentration doit satisfaire la deuxieme loi de Fick :

0Cy 0%¢C,

Frr (V-1

La condition initiale et les conditions aux limites dans ce cas sont les suivantes :

at=0-> C,=Cyyp pour0<z<L
az=0- C=Cys pourt>0

az=L-> C,=Cy, pourt>0
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Larésolution de I’ équation (1V.1) est facilitée par latransformation suivante :

Cy — Cys

y = A As
Ca0 — Cas

Ou Y est le changement adimensionnel de concentration. L’équation (1V.1) aux dérivées

partielles devient :

oY %Y
% = 'AB W (IV 13)
La condition initiale et les conditions aux limites deviennent :

at=0->Y=Yy pour0<z<L
az=0->Y=0 pourt>0

az=L->Y=0 pourt>0
Supposons que la solution de I’ égquation (1V.13) est un produit de laforme :
Y(z,t) =T(t) Z(2) (IV. 14)

OuT(t) est une fonction qui dépend uniquement du tempst et Z(z) est une fonction qui

dépend uniquement de la coordonnée z. L’ équation (1V.13) aux dérivées partielles devient :

En divisant I’ équation ci-dessus par le produit (D, X T X Z), on obtient :

1 0T 10°Z
DigT 0t  Z 322

(IV.15)

Le coté gauche de I'éguation (IV.15) ne dépend que du tempst tandis que le coté droit
dépend uniquement de la position z. Si t varie, le coté droit reste constant, et si z varie, le coté
gauche reste constant. Par consequent, les deux cotés de I’ équation doivent étre indépendants
de z et de t et sont égaux a une constante arbitraire notée —12. Ce qui fournit deux équations
différentielles ordinaires distinctes :

1 dr _
DypT dt

2

1d22_

Z dz?

2

avec les solutions respectives suivantes :
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T(t) = CyePanA’t
Z(z) = C, cos(Az) + C3 sin(1z2)
La subgtitution de ces deux solutions dans |’ équation (1V.14) donne :
Y(z,t) =T(t) Z(z) = [C4 cos(Az) + Cs sin(/lz)]e‘DABlzt (IV.16)

Les constantes C,, Cs et 1 sont obtenues en appliquant les conditions aux limites et la
conditioninitiale ala solution générale exprimée par |’ équation (1V.16) :

az=0-Y=0 = (=0

az=L->Y=0 = sin(AL)=0
Cette deuxiéme condition stipule que sin(AL) = 0 car la constante Cs ne peut étre nulle. Si Cs

était nulle, I’équation entiére serait nulle, ce qui donnerait une solution triviale. Dans ce

contexte, sin(AL) ne seranul que lorsque :

nmw
A= T pourn =1,2,3,4,...

La propriété d orthogonalité doit ére appliquée pour obtenir Cs, ce qui donne la solution

compl éte ci-dessous :
Co—Cas 2% ‘
- TlT[Z
Y =u=—z sin (——) e~/ XDfY sin dz (IV.17)
L L
0

Ou L est I’ épaisseur de la plaque et X}, est une variable temporelle sans dimension défini par

larelation suivante :

Dypt

D:
xf

x; éant la longueur caractéristique L/2. Si la plague présente une concentration initiale

uniforme selon z, lasolution finale est :

[00]

c,—C 4 nnz
A Cas —Z sin(52) e=0m/2%0 p=1,23,...  (V.18)
CAO - CAS T L

Le flux an’importe quelle position z est :

« __p Gy
sz = —Dyp i
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Pour le profil de concentration donné par I’équation (I1V.18), le flux a n’importe quele

position z et an’importe quel tempst est le suivant :
4D & nmz
ba, = % (Cas — Cao) Z cos (T) e~n/D%p  p =123 ... (IV.19)
n=1

D’ aprés |’équation (1V.19), au centre de la plaque (z = L/2) le flux ¢ = 0, car le terme
cosinus s annule a des intervalles de /2. Par conséquent, la condition limite suivante a
z = L/2 est également vérifiée:
9 _
dz
On retrouve également cette méme condition lorsgue le flux a une limite donnée est égal a

0

zéro en raison de la présence d’ une barriere imperméable au transfert de I’ espéce diffusante A
(voir section 11.5.2). Par conséquent, I'équation (IV.18) peut également étre appliquée

lorsgu’ une plague d’ épaisseur x; possede une barriere imperméable alalimite z = x;.

La libération temporisée d’'un médicament a partir d' une capsule sphérique est un
exemple de la diffusion moléculaire en régime transitoire a partir d’un milieu de dimension

finie.

V.3 Diagrammes concentration-temps pour desformes géométriques simples

La solution analytique présentée dans la section précédente indique que le changement
de concentration Y est une fonction de la variable temporelle X, . Des solutions
mathématiques pour le transfert de matiere en régime transitoire avec certaines conditions aux
limites sont disponibles dans la littérature sous forme de diagrammes pour plusieurs
géométries simples (Figures IV.2, 1V.3 et IV.4). Parmi ces diagrammes, on distingue les
diagrammes de Gurney-Lurie valables auss bien pour la conduction thermique que pour la
diffuson moléculaire. Dans le cas de la diffuson moléculaire, les diagrammes sont congus

sur la base de quatre rapports adimensionnels :

Gy — Gy .
Y = ———— (changement de concentration)
Cao — Cas

Xp=— (temps relatif)
X1

X
n=-_ (position relative)

(résistance relative)
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Figure V.2 Transfert transitoire dans une grande plague

(Source : James R. Welty, Charles E. Wicks, Robert E. Wilson, Gregory L. Rorrer, Fundamentals of Momentum,
Heat, and Mass Transfer, Wiley, Hoboken, 2007)

La longueur caractéristique (x;) est la distance depuis le point de symétrie. Pour les
formes ou le transfert a lieu depuis deux faces opposees, x; est la distance entre le point de
symétrie et les surfaces a partir desquelles le transfert se produit. Pour les formes ou le
transfert s effectue depuis une seule face, la valeur de x; dans les rapports sans dimension est
calculée comme s I’ épaisseur était le double de la valeur réelle; autrement dit, pour une

plague d épaisseur 2a, le tempsrelatif (X,) est considéré comme étant égal A Dypt/4a?.
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FigurelV.3 Transfert transitoire dans un long cylindre

(Source : James R. Welty, Charles E. Wicks, Robert E. Wilson, Gregory L. Rorrer, Fundamental s of Momentum,
Heat, and Mass Transfer, Wiley, Hoboken, 2007)

La résistance relative (m) est le rapport entre la résistance au transfert de matiere par
convection et la résistance au transfert par diffusion moléculaire interne. Pour un processus
présentant une trés faible résistance au transfert convectif, le coefficient k. sera trés élevé par
rapport au coefficient Dyp ; On pourra donc supposer que la résistance m est nulle dans les
processus ou la diffusion moléculaire controle le flux de matiere. Dans ce cas d’ absence de
résistance a la convection, la concentration de |’ espece diffusante a la surface (C,) sera égale
a sa concentration dans le fluide (€44, ). S m est largement supérieur a zéro, la concentration

superficielle de A differe de sa concentration dansle fluide.
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Figure V.4 Transfert transitoire dans une sphére

(Source : James R. Welty, Charles E. Wicks, Robert E. Wilson, Gregory L. Rorrer, Fundamental s of Momentum,
Heat, and Mass Transfer, Wiley, Hoboken, 2007)

Ces diagrammes peuvent étre utilisés pour trouver les profils de concentration dans les
cas impliquant un transfert de matiére par diffusion moléculaire vers ou depuis des corps de
formes spécifiques, s |es conditions suivantes sont satisfaites :

» La deuxieme loi de Fick est vé&rifiée; c'est-a-dire qu'il n'y a pas de mouvement de
fluide (l_f = 5), pas de terme de production (r; = 0) et le coefficient de diffusion
(D4p) est constant.
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» Le corpsaune concentration initiale uniforme (Cy4).

» Lalimite est soumise a une nouvelle condition qui reste constante au cours du tempst.

Bien que les diagrammes aient été éablis pour un transfert unidimensionnd, ils
peuvent étre combinés pour obtenir des solutions pour un transfert bidimensionnel ou
tridimensionnel. En deux dimensions, Y, évalué avec la largeur x; = a et Y, évalué avec la

profondeur x; = b, sont combinés pour donner :
Y=Y,Y,
Dansle cas d’un transfert a partir d’ une barre rectangulaire aux extrémités scellées :
Yoarre = Ya 1)

Ou Y, est évalué avec la largeur x; = a et Y, est évalué avec I'épaisseur x; = b. Pour le

transfert a partir d’ un parallé épipéde rectangle :
Yparallélépipéde =YY

Ou Y, est évalué avec lalargeur x; = a, V), est évalué avec |’ épaisseur x; = b et Y, est évalué
avec la profondeur x; = c¢. Dansle cas d’un transfert a partir d’un cylindre, incluant les deux
extrémités:

chlindre +extrémités cylindre Ya

V.4 Diffusion transitoireavec uneréaction chimique du premier ordre

Dans le cas d’ une réaction chimique du premier ordre, I’équation (11.39) peut étre
résolue analytiquement lorsgue le transfert se produit sans mouvement de fluide (l7 = 6).
Pour une diffusion unidimensionnelle I’ équation (11.39) devient :

96 _ Dap G kiCy (V. 20)
ot 072
OU k, est la constante de vitesse du premier ordre en s~1. Une solution sera obtenue par la
méthode de la transformée de Laplace pour un liquide semi-infini initialement exempt de
soluté (C4o = 0). En supposant que le liguide est en contact avec le soluté pur a |’ état gazeux,
la concentration C,; al’interface liquide sera constante et égale a la valeur de saturation. Les
conditions aux limites seront celles applicables a la théorie de la pénétration (voir Chapitre

V), asavoir :
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at=0 et 0<z<oo = (C=0C4=0
at>0 et z=0 - Cy =Cy;
at>0 et z=o0 - C4=C4=0
Les transformées de Laplace des deux cotés de I’ équation (1V.20) donnent :

24

50_ = DAB @ - k19
dZH_ S+k19__ 0
ou de DAB N

Par conséquent :
0 = AeNGTkD/Dasz 4 g o—VGHk)/Dasz  (1y. 21y

Lorsque z = o —» C;, = 0 et donc & = 0, doll A; = 0. Lorsque z = 0 — C4 = Cy; € donc
0 = Cy;/s,d ol By = Cy;/s. Par conséquent I’ équation (1V.21) devient :

6 = @e_‘/(s+k1)/DABZ (Iv.22)

S

Pour trouver le flux de matiére a I'interface ¢3|,—, il est nécessaire de dériver |’ équation

(1V.22) par rapport &z :

a9 _ |6 +k)Cui _ fermimae (V. 23)

E N DAB S

(IV.24)

N <d9_> _ CAi Y. (S + kl)
z=0

dz Dap s

L’inversion de I’ équation (1V.24) donne :

dCA> Cai [ 1
-4 = _ —e ™t + [k, erfyk t] IV.25
< dz z=0 1/DAB \/E \/—1 ! ( )

Lavaleur instantanée de ¢ | ,—, est donnée par larelation ci-dessous :

dCy Dyp

. ke
®alz=0 = =Dy (E>z=0 = Cy; N \[;e kit 4 kerfy/kqt (IV.26)

Lavaeur moyenne du flux ¢ |,—o, durant un temps d exposition t,., est donnée par I’ équation

suivante :
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1 [te 1 D te| |k
W, = —f Dil,0 dt = —Cy; |—2 f —Le—kit 4 kyerfy/kyt|dt  (IV.27)

Les termes de I'intégrale de I'équation (1V.27) ne peuvent pas étre évalués directement.

Cependant, I’'intégrale peut étre réarrangée pour donner trois termes [(1), (2) et (3)], chacun
d’eux pouvant étre intégré, en gjoutant et en soustrayant [kltw/ (k4 /nt)e"klt], et en divisant

le premier terme en deux parties. Celadonne::

1 D e k
WA=_CAi ﬂ’[ klerfw/k1t+k1t —le_klt
(1)
/kl ey 1 ’kl 1 /kl
— = oK1t — |22 o=kt =L -kt
+| —kqt € +2 € + > |7t € dt (1v.28)
(2)

(3)
Consdérant chacun des termes ci-dessus séparément :

(1) Notant que:

d d[2 (vt
_ — A —kqt
o (kyerfy/kqt) = kq N fo e d(klt)]

dlz2 1 fk ’k
= —_—— _klt — _1 — 1 —k]_t
ki nfo et > | dt‘ ki e

te k te d
f koerfy/kyt + kyt /T[_ie_klt dt = klf (E (¢ erf,/klt)> dt = kyt,erfy/kit,
0 0

t t

€ kqt 1 |k el d kqt
2 — (—kje7ft) + = |=eFut dt=f —[ |[—e7*at | |dt
()fo “n( 1 )+2,’nte o \dt “ne

kit
— 1%e e_klte

/A
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(B)Ite Tkt dt‘fte LKL e 2 td kqt _L1z " —kitg [kt
e N 0 2 T[te k1 1 _2\/50 ¢ 1

1
= Eerf,/klte

L’ équation (1V.28) devient :

1 D kit
Wi =—Cy /% kot erf\/kit, + / the okt 4 = erfw/klt
e 1
Dyp ( 1) ki _
W, = Cy; / k f./kqt kite V.29
= Wy Ai K, 1+ 2L, erty/K1t, + ntee ( )

Ainsi, dans le cas d une réaction chimique du premier ordre, le coefficient de transfert par

convection k. est donné par |’ équation ci-dessous :

= Wy ’DAB ( 1) kq o—kite
kc = CAi = k1 k1 + ) erf klt + T[te (IVBO)

On considére les deux cas particuliers suivants:

» Lorsguelavitessederéaction est tresfaibleet k; — 0

En utilisant la série de Taylor pour les petites valeurs de |/ k; t,., €t donc en négligeant

les puissances supérieures de |/ k; t,, :

erf\/k.t, = (erf,/klte) FEoo0 + |/ k1t (erf,/kl )

dJE

k1t—=0

Alors:

1
lim [(kl + E) erf,/ kq te]

1 d (2 [t
=—|/kit. —f e ktd [k t>]
Zte[ e k1t<\/7? 0 '

k1—0 k1—0

1712
— —klt
2te[ Vit ]

k1—>0
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Chapitre 1V : Diffusion en régime transitoire

k
lim _1€—k1te — |

i, nt,
k1—0

En remplacant dans |’ équation (1V.30), on obtient :

— Dyp kq Dyp
k, - /kl 2 [ )=2 .0 (IV.31)

» Lorsque la vitesse de réaction est tres élevée, erf,/ kqt, > 1, ky > (1/t,) et a

partir del’équation (1V.30) :

k. = /%;B[(kl x 1) + 0] = \/Dygk; (IV.32)
1

Dans ce cas, le coefficient de transfert par convection k, est indépendant du temps

d exposition t,.
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Chapitre V : Transfert de matiere a une interface (entre phases)

ChapitreV : Transfert de matiere a une interface (entre phases)

V.1 Coefficient detransfert de matiere par convection

Lorsque le transfert de matiere implique la dissolution d’un soluté dans un fluide en
mouvement, le coefficient de transfert de matiere convectif k. est défini par I’équation ci-

dessous :

b1 =k ACy (V.1)

Dans cette équation, ¢ est la densité de flux molaire du soluté A. AC, est laforce motrice de
transfert égale a la différence entre la concentration de A ala surface limite et sa concentration
moyenne dans le fluide en mouvement. Le coefficient de transfert de matiere par convection
dépend des propriétés du fluide (viscosité, diffusivité, etc.), des caractéristiques dynamiques

de I’ écoulement et de la géométrie du systéme considéré.

Le transfert de matiére par convection peut se produire dans un milieu gazeux ou
liquide. La force motrice de transfert peut étre exprimee par une différence de concentration,
de pression partielle ou de fraction molaire. Différents types de coefficients de transfert de
matiere ont é&é définis, selon que le transfert se produit en phase gazeuse ou liquide et selon le

type de force motrice choisie.

Le transfert de matiére par convection peut exister dans une seule phase ou bien entre
deux phases. Dans le cas d’ un transfert au sein d’une méme phase, le soluté est échangé entre
une surface limite et un fluide en mouvement, et le flux est lié & un coefficient individuel de
transfert de matiére par convection. Cependant, de nombreuses opérations de séparation
impliguent le transfert de matiéere entre deux phases en contact, ou le flux peut étre lié a un
coefficient global de transfert de matiere par convection. Ces phases peuvent étre un flux

gazeux en contact avec un flux liquide, ou deux flux liquides non miscibles.

Dans ce chapitre, nous examinerons le mécanisme de transfert de matiere a |’ état
stationnaire entre deux phases et les relations entre les coefficients individuels de chaque
phase et |e coefficient global. Certaines méthodes corrélatives d’ estimation des coefficients de

transfert de matiére convectif seront également examinées.
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Chapitre V : Transfert de matiere a une interface (entre phases)

V.2 Equilibres entre phases

Le transfert de matiére dans une phase, par diffusion moléculaire ou par convection,
dépend directement du gradient de concentration au sein de cette phase. Lorsque I’ équilibre
du systéme est atteint, le gradient de concentration et, par consequent, le flux net de I’ espéce
diffusante deviennent nuls. Le transfert de matiere entre deux phases nécessite également un
écart par rapport a l’éat d équilibre qui pourrait exister entre les concentrations moyennes au
sein de chaque phase, cet écart congtitue laforce motrice de transfert. Il est donc nécessaire de
considérer |’ équilibre entre les deux phases pour décrire ce phénomene. Des équations reliant
les concentrations a I’ équilibre dans les deux phases ont été élaborées et sont présentées dans
de nombreux manuels de chimie physique et de thermodynamique. Dans le cas de phases
gazeuse et liquide non idéales, les relations sont généralement complexes. Cependant, dans le
cas de phases gazeuse et liquide idéales, des relations relativement simples, mais utiles, sont

connues. Par exemple, lorsgue la phase liquide est idéale, laloi de Raoult s applique :
Py = 4P} (V.2)

Ou P, est lapression partielle al’ équilibre du composant A dans la phase vapeur au-dessus de
la phase liquide, x, est la fraction molaire de A dans la phase liquide et P est |a pression de
vapeur saturante de A pur sous la température d’'équilibre. Lorsgue la phase gazeuse est
idéale, laloi de Dalton s applique :

Py = y,P (V.3)

Ou y, est lafraction molaire de A dansla phase gazeuse et P est la pression totale du systéme.
Lorsque les deux phases sont idéales, les deux équations peuvent étre combinées pour obtenir
une relation entre x4 et y,, a pression et température constantes. La loi d’ équilibre combinée
de Raoult-Dalton stipule que :

XoP) = y,P (V.4)
Une autre relation d'équilibre pour les phases gazeuse et liquide en solution diluée est la loi
de Henry. Cette loi est donnée par |’ éguation suivante :

Ou H est la congtante de laloi de Henry et x4 est lafraction molaire de A al’ équilibre dans la
phase liquide diluée. Le Tableau V.1 fournit les valeurs de la constante de Henry pour
certaines solutions agqueuses. Cette constante dépend fortement de la température. Pour un

systéme donné (soluté-solvant), H augmente avec |’ augmentation de |latempérature.
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Chapitre V : Transfert de matiere a une interface (entre phases)

Tableau V.1 Constante de Henry pour différents gaz en solution aqueuse (H en bars)*

T (K) NH3 Cl, H2S SO, CO; CHy4 O, H>
273 21 265 260 165 710 22.800 | 25.500 | 58.000
280 23 365 335 210 960 27.800 | 30.500 | 61.500
290 26 480 450 315 1300 | 35.200 | 37.600 | 66.500
300 30 615 570 440 1730 | 42.800 | 45.700 | 71.600
310 755 700 600 2175 | 50.000 | 52.500 | 76.000
320 860 835 800 2650 | 56.300 | 56.800 | 78.600

*Source : James R. Welty, Charles E. Wicks, Robert E. Wilson, Gregory L. Rorrer, Fundamentals of
Momentum, Heat, and Mass Transfer, Wiley, Hoboken, 2007, Chapter 25.

Remar ques:

» Latension de vapeur ou la pression de vapeur saturante est la pression développée

par une phase vapeur en équilibre thermodynamique avec sa phase liquide a une
température donnée dans un systeme fermeé. Pour un grand nombre de corps purs,
on peut trouver dans les ouvrages des données empiriques reliant la tension de
vapeur a la température. Ces données sont présentées sous forme de tableaux ou
sous forme de courbes. Dans le cas ou les données ne sont pas disponibles, la
tenson de vapeur peut étre calculée approximativement a I’aide d’ équations
empiriques comme celle d’ Antoine.

Latension de vapeur caractérise la tendance des particules a s échapper du liquide
par évaporation. Une substance ayant une tension de vapeur édlevée a des
températures normales est souvent qualifiée de volatile. La pression de vapeur

saturante de toute substance augmente avec I’ augmentation de |a température.

Une équation similaire a la loi de Henry décrit la répartition d’un soluté entre deux

phases liquides non miscibles. Cette équation est la suivante :

CAl = KCAZ (V 6)

Ou C4 est la concentration du soluté A dans la phase liquide spécifiée et K est le coefficient de
distribution.

Il est important de noter que pour tous les systemes impliquant un transfert de matiere

entre deux phases :
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Chapitre V : Transfert de matiere a une interface (entre phases)

» Lorsgue le systéme est a I’ équilibre, il N’y a pas de transfert de matiéere net entre les
phases.

> Lorsque le systéme n’est pas en équilibre, ses composants se déplacent de maniére a
approcher la composition des deux phases en équilibre. Si on lui laisse suffisamment
de temps, le systeme finira par atteindre I’ état d’ équilibre.

V.3 Théorie du double film (coefficientsindividuels et global)

De nombreuses opérations unitaires, telles que |’absorption et |’extraction liquide-
liquide, impliquent un transfert de matiéere entre deux phases en contact. Par exemple, lors de
I"absorption, comme illustré sur la Figure V.1, le soluté A est transféré de la phase gazeuse

verslaphase liquide. Le transfert dans ce cas comprend trois étapes :

1. Letransfert de A delaphase vapeur vers |’ interface.
2. Letransfert de A atravers|’interface verslaphase liquide.

3. Letransfert de A danslaphaseliquide.

Phase gazeuse  Phase liguide

Q o
QO O ¢
0 o o
o O
| o o o 8]
LD N
$: . L
o O O O
® O
O
e o ©
i O
o © >
Interface

Figure V.1 Absorption du soluté A

La théorie du double film ou théorie des deux résistances, suggérée par Lewis et
Whitman en 1924, est souvent utilisée pour expliquer ce processus. Cette théorie repose sur

deux hypotheses principales:

1. Larésistance au transfert est localisée dans deux films minces stagnants situés de part

et d' autre de I’interface ou le transfert s effectue uniquement par diffusion moléculaire.
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Chapitre V : Transfert de matiere a une interface (entre phases)

2. L’interface proprement dite ne présente aucune résistance au transfert de matiere.

Le gradient de concentration nécessaire au transfert du composant A de la phase
gazeuse vers la phase liquide est représenté graphiguement sur la Figure V.2. Selon la
deuxieme hypothése, il n’existe aucune résistance au transfert de matiere au niveau de
I'interface, ¢’ est pourquoi les concentrations a I’ interface Py; et C4; sont liées par les relations
d’équilibre thermodynamique indiquées dans la section V.2. En fonction des conditions
d’ équilibre (température et pression du systeme), la pression partielle interfaciale P4; peut étre
inférieure, égale ou supérieure a la valeur de la concentration C,;. A |’ extérieur des films, les
turbulences sont telles que les concentrations P, et C, peuvent étre considérées comme
uniformes.

Phase gazeuse
{bien mélangée)

| Phase liquide
Film gazeux Film liquide ! (bien mélangee)
(stagnant) (stagnant)

FA
P4
_—

|
|
|
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| -
: =HC,;

S

L

Interface

Figure V.2 Théorie du double film (cas de I’ absorption)

Lorsgue le transfert du soluté A s effectue de la phase liquide vers la phase gazeuse,
comme dans le cas de |’ opération de désorption (ou stripping), C4 sera supérieur aCy; €t Py;
sera supérieur a Py . Les gradients de concentration pour ce cas sont représentés

graphiquement sur laFigure V.3.

Coefficients individuels

En considérant le cas du transfert de A de la phase gazeuse vers la phase liquide

(Figure V.2), nous pouvons écrire dans la direction z les relations suivantes :

@i, = ke(Py — Py;) V.7)
Ghz = ki (Cai — Cy) (V.8)
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Chapitre V : Transfert de matiere a une interface (entre phases)

Ou k; est le coefficient individuel de transfert de matiére par convection dans la phase
gazeuse en mol/msatm et k;, est le coefficient individuel de transfert de matiére par
convection dans la phase liquide en m/s. La différence de pression partielle (P, — Py;) et la
force motrice nécessaire au transfert de A de la phase gazeuse jusqu’'a l'interface. La
différence de concentration (C4; — C4) est la force motrice nécessaire pour poursuivre le
transfert de A vers la phase liquide. Pour un transfert dans le sens inverse, les forces motrices
seraient (Py; — Py) et (Cy — Cyy)-

Phase gazeuse | Phase liquide
Film gazeux Film liquide ! (bienmeélangée)

(stagnant) (stagnant)

(bien mélangzée)

Ca

I

I

| |
I |
I |
| 1
I |
I . I
I |
| { 1

P, | — P Ca; I ¢’A
- = -

. l
I |
| |
| 1
I |

L

Interface

Figure V.3 Théorie du double film (cas de |a désorption)

En régime stationnaire, le flux de A dans la phase vapeur doit étre égal au flux de A

dansla phase liquide. En combinant les deux équations (V.7) et (V.8), on obtient :
ba, =kc(Py — Py) = ki (Cg; — Cy) (V.9)

Le rapport des deux coefficients individuels peut étre obtenu par réarrangement de |’ équation
(V.9), cequi donne:

k,  (Py—Py)

ke B (C4 — C4p) (V-10)

Comme illustré sur la Figure V.4, pour une composition spécifique (P, et C,) des deux
phases en contact représentée par le point O, I’éguation (V.10) permet la détermination
graphique des compositions al’interface (Py; et Cy;). Le point O, situé au-dessus de la courbe
d’ équilibre, représente les compositions rencontrées a un niveau spécifique d’ un absorbeur de

gaz, ou le transfert s effectue de la phase gazeuse vers la phase liquide. Les compositions aun
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Chapitre V : Transfert de matiere a une interface (entre phases)

autre niveau de |’ absorbeur pourraient étre tres différentes. Un point similaire au point O,
représentant les compositions rencontrées dans une tour de stripping (ou le transfert du soluté

S effectue de la phase liquide vers la phase gazeuse), serait situé sous la courbe d’ équilibre.

1!

Pression partielle de 4 dans la phase vapeur

CA CA:’

Concentration de .4 dans la phase liquide

Figure V.4 Estimation des compostions al’interface en utilisant lathéorie du double film

Dans le cas d une contre-diffusion éguimolaire (section I11.5) ou dans le cas de la
diffusion d’'une trés faible quantité de A au sein d’une espece B stagnante (section 111.6), les
profils de concentration dans les films sont linéaires. D’ apres la théorie du double film, pour
ces deux cas, les coefficients de transfert individuels k; et k; sont proportionnels aux

coefficients de diffusion respectifs D; et D; :

D¢
ke =prg (V1D
D,
k, = -1 (V.12)
dy,

Ou D et D;, sont respectivement les coefficients de diffusion de A dans les phases vapeur et
liquide. 5. et 6, sont les épaisseurs respectives des films gazeux et liquide. On obtient ainsi

les expressions de flux de matiere suivantes :

. _ Dg
ba, = RT 6, (Py — Pyy) (V.13)
D
$is = (Cai = Ca) (V.14)
L
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Chapitre V : Transfert de matiere a une interface (entre phases)

Pour déterminer correctement le flux de matiere al’ aide de lathéorie du double film, il
convient d utiliser le coefficient individuel approprié a la force motrice. Par exemple, lorsque

les forces motrices sont exprimées en fractions molaires, on écrit :
¢Z,z = ky (}\’A - yAi) (V.15)
¢;*1,z =k (Xai — X4) (V.16)
Gz = ky s — Vai) = K (Rai — X4) (V.17)

Ou k, et k, sont respectivement les coefficients individuels de transfert de matiére par
convection dans les phases gazeuse et liquide en mol/m?.s. Les fractions & I’interface y,; et
X4; sont bien évidemment liées par les relations d' équilibre thermodynamique. A I’ extérieur
desfilms, la phase vapeur est composée de y, tandis que la phase liquide est composée de x;.

En résumé, nous pouvons écrire :

b4, =kc(Pa— Pa) = ky(Va — Yai) (V.18) Pour |a phase vapeur
Ga, =k (Cpi — Cp) = kyy (Xp; — X4) (V.19) Pour la phase liquide

Coefficients globaux

Les concentrations globales des deux phases vapeur et liquide (P, et C4) sont faciles a
déterminer par de smples échantillonnages et des analyses adéquates, alors que les
concentrations a I'interface (Py; et C4;) sont assez difficiles a mesurer physiquement. |l est
donc plus pratique d’ utiliser le concept de coefficient global de transfert de matiére qui repose
sur I"hypothése de I’ additivité des résistances des deux films en une résistance globale. Pour
le calcul des forces motrices globales de transfert, le concept fait intervenir les concentrations

de phasesfictives qui seraient en équilibre thermodynamique avec les deux phases en contact.

La Figure V.5 montre que la concentration de la phase liquide C, est en équilibre avec
la pression partielle Py. P; est une mesure auss précise que Cy4, il sagit d'une pression
partielle unique déterminée sous la température et la pression du systeme. Ainsi, on peut
définir le coefficient global de transfert K; par :

$uz = Kc(Py — Py) (V.20)

Ou P; est la pression partielle de A dans la phase vapeur qui serait en équilibre avec la phase

liquide composée de C, . Le coefficient globa K, est en mol/m?.s.atm.

_86_
Dr Kahina BEDDA



Chapitre V : Transfert de matiere a une interface (entre phases)

De méme, la pression partielle de A dans la phase vapeur P, est en équilibre avec la
concentration C; . C; est une mesure auss précise que P4, il sagit également d une
concentration unique déterminée a la pression et ala température du systeme. Ainsi, on peut
définir le coefficient global de transfert K;, par :

d)z,z = KL (CX - CA) (V 21)

Ou C; est la concentration molaire de A dans la phase liquide qui serait en équilibre avec la

phase vapeur ayant P, comme pression partielle de A. Le coefficient global K; est en m/s.

Les forces motrices associées a chague phase et les forces motrices globales sont
représentées sur la Figure V.5. L’indice G désigne la phase gazeuse et I'indice L |a phase

liquide.

< Courbe
d'équilibre

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|
—
|

|
J

Pression partielle de 4 dans la phase vapeur

Y

|

|
Ca Cai Ca
Concentration de .4 dans la phase liquide

Figure V.5 Forces motrices selon lathéorie du double film

Le régime étant stationnaire, la combinaison des équations (V.9) et (V.20) fournit la

relation suivante :

ba, =kc(Py — Py) = ki (Cy; — Cy) = K (Py — Py) (V.22)
Par conséquent :
Pi-P) =222 23 Cu-c) =22 w2 -pp =22 (w.25)
k¢ ki, K¢
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Chapitre V : Transfert de matiere a une interface (entre phases)

D’apreslaFigureV.5:
(Py— Pg) = (Py — Py) + (Pyy — P1)

D’ apres les équations (V.23) et (V.25), | éguation ci-dessus devient :

i, _ oy
K¢ ke

+ (Py; — Py) (V.26)
Lorsgque la relation d équilibre est linéaire, comme dans le cas des solutions diluées ou la loi
de Henry est respectée, nous pouvonsrelier les concentrationsal’ équilibre par :
Py = HCy;
P; = HCy
Par conséquent, |’ équation (V.26) devient :

oy _ oy
K¢ k¢

+ H(Cy —Cy) (V.27)

D’ apres |’ équation (V.24), I’ équation précédente devient :

Dis _ Pis  p Pis

1—1+H V.28
K k¢ ki (V.28)

L’équation (V.28) montre que le coefficient global de transfert K; est lié aux coefficients
individuels k. et k;, et & la pente de la droite opératoire H qui peut éventuellement étre la

constante de laloi de Henry.

De la méme fagon, nous pouvons retrouver I’ expression reliant le coefficient global K;

aux coefficients individuels. La combinaison des équations (V.9) et (V.21) donne:

br, = ke(Py— Py) = ki (Cyy — Cy) = K (Cj — Cy) (V.29)
= (C;—=Cy) = Pis (V.30)
K,

D’apreslaFigureV.5:
(Ci — Ca) = (Cf — Cp) + (Cpy — Cy)
D’ apres les équations (V.24) et (V.30), |’ éguation ci-dessus devient :

oy i,
K, ki,
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Les concentrations al’ équilibre sont données par :

Dans ce cas, |I’équation (V.31) devient :

¢Zz (PA_PAi) ¢.ZZ
= = < + — V.32

D’ apres |’ équation (V.23), I’ éguation (V.32) devient :

¢ZZ_¢ZZ ¢Az
K, Ak @k

1 _1 .1 (V.33)
KL HkG kL '

L’ équation ci-dessus relie le coefficient global de transfert de matiére K; aux coefficients

individuels k; et k; , et ala pente de la droite opératoire H.
Les équations (V.28) et (V.33) matérialisent I’ hypothese de I’ additivité des résistances
des deux films en une résistance globae. D’ apres I’ équation (V.28), la résistance globae au

transfert de matiére( ! ) est la somme de deux résistances celle du film gazeux (k ) et celle

K¢

du f|ImI|qU|de( ) De méme, I’ égquation (V.33) |nd|quequeIaresstanceglobale( )astla

sommedelaresustancedufllmgazeux( )etdelar&astanceduﬂlmhqwde()

A partir des équations (V.28) et (V.33), on peut facilement déduire la relation
suivante :
K, = HK;; (V.34)

Lorsque les forces motrices globales sont exprimées en fractions molaires, on peut
définir les coefficients globaux de transfert K, et K, par :

¢Z,Z = Ky ()‘}A - )‘IZ) (V' 35)
¢Z,Z = Kx (922 - XA) (V 36)

Ou y; est la fraction molaire de A dans la phase vapeur qui serait en équilibre avec la phase
liquide composée de x4 et x; est la fraction molaire de A dans la phase liquide qui serait en
équilibre avec la phase vapeur composee de y,. Les coefficients globaux de transfert K, et

K, sont en mol/mZ.s.
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Le régime étant stationnaire, la combinaison des équations (V.17) et (V.35) fournit la

relation suivante :

Ghz=kyVa—Vai) = ke Quy — X4) = K, (Y4 — Y1) (V.37)
La combinaison des équations (V.17) et (V.36) donne :

Ghz = kyDa — Vai) = ke (Ra; — X4) = K (X3 — X4) (V.38)

Dans le cas d’'une équation d équilibre linéaire, les concentrations & I’ équilibre peuvent étre
liées comme suit :

ya = mxy Y4 = mxy Yai = My
Oum est le coefficient de partage. Ceci nous permet de déduire a partir des équations (V.37)
et (V.38) lesrelations suivantes :

1 _1,m (V.39)
K, k, 'k |

1 = 1 + 1 V.40
K, mk, k, (V.40)
K,=mK, (V.41)

Les équations (V.39) et (V.40) montrent que la résistance globale au transfert est en effet la
somme de deux résistances, la premiére dans le film gazeux et la seconde dansle film liquide.

Pour un systeme impliquant un gaz A trés soluble dans la phase liquide, le coefficient
de partage m est trés petit. Dans ce cas, I’ équation (V.39) permet de conclure que la résistance
1

k,

)car |a résistance en
y

1
K

) est sensiblement égale a la résistance globale(
y

en phase gazeuse (

phase liquide (kﬂ) devient négligeable :
1.1
Ky ky

Le transfert dans un tel systéme est dit contrélé par |a phase gazeuse.

Dans le cas d'un gaz A trés peu soluble, la valeur du coefficient de partage m est trés
élevée. L’ équation (V.40) permet de déduire que la résistance en phase gazeuse (miky) pour
un tel cas est négligeable et que le coefficient global (K,) est sensiblement égal au coefficient
individuel de laphase liquide (k,) :
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Pour ce type de systéme, le transfert de matiére est dit controlé par la phase liquide.

Exemple

(Source : Slim Ouzzane, Travaux Dirigés de Transfert de Matiére : Exercices avec Solutions,
OPU, Alger, 1996)

On étudie la désorption d’un corps 4 a partir d’une solution aqueuse dans un courant
d’air. A un point particulier de la colonne de transfert, les compositions moyennes dans les
deux phases sont analysées et on obtient :

P, = 10 mmHg ¢, = 4.10° mol/m®

Le coefficient global K, est égal & 0,0747 mol/m®s.atm. 57 % de la résistance totale est
localisée dans le film de gaz et la constante de Henry est égale a 7,504.10° atm.m*mol.

Déterminer :

1) Lecoefficient k.
2) Lecoefficient k; .

3) Leflux molaire detransfert de A.

1) Le coefficient k;
On considére |’ éguation (V.28) :

1_1+H V.28
K; ke ki (V.28)

Sachant que 57 % de la résistance totale est localisée dans le film de gaz, on obtient :

L o572 kg = —&
" N = =
ke K ¢~ 0,57
0,0747 )
ke = = ks = 0,131 mol/m“.s.atm
0,57
2) Le coefficient k,
D’ aprés |’ équation (V.28), larésistance dansle film liquide est :
H 1 HK;
—=(1- —_— =
kL ( 0,57) KG - kL 0,43
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_7,504.107% 0,0747
b 0,43

= k,=1,304.103 m/s

3) Leflux molaire detransfert de A

¢4, peut étre calculé a partir de |’ équation (V.20) appliquée ala désorption :
¢ba, = Ke(Py — Py)

Sachant que : Py =HC,

On obtient : G, =Ke(HCy —Py) =

10
$a, = 0,0747 (7,504. 1073 4.10% — %) = ¢, =2,241mol/m%s

V.4 Théorie dela pénétration

La théorie de la pénétration de Ralph Higbie (1935) fournit un modele physique plus
réaliste du transfert de matiere entre I'interface et la phase liquide. Le concept du film
stagnant est remplacé par des tourbillons qui au cours d’un cycle : (1) se déplacent du coaur de
la phase liquide vers I'interface; (2) restent a I'interface pendant une courte période fixe
durant laqudle ils restent statiques, de sorte gque la diffusion moléculaire se produit dans une
direction normale a I'interface ; et (3) quittent I’interface pour se mélanger au flux global.
Lorsqu'un tourbillon se déplace vers I’interface, il remplace un autre tourbillon statique.
Ains, les tourbillons sont statiques et mobiles par intermittence. La turbulence s étend
jusgu’al’interface.

Dans la théorie de la pénétration, on admet qu’ une diffusion en régime transitoire se
produit a I'interface pendant que le tourbillon est statique. Ce processus est régi par la
deuxieme loi de Fick :

aC, 0%Cy
ot~ L 9z2

Les conditions aux limites sont les suivantes :
at=0 - C,=C4 pour 0<z<o
at>0 - (C4=Cy pour z=0

at>0 - C4=C4 pour z=o00
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Ces conditions aux limites sont identiques a celles de la diffusion en régime ingtationnaire

dans un milieu semi-infini (section 1V.2.1). La solution peut donc s écrire ains :

(Cai — Ca) < z )
—— =erf| ——
(Cai — Cyo) 2./D;t
Out est le temps de contact du tourbillon statique avec I’interface durant un cycle, Cy, est la

concentration de A dans le flux liquide et C4; est sa concentration a |’ équilibre au niveau de

I"interface (z = 0). Le flux de matiére al’interface est donné par I’ expression suivante :

. /DL
¢A|z=0 = E(CAi - CAO)

La comparaison de cette équation avec |’ équation (V.8) permet de conclure que la valeur du

coefficient de transfert de matiére par convection est :

Dy
ky = ’—
L it

Selon la théorie de la pénétration, le coefficient de transfert k; est proportionnel a./D;. Ceci

est spécifique aux systémes impliquant des contacts de courte durée.

V.5 Théorie du renouvellement de surface

Danckwerts a proposé en 1951 la théorie du renouvellement de surface qui modifie la
théorie de la pénétration de Higbie. Selon Danckwerts, le principal inconvénient de la théorie
de la pénétration réside dans I’hypothése selon laguelle tous les éléments liquides, ou
tourbillons, sont exposés au gaz pendant la méme durée. Dans un fluide turbulent, il est fort
probable que certains jeunes tourbillons soient emportés; tandis que d autres restent en
contact avec le gaz. Danckwerts a supposé un remplacement aléatoire des tourbillons par de
nouveaux tourbillons provenant de la phase liquide. A tout instant, chacun des tourbillons &
I'interface, quel que soit son &ge, a la méme probabilité d étre remplacé par de nouveaux
tourbillons. Par conséguent, il a introduit une vitesse fractionnaire de renouvellement de la
surface (s) et une fonction de distribution de I’ 4ge de la surface trouvée égale asst. Selon

cette théorie, le coefficient de transfert de matiere est donné par I’ équation suivante :

kL = 1/DLS'

OU s est lafraction de la surface renouvel ée ou remplacée par unité de tempsen s™.
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D’ apres I’ éguation ci-dessus, le coefficient de transfert de matiere k; est proportionnel a./D;

et a+/s. De plus, s la turbulence augmente, s augmente également, ce qui engendre une

augmentation de la valeur du coefficient k; .

V.6 Théorie dela pénétration du film

Une théorie intégrant certains principes de la théorie du double film et de la théorie de
la pénétration a été suggérée par Toor e Marchello en 1958. La résistance au transfert est
considérée comme se situant entierement dans un film a I'interface (comme dans la théorie
des deux films) ou le transfert est instationnaire (comme dans la théorie de Higbie). Selon le
modéle propose, |e transfert des jeunes éléments avec une courte exposition a I’ interface suit
la théorie de la pénétration, et le transfert des éléments &gés avec une longue durée
d’ exposition suit lathéorie du double film. Ils ont montré que les théories du double film et de
la pénétration ne sont que des cas limites de leur modele plus général de pénétration du film.
Les coefficients de transfert de matiere seront proportionnels a une puissance de la diffusivité

comprise entre 0,5 et 1,0. Ces conclusions ont été confirmeées par des données expérimental es.

V.7 Théor éme de - Buckingham

Le théoréme de n- Buckingham, ou théoreme =, est un théoreme fondamental de
I’analyse dimensionnelle. Il permet de simplifier |I'étude des phénomeénes physiques en
réduisant le nombre de variables nécessaires a leur description.

La premiére étape de |’ application de la méthode de Buckingham consiste a répertorier
les variables significatives pour un probléme donné. 1l est ensuite nécessaire de déterminer le
nombre de paramétres adimens onnel s, appel és groupes nt, dans lesquels ces variables peuvent
étre combinées. Ce nombre est déterminé a I'aide du théoréme n de Buckingham, qui

stipule que :

Le nombre de groupes adimensionnels utilisés pour décrire une situation impliquant n
variables est égal a(n — r), our est le nombre minimal de dimensi ons fondamentales

nécessaires pour décrire lesn variables.
Les groupes adimensionnels peuvent étre arrangés comme suit :
f(n-ly Ty, T3, .. ) =0

Dans e cas ou leur nombre est égal atrois, on peut écrire :
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my = f(my, m3)

Chaque groupe n sera formé der variables, ains que d’'une variable sélectionnée parmi les
(n — r) variables restantes. Chaque terme © comprend donc (r + 1) variables. Cesr variables
(égales aux dimensions fondamentales) forment un groupe central, qui apparait de maniére
répétée dans chague groupe = ; on les appelle donc variables répétitives. Les variables

répétitives sont choisies parmi lesn variables de telle sorte que :

» Ensemble, elles doivent contenir toutes les dimensions fondamental es.

» Elles ne doivent pas former a elles seules un groupe adimensionnel.

» Dans la mesure du possible, la variable dépendante ne doit pas étre sélectionnée
comme variable répétitive.

» Aucune variable répétitive ne doit avoir laméme dimension.

» Les variables répétitives doivent étre choisies de telle maniére qu’'une variable
représente une propriété géométrique, une autre une propriété dynamique

(écoulement) et une troisiéme une propriété du fluide, etc.

V.8 Analyse dimensionnelle du transfert de matiere par convection

L’analyse dimensionnelle permet de déerminer les différents paramétres
adimensionnels utiles a la corréation de données expérimentales. Deux processus importants
de transfert de matiere vont étre analysés : le transfert dans un courant s écoulant sous

convection forcée et le transfert dans une phase se déplacant sous convection naturelle.

V.8.1 Transfert dansun courant s écoulant sous convection for cée

Considérons le transfert de matiere a partir des parois d un conduit circulaire vers un
fluide qui I’emprunte. La force motrice de transfert, dans ce cas, est la différence de
concentration (C4; — C4). Les variables importantes pour un tel systéme, leurs symboles et
leurs représentations dimensionnelles sont listés sur le Tableau V.2. Les variables incluent les
paramétres décrivant la géomeétrie du systeme, la vitesse du fluide, les propriétés du fluide et
lavariable d'intérét principal k..

D’ apreés le théoreme © de regroupement des variables présenté dans la section V.7, le
nombre de groupes adimensionnels a former est (n—1r) = (6 —3) =3. Les variables

répétitives sont Dy, p €t D, lestrois groupes nt a former sont :
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my = Dipp”D°k,
my = Dipp*Dlu
m3 = D p"Diu

Tableau V.2 Variables décrivant le transfert de matiére dans un courant s écoulement dans un
tube sous convection forcée

Variable Symbole et unité Dimensions
Diameétre du tube D, m L
Densité du fluide p, kg/m® M/L3
Viscosité du fluide u, kg/ms M/Lt
Vitesse du fluide u, m/s L/t
Diffusivité du fluide Dyg, m?ls L2/t
Coefficient de transfert de matiere k., m/s L/t

Sous forme dimensionnelle r; S écrit :

= DXprDckc

I2\* (My? L
1= (7) () @)
En égalisant les exposants des dimensions fondamentales des deux cétés de |’ équation, on

obtient :
pour L: 0=2a-3b+c+1

pour t: 0=—-a-—-1
pour M: 0=b»b
La solution de ces équations a trois inconnus donne :
Ainsi :

Dyp

mq Sh  qui estle nombre de Sherwood (Sh)

De laméme maniére, on détermine les deux autres groupes wr, ce qui donne :

_Du

ﬂ = ——
27 Dyp
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= # —_—
PDyp

3 Sc  qui estle nombre de Schmidt (Sc)

Ladivision de m, par w3 donne:

n, Dup

- p Re quiestle nombre de Reynolds (Re)
3

L’analyse dimensionnelle du transfert de matiere par convection forcée dans un conduit

circulaire montre I’ existence d’ une relation corrélative de laforme:

Sh = f(Re, Sc) (V.42)

V.8.2 Transfert dans une phase dont le mouvement est di a la convection naturelle

Des courants de convection naturelle ou libre se développent en cas de variation de
densité au sein d une phase liquide ou gazeuse. Cette variation de densité peut étre due a des

différences de température ou a des différences de concentration relativement importantes.

Dans le cas d'une convection naturelle impliquant un transfert de matiere a partir
d’une paroi plane verticale vers un fluide adjacent, les variables utilisées pour |’ anayse de ce
systeme different de celles utilisées pour I’ analyse de la convection forcée (Tableau V.2). Les
variables importantes pour ce cas, leurs symboles et leurs représentations dimensionnelles
sont présentés sur le Tableau V.3.

D’ apres la méthode de Buckingham, le nombre de groupes adimensionnels a former

est detrois. Les variables répétitives sont Dyp, L €t u, lestrois groupes  aformer sont :
m = DLl utk,
my = DfpLleulp
m3 = D LhuigAp

Larésolution des trois groupes z donne :

k.L
m, =——="Sh  le nombre de Sherwood (Sh)
Dyp
pDsp 1 s :
Ty = = — l'inverse du nombre de Schmidt (Sc)
U Sc
L’ gAp
T2 =
> uDyp
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Lamultiplication de m, et m; donne le nombre de Grashof (Gr) :

L’pghp _

Gr
12

T3 =

L’ analyse dimensionnelle du transfert de matiére par convection naturelle indique I’ existence

d' unerelation corrélative de laforme :

Sh = f(Gr, Sc) (V.43)

Tableau V.3 Variables décrivant le transfert de matiére dans une phase dont e mouvement
est di alaconvection naturelle

Variable Symbole et unité Dimensions
Longueur caractéristique L,m L
Densité du fluide p, kg/m® M/L3
Viscosité du fluide u, kg/ms M/Lt
Force de flottabilité gAp, kg/m?s? M/L2t?
Diffusivité du fluide Dap, m%s L%/t
Coefficient de transfert de matiére k., m/s L/t

Pour les deux types de convection (forcée et naturelle), I’anayse dimensionnelle a
permis d’ éablir des relations suggérant que la corrélation des données expérimentales pouvait
étre exprimée en termes de trois variables au lieu des six initialement prévues. Cette réduction
du nombre de variables a aidé les chercheurs ayant proposé des corrélations selon ces formes
a fournir de nombreuses équations empiriques, dont certaines seront présentées dans la
section V. 10.

V.9 Nombres adimensionnelsrelatifs au transfert de matiere

Les nombres adimensionnels fréquemment utilisés pour corréler les données
expérimentales liées au transfert de matiere par convection sont présentés sur le Tableau V .4.
Les nombres de Sherwood (Sh) et de Stanton (St) sont des paramétres adimensionnels
impliguant le coefficient de transfert de matiere k.. Les nombres de Schmidt (Sc), de Lewis
(Le) et de Prandtl (Pr) sont indispensables lorsque deux processus de transfert convectif
digtincts sont impliqués simultanément. Les nombres de Reynolds (Re), de Péclet (Pe) et de

Grashof (Gr) sont utilisés pour décrire I'écoulement. Les deux facteursj (jp etjy) sont
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souvent utilisés pour développer de nouvelles corrélations sur la base de corrélations

précédemment établies pour le transfert de chaleur.

Tableau V.4 Nombres adimensionnd s relatifs au transfert de matiere

Nom Relation
k.L
Nombre de Sherwood Sh =
Dyp
k.
Nombre de Stanton St =<
u
. u v
Nombre de Schmidt Sc = =—
PDap Dyp
Nombre de Lewi Le = — i
ombre de Lewis e= =
Dyp pCyDyp
C.
Nombre de Prandtl Pr = Y_Fe
a k
L L
Nombre de Reynolds Re = Wt
u %
. L
Nombre de Péclet Pe = — = ReSc
AB
L3pgA
Nombre de Grashof Gr = P gz P
U
. " ] k.
Facteur j de transfert de matiére jp = —(Sc)?/3
u
Facteur j de transfert de chaleur ju = (Pr)?/3
pCyu

L est la longueur caractéristique. a est la diffusivité thermique. k est la conductivité
thermique. h est le coefficient de transfert de chaleur par convection. Ap est la
différence de densité positive entre les deux phases en contact.

V.10 Corrélations adimensionnelles pour |’estimation des coefficients de
transfert de matiere par convection

Dans cette section, nous présenterons des corrélations adimensionnelles dével oppées a
partir de données expérimental es pour I’ estimation des coefficients de transfert de matiére. De
nombreuses excellentes références en proposent une synthese, telles que le Perry’s Chemical
Engineers Handbook. Cependant, des corrélations seront présentées pour montrer que les
formes de plusieurs de ces équations sont bien prédites par les expressions anaytiques

obtenues dans la section V.8.
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V.10.1 Transfert a partir d’une plague plane

Plusieurs chercheurs ont mesuré I’ évaporation a partir d’une surface liquide libre (ou
la sublimation & partir d’une surface solide plane) de longueur L dans un écoulement d’air
contrélé, en conditions laminaires et turbulentes. Ces données sont corrélées par les équations
de Welty et a. (1984) comme suit :

Sh; = 0.664Re?>Sc'/3  Re, < 3.10° (laminaire)  (V.44)
Sh, = 0.036ReY8Sc/3  Re, > 3.10° (turbulent)  (V.45)

Ou L est lalongueur caractéristique dans Re;, et Sh;. Ces équations peuvent étre utilisées si le
nombre de Schmidt est compris entre 0.6 < Sc < 2500. Les équations (V.44) et (V.45) donnent

le coefficient moyen de transfert de matiere le long de la surface et peuvent étre exprimeées en

termes du facteur j, comme suit :
jp = 0.664Re;%> Re, < 3.10° (laminaire)  (V.46)

jp = 0.036Re;%? Re, =3.10° (turbulent)  (V.47)

V.10.2 Transfert a partir d’une seule sphére

Des chercheurs ont éudié le transfert de matiere a partir de spheres ssimples et ont
corrélé le nombre de Sherwood par addition directe de termes représentant le transfert par

diffusion purement moléculaire et |e transfert par convection forcée souslaforme:
Sh = Shy + CRe™Sc!/3 (V.48)

Ou C et m sont des constantes. Pour un nombre de Reynolds trés faible et en |I'absence
d effets de convection naturelle, le nombre de Sherwood approche une valeur théorique de

2,0. Par conséquent, la corrélation généralisée devient :
Sh = 2.0 + CRe™Sc!/3 (V.49)

Pour le transfert dans des courants liquides, I’ équation de Brian et Hales (1969) :

Sh = (4 + 1.21Pe23)"*  (v.50)

corréle les données obtenues pour Pe <10000. Pour Pe >10000, Levich (1962) a

recommandé I’ équation ci-dessous :

Sh = 1.01Pe!/3 (V.51)
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Pour le transfert de matiéere dans les flux gazeux, I’ équation de Froessling (1939) :
Sh = 2 + 0.552Re!/2Sc1/3 (V.52)

correle les données pour des nombres de Reynolds allant de 2 a 800 et pour des nombres de
Schmidt alant de 0,6 a 2,7. Les données d Evnochides et Thodos (1960) ont étendu
I’ équation de Froessling a une plage de nombres de Reynolds comprise entre 1500 et 12000

sous une plage de nombres de Schmidt comprise entre 0,6 et 1,85.

Les équations (V.50), (V.51) et (V.52) ne peuvent étre utilisées que lorsque les effets de la
convection libre ou naturelle sont négligeables ; autrement dit :

Re > 0.4Grl/25c~1/6 (V.53)

Les équations suivantes de Steinberger et Treybal (1960) sont recommandées lorsque le

transfert se produit en présence de convection naturelle :

Sh = Shy. + 0.347(ReSc1/2)"
1 < Re < 3.10* (V.54)

0.6 < Sc <3200
Ou:
Sh,. = 2.0 + 0.569(GrSc)%%> GrSc < 108

Sh,,. = 2.0 + 0.0254(GrSc)/3Sc0-244 GrSc > 108

V.10.3 Transfert a partir d’un seul cylindre

Plusieurs chercheurs ont étudié la sublimation d'un cylindre solide dans un flux d air
S écoulant perpendiculairement a I’axe du cylindre. D’ autres résultats sur la dissolution de
cylindres solides dans un courant d'eau turbulent ont été rapportés. Bedingfield et Drew

(1950) ont corrélé les données disponibles par :

= 0.281(Re) 04

keP(S©)™6 k. (Sc)*>6
GM B u

400 < Re < 25000 (V.55)
0.6 < Sc < 2.6

Ou Re est le nombre de Reynolds calculé en fonction du diamétre du cylindre, P est la
pression totale et Gy est la vitesse molaire superficielle du gaz. Les propriétés du fluide (p et
W) ont été évaluées alatempérature moyenne du film.
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V.10.4 Ecoulement tur bulent dansun tube

Le transfert de matiére de la paroi interne d’ un tube vers un fluide en mouvement a été
largement étudié. La plupart des données expérimental es recueillies proviennent de colonnes
a parois mouillées. On considere I’ expérience représentée sur la Figure V.6, un liquide pur
volatil s écoule le long de la surface intérieure d’ une conduite circulaire tandis qu’ un gaz est
soufflé vers le haut ou vers le bas et traverse le centre de la conduite. La mesure du taux
d évaporation du liquide dans le flux gazeux sur la surface connue permet de calculer le
coefficient de transfert de matiére pour la phase gazeuse. L' utilisation de différents gaz et

liquides permet de varier le nombre de Schmidt (Sc).

Entrée ligmde

E Réservoir d'alimentation

Film liguide
Section de paroi |
mouillée

ol

Sortie liguide
Gaz
Figure V.6 Tour a parois mouillées

La vaporisation de neuf liquides différents dans |’ air a été étudiée par Gilliland et Sherwood
(1934). Leur corrélation est la suivante :

Sh = 0.023Re? 835044 (V.56)
2000 < Re < 35000
0.6 <Sc<25

La longueur caractéristique pour le calcul de Sh et Re est le diamétre du tube. Les propriétés

physiques du gaz sont évaluées sous les conditions du flux gazeux en écoulement.
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Dans leur éude, Linton et Sherwood (1950) ont élargi la plage du nombre de Schmidt en
étudiant le taux de dissolution de |’ acide benzoique, de |’ acide cinnamique et du p-naphtol.

Les résultats combinés ont été corrélés par |’ équation suivante :
Sh = 0.023Re?835¢1/3 (V.57)
4000 < Re < 70000
0.6 < Sc < 3000

L’ équation (V.57) offre lameilleure corréation pour toutes les données (gazeuses et liquides).

Cependant, seules les donnees gazeuses sont mieux corrélées par I’ équation (V.56).

V.10.5 Transfert dansleslitsgarniset fluidisés

Leslits garnis et fluidisés sont trés utilisés dans les opérations industrielles impliquant
un transfert de matiére, telles que I’ adsorption, I’ échange d’'ions, la chromatographie et les
réactions en phase gazeuse catalysées par des surfaces solides. Pour un volume donné, la
présence de lits garnis ou fluidisés dans une colonne offre une augmentation considérable de
la surface de contact entre les phases, ce qui permet d’améiorer significativement le transfert

de matiére.

De nombreuses études ont été menées pour mesurer les coefficients de transfert de
matiere en lits garnis de particules et corréler les résultats. Sherwood, Pigford et Wilke (1975)

ont suggéré la corréation suivante pour lesgaz :
jp = 1.17Re™0415 (V.58)
10 < Re < 2500

Pour cette éguation, le nombre de Reynolds est déterminé par :
upd,
U

Re =

Ou d, est le diamétre d'une sphere ayant |la méme surface par unité de volume que la

particule et u est la vitesse du gaz calculée sur la base de la section transversale totale de la

colonne.
Gupta et Thodos (1962) ont corrélé le transfert de matiere en phases gazeuse et liquide

en présence de lits fixes ou fluidisés de sphéres par |’ éguation suivante :

0.863
Re058 — (0.483
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1 < Re <2100
O ¢ est lafraction de vide du lit.

Pour les lits garnis et fluidisés, la surface impliguée dans le transfert de matiere est
généralement exprimée en termes de a, €lle est définie dans ce cas comme étant |a surface par
unité de volume du lit garni. Il est facile de démontrer que :

6(1— ¢)
a=—°

y (V.60)

p

L’ équation (V.60) montre que plus la taille des particules est petite, plus la surface disponible
par unité de volume de garnissage est importante. Cependant, |a perte de charge atraversle it

garni devient un facteur limitant a mesure que lataille des particules diminue.
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